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MATHEMATICS LIBRARK 


Vorrede. 


Den Elementen der Zahlentheorie und der Analytischen 
Zahlentheorie lasse ich mit diesem Werke den vierten Theil 
meines Gesammtunternehmens folgen, indem ich die früher von 
mir veröffentlichte Lehre von der Kreistheilung und ihren 
Beziehungen zur Zahlentheorie, deren Neubearbeitung ich mir 
vorbehalte, als dritten Theil desselben zähle. Das neue Werk 
giebt die Arithmetik der quadratischen Formen mit 
einer beliebigen Anzahl von Unbestimmten. Nachdem 
schon Gauss für die Theorie der ternären Formen die haupt- 
sächlichsten Probleme gestellt und theilweise gelöst hatte, 
führten später namentlich Eisenstein, in neuerer Zeit St. 
Smith diese Lehre grösserer Vollendung entgegen; zugleich 
aber leitete die Ausdehnung der Probleme und Methoden des 
besonderen Falls zur Entwickelung einer Arithmetik der qua- 
dratischen Formen überhaupt, welche vornehmlich durch die 
Arbeiten von Smith und Minkowski bereits eine hin- 
reichende Ausbildung erfahren hat, um eine einigermassen 
abgerundete systematische Darstellung zu gestatten. Das neue 
Werk soll eine solche versuchen; es zerfällt in drei grössere 
Abschnitte. 

Der erste behandelt ausschliesslich die ternären Formen. 
Denn, getreu dem bisher eingehaltenen Verfahren, soll auch 
hier die Darstellung, soweit dies, ohne die Klarlegung des 
inneren Zusammenhanges der Lehre zu beeinträchtigen, ge- 
schehen kann, ihrer geschichtlichen Entwickelung Rechnung 
tragen. Zudem wird durch die vorgängige Darstellung der 
Lehre von den ternären Formen das Verständniss der viel 
schwierigeren allgemeinen Theorie wesentlich erleichtert wer- 
den, auch konnte nur in dieser Weise die Darstellung der 
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mannigfaltigen auf jene besonderen Formen bezüglichen Einzel- 
untersuchungen wünschenswerthe Abrundung erhalten. Nach 
einem einleitenden Capitel, welches die algebraischen Grund- 
lagen der Theorie, insbesondere die algebraische "Transformation 
der Formen in sich selbst giebt, folgt die Eintheilung der 
Formen in Classen, Ordnungen und Geschlechter nach Eisen- 
stein und Smith; das nächste Capitel bringt die Gauss’sche 
Theorie der Darstellung,- das folgende die Untersuchung aller 
ganzzahligen Transformationen einer Form in sich selbst, auf 
welche jene zurückführt. Nach einer kurzen Erörterung über 
die Geschlechter binärer Formen, welche auch den zweiten 
Gauss’schen Beweis des Reciprocitätsgesetzes enthält, wird 
das Vorhandensein der Geschlechter binärer sowohl wie ter- 
närer Formen bewiesen und nach Einführung des Eisenstein- 
schen Begriffs vom Maasse der Formen zunächst die Anzahl 
der Darstellungen einer Zahl als Summe dreier Quadrate be- 
handelt, woran sich Sätze über die Darstellbarkeit der Zahlen 
durch eine Summe von vier Quadraten und von Polygonal- 
zahlen anschliessen. Ein weiteres Capitel bestimmt zuerst 
nach Eisenstein’scher Methode, sodann nach Smith das 
Maass eines Geschlechts sowie einer Ordnung positiver Formen, 
wobei, wie überhaupt, der Einfachheit halber die Determinante 
ungerade vorausgesetzt wird. Dann folgt eine zusammen- 
hängende Darstellung der Arbeiten von Gauss, Dedekind, 
Cantor u. A. über die Gleichung ax + a’? + u’z”?—=0, 
und zuletzt ein Auszug aus A. Meyer’s Arbeiten über die 
Classenanzahl eines indefiniten Geschlechts u. dgl. 

Der zweite Abschnitt ist den allgemeinen quadra- 
tischen Formen gewidmet. Soweit es zulässig ist, ohne Wesent- 
liches zu beeinträchtigen, beschränke ich mich wieder auf 
Formen mit ungerader Determinante. Auch hier wird mit 
Zusammenstellung einiger algebraischen Hilfssätze und Betrach- 
tungen begonnen. Nachdem dann die Zusammensetzung von 
„Zahlensystemen“ erörtert, gebe ich im folgenden Capitel auf 
Kronecker’scher Grundlage eine Lehre von den Elementar- 
theilern solcher Systeme. Als Anwendung derselben erscheint 
in zwei weiteren Capiteln die Arithmetik der Linearformen, 
die Lehre von den linearen Gleichungen und Congruenzen. 
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Das hierauf folgende Capitel bringt als eine weitere Anwen- 
dung derselben Lehre nach Hermite, Rosanes und Fro- 
benius die algebraische Transformation der Formen in sich 
selbst. Nunmehr folgt die eigentliche Arıthmetik der quadra- 
tischen Formen, zunächst die Eintheilung der Formen in Classen, 
Ordnungen und Geschlechter, die genaue Bestimmung der Ge- 
schlechtscharaktere nach dem Vorgange von Smith und Min- 
kowski. Das nächste Capitel enthält eine Untersuchung über 
quadratische Congruenzen, um die Grundlage zu liefern für die 
neue Definition des Geschlechts nach Poincare und Min- 
kowski, welche das folgende Capitel einführt. Im Zusammen- 
hange damit steht die auch für das Folgende wichtige Be- 
stimmung der Anzahl der „Reste“, welche ein gegebenes 
Geschlecht in Bezug auf einen gegebenen Modulus haben 
kann. Nun giebt das nächste Capitel die Theorie der Dar- 
stellung einer Zahl oder einer Form mit » — 1 durch eine 
solche mit » Unbestimmten. Nach Feststellung des Zusammen- 
hangs zwischen den Geschlechtern beider Formen ergiebt sich 
der Nachweis für das Vorhandensein der zulässigen Geschlechter. 
Von hier ab werden nur noch positive Formen, insbesondere 
ihr Maass betrachtet, zunächst die Anzahl der Darstellungen 
einer Zahl als Summe von vier oder fünf Quadraten, sodann 
der schöne Minkowski’sche Ausdruck für das Maass eines 
Geschlechts von Formen, der aus den wesentlichen Faktoren 
der Maasszahl gebildet ist. Und hieran schliessen sich Be- 
trachtungen über die Anzahl von Darstellungen einer Zahl als 
Summe von sechs oder mehr Quadraten und Aehnliches an. 
Der dritte Abschnitt handelt von der Reduktion der 
Formen. Im Vorhergehenden bedurfte man nur des Princips 
der Reduktion, wesentlich zur Feststellung, dass die Anzahl 
der Classen für eine gegebene Determinante eine endliche ist. 
Die eigentliche Reduktion der quadratischen Formen, die prä- 
cise Fassung der redueirten Form und ihre wichtigen Folge- 
rungen bilden ein eigenthümliches Gebiet der Zahlentheorie, 
welches theils durch die Rolle, die das Stetige darın spielt, 
theils durch die besonders wichtigen nicht-zahlentheoretischen 
Resultate, die aus ihm erwachsen: Grenzen für gewisse Minima, 
Annäherungsprocesse, wie die Kettenbruchalgorithmen, die der 
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arıthmetischen Charakteristik der Irrationellen dienen, u. A., 
zu einer analytischen Disciplin vom höchsten Interesse ge- 
stempelt wird. Dies Gebiet hat zugleich das Charakteristische, 
dass in ihm die geometrische Bedeutung der quadratischen 
Formen als Punkt- oder Zahlengitter vorzüglich zur Geltung 
kommt. Der letzte Abschnitt des Werkes wird der zusammen- 
hängenden Darstellung der betreffenden Arbeiten vornehmlich 
von Hermite, dann Selling und Charve, Dirichlet, 
F. Klein, Poincare, Minkowski u. A. gewidmet sein. 

Die Menge und der Umfang der erforderlichen oder in 
Frage kommenden Untersuchungen, zugleich mit dem Um- 
‘ stande, dass sowohl die zwei ersten Abschnitte zusammen- 
genommen, wie auch der dritte für sich als ein in sich ab 
geschlossenes Ganzes angesehen werden dürfen, rechtfertigt es, 
wenn hier zunächst nur die ersteren beiden als erste Ab- 
theilung des ganzen vierten Theiles meiner Zahlentheorie 
veröffentlicht werden. Die zweite Abtheilung, an deren Voll- 
endung ausser sonstigen Umständen zur Zeit noch andere 
nothwendige Arbeiten mich verhindern, soll, sobald es mir 
möglich sein wird, dieser ersten Abtheilung nachfolgen. — 


Weimar, den 20. Mai 1898. 
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Nachdem Gauss in den Disquisitiones Arıthmeticae die 
Theorie der binären quadratischen Formen zuerst in syste- 
matisch folgerechter und umfassender Weise zur Darstellung 
gebracht, weist er in art. 266 den Mathematikern ein weites, 
unermessliches Gebiet zu ähnlicher Forschung: die arıthmetische 
Untersuchung der homogenen ganzen Funktionen beliebigen 
Grades und mit einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen, 
ein Gebiet, von welchem die von ihm entwickelte Theorie der 
binären quadratischen Formen nur die erste, nächstliegende 
Stufe ist. Sehen wir ab von den binären Formen eines be- 
liebigen Grades > 2, deren Arithmetik seither nur ın sehr ge- 
ringem Umfange behandelt worden ist*), so zeichnen sich 
unter den übrigen Formen oder homogenen Funktionen zwei 
Kategorieen besonders aus: die zerlegbaren Formen, d.h. 
diejenigen Formen n” Grades, welche als Produkte von n 
irrationalen Faktoren ersten Grades darstellbar sind, und die 
allgemeinen quadratischen Formen mit einer beliebigen An- 
zahl n von Variabeln. Die binären quadratischen Formen 
sind unter allen Formen durch den besonderen Umstand charak- 
terisirt, dass sie diesen beiden Kategorieen von Formen zugleich 
angehörig sind. Zahlentheoretisch betrachtet, kommt der 
erstern von beiden bei weitem grössere Wichtigkeit und 
höheres Interesse zu, denn unter der algebraischen Form 


*, S. darüber Eisenstein, theoremes sur les formes cubiques et 
solution d’une &quation du quatrieme degre ä quatre indeterminees, 
sowie „Untersuchungen über die kubischen Formen mit zwei Variabeln“ 
im Journal für Mathematik 27; desgl. Hermite, sur la theorie des 
fonctions homogenes A deux indeterminees, ebendas. Bd. 52. 

Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 1 
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verbirgt sich bei ihnen ein wesentlich arıthmetischer 
Kern: die allgemeine complexe oder algebraische ganze Zahl, 
deren Eigenschaften im arıthmetischen Verhalten jener Formen 
zu formalem Ausdrucke gelangen. Aus diesem Grunde schien 
es uns bei unserer Darstellung der Lehre von den binären 
quadratischen Formen*) vom zahlentheoretischen Standpunkte 
geboten, thunlichst alles aus rein arithmetischen Quellen ab- 
zuleiten und algebraische Hilfsmittel nach Möglichkeit zu ver- 
meiden; in einem späteren Theile unsers Unternehmens, in 
der Theorie der algebraischen ganzen Zahlen soll noch einmal 
jene Lehre aufgenommen und in der Weise dargestellt werden, 
dass aus der algebraischen Form der arithmetische Kern völlig 
herausgeschält erscheine; hier wird sie, als bereits in den Ele- 
menten ausreichend behandelt, nur mehr gelegentlich zur Be- 
rücksichtigung kommen und mancherlei Ergänzungen erfahren. 

Anders als mit den binären verhält es sich mit den qua- 
dratischen Formen mit mehr als zwei Veränderlichen. Hier 
wird es mehr die algebraische Form, welche anzieht, wie 
herrscht, und es dürfte weder möglich noch sachlich begründet 
sein, die Arithmetik dieser Formen frei von algebraischen 
Hilfsmitteln und Gesichtspunkten zu begründen. Wir werden 
vielmehr, um für die quadratischen Formen mit einer beliebi- 
gen Anzahl von Veränderlichen jene zu entwickeln, einer ziem- 
lich breiten algebraischen Grundlage durchaus bedürfen. 

Die ersten‘ Untersuchungen über diese Formen datiren 
von Euler und Lagrange und knüpfen sich an die Aufgabe, 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades 


aa? + bay+ cp +detey+f=0O | 
in ganzen oder rationalen Zahlen zu lösen. Legendre ent- 
wickelte sodann an der besonderen ternären quadratischen Form 


er re 
bereits, wenn auch unter anderer Fassung, die gleichen Ge- 
'sichtspunkte, welche nach Gauss’ digressio continens tracta- 
tum de formis ternariis seiner Disqu. Arithm. art. 266—285 
die Arithmetik dieser Formen beherrschen und denjenigen, die 





*) Elemente der Zahlentheorie, Leipzig, 1892. 
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in der Lehre von den binären quadratischen Formen ausrei- 
chend sind, sich hinzugesellen. Gauss hat jedoch die Theorie 
der ternären quadratischen Formen nur soweit entwickelt, als 
er ihrer bedurfte, um seine Lehre von den binären zu krönen, 
indem er vermittelst jener den Nachweis lieferte, dass die für 
eine bestimmte Determinante zulässigen Geschlechter solcher 
Formen wirklich vorhanden sind. Den nächsten Fortschritt 
in jener Theorie verdankt man Seeber*), welcher auf stren- 
gem, wenn auch ausserordentlich umständlichem Wege den 
Beweis gab, dass es in jeder Classe positiver ternärer Formen 
eine einzige Form gebe, deren Coefficienten gewisse von ihm 
angegebene Ungleichheitsbedingungen erfüllen. Diese Form 
heisst nach Gauss’ Vorgange die reducirte Form der Classe. 
Gleichzeitig richtete diese Arbeit die Aufmerksamkeit auf die 
geometrische Bedeutung der positiven binären wie ternären 
quadratischen Formen als „Zahlengitter“ und, solcher Auf- 
fassung sich bemächtigend, war es nun Dirichlet, welcher 
in einer klassisch schönen Arbeit die Seeber’schen Reduk- 
tionsbedingungen auf die einfachste Art ableitetee Hermite 
förderte sodann die algebraischen Grundlagen der Theorie 
durch Aufstellung aller Transformationen einer ternären qua- 
dratischen Form in sich selbst. Noch bedeutend wichtiger 
aber wurden seine Untersuchungen über die Reduktion der 
quadratischen Formen. Indem er dieselbe auf die Betrachtung 
stetig veränderlicher Elemente, die er einführte, begründete, 
andererseits aber auf die Eigenschaften der positiven quadra- 
tischen Formen die Theorie aller andern quadratischen sowie 
diejenige der zerlegbaren Formen zurückführte, schuf er ein 
eigenthümliches Gebiet der Zahlentheorie, in welchem sie sich 
mit der Analysis, wie auch mit geometrischen Theorieen auf 
das Innigste berührt, und welches dann durch die Forschungen 
anderer Mathematiker, wie Selling und neuestens ganz be- 
sonders Minkowski, einen bedeutenden Umfang erlangt hat. 

Wenn mit dieser Hermite’schen Richtung die Theorie 
der quadratischen Formen mehr allgemein-arithmetischen, ana- 


*) L. A. Seeber, Untersuchungen über die Eigenschaften der posi- 
tiven ternären quadratischen Formen, Freiburg i. Br. 1831. 
kr 


4 Einleitung. 


lytisch wichtigen Zielen sich zuwandte, so war es Eisenstein, 
welcher jene Theorie nach der rein zahlentheoretischen Seite 
hin durch Einführung dreier neuen fundamentalen Begriffe 
auf das wesentlichste förderte: der Begriffe der Ordnung, des 
Geschlechts und ihres Maasses. Seine Formeln für das Maass 
eines Geschlechts oder einer Ordnung sind später von St. 
Smith in einer vortrefflichen Abhandlung bewiesen und ver- 
allgemeinert worden. Zudem verdankt man letzterem, zu frühe 
verstorbenen ausgezeichneten Mathematiker eine Reihe von 
Noten, in denen er Eisensteins Untersuchungen über ternäre 
Formen auf solche mit beliebig viel Veränderlichen ausdehnt; 
seine letzte, von der Pariser Akademie preisgekrönte Arbeit 
über den gleichen Gegenstand lässt einigermassen erkennen, 
wie die kurzen Angaben jener Noten auszuführen und zu be- 
gründen sind. Mit seiner Arbeit zugleich gekrönt wurde eine 
solche von Minkowski, welche in vielfacher Uebereinstim- 
mung, doch über jene hinausgehend, denselben Gegenstand 
behandelt, und andere Arbeiten desselben Verfassers haben 
zusammen mit denen von Smith der Arithmetik der allge- 
meinen quadratischen Formen bereits solche Ausbildung ver- 
liehen, dass, soviel Punkte auch noch zu erledigen bleiben, 
doch schon ihre einheitliche Darstellung versucht werden kann. 

Dies soll nun im Folgenden geschehen und zwar in der 
Weise, dass zuerst, gleichsam als Paradigma, die einfachere 
Theorie der tefnären quadratischen Formen und in mög- 
lichster Abrundung die mannigfachen besonderen auf sie be- 
züglichen Untersuchungen dargestellt und dann, wenn hier- 
durch der Leser auf die viel schwierigeren Verhältnisse in 
der allgemeinen Theorie vorbereitet worden, diese letztere, die 
Arithmetik der allgemeinen quadratischen Formen ent- 
wickelt wird. 

Ein letzter Abschnitt — in der zweiten Abtheilung dieses 
Werkes — soll dem zuvor erwähnten eigenthümlichen Gebiete 
der Zahlentheorie, das man zahlentheoretische Analysis nennen 
könnte, gewidmet sein und Alles zusammenfassen, was die 
Bed der quadratischen Formen betrifft Be auf der- 
selben begründet ist. 





ERSTER ABSCHNITT. 
DIE 


TERNÄREN QUADRATISCHEN FORMEN. 
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1. Wir beginnen also unsere Darstellung mit der Lehre 
von den ternären quadratischen Formen und entwickeln 
vor allem ihre algebraische Grundlage. Diese finden wir aber 
ausser in der linearen Transformation der Formen in den paar 
folgenden einfachen algebraischen Beziehungen. 

Unter einer ternären quadratischen Form verstehen 
wir jede homogene ganze Funktion zweiten Grades von drei 
Veränderlichen oder Unbestimmten x, x', «”: 

ee Be) 


1 
o —= a2? + ac”? + a’? + 26x02" + 2b’ x + 2b’ce”. 


Wo es sich nicht darum handelt, ihre Unbestimmten namhaft 
zu machen, stellt man sie kürzer auch durch das Symbol 


ee) 


dar. Ferner setzen wır 


ro—+zL.—as +b"r +2” 
1 2) r „ 
(2) f’(&) = 2 -b x tax +ba 
er u —bxr +ba’ +a’«”. 


Alsdann besteht die Gleichung 
(3) ren. Na fe): 
Führt man nun durch die Gleichungen 


h X=acr tb" bei, Keb’ctuar + be”, 
@) | X —=bx +ba’ +a’x 
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drei neue Veränderliche X, X’, X” ein, so soll die Deter- 
minante dieser Gleichungen: | 





| 0.5 Dar Di 
(5) D=|b" a*,b 
| bir. aba 20% 


nach Gauss’ Vorgange (der jedoch die Determinante mit ent- 

gegengesetztem Vorzeichen nimmt) auch die Determinante 
der Form (1) heissen. Ihr entwickelter Ausdruck ist 
(da) D=aaa” + 2bb’'b” — ab — ab? — ab’? 

und es bestehen folgende Beziehungen: 

aA+b"B"+b DB =D, ab’ +’ A+bB —=0O 

aB "Lv BURDA 

(6) b’A+aB"+bb =0, b’B’+aA’ +B =D, 

b’’B-+aB +54” =0 

bA+bB"+a’B=0, bB’ +04 +aBb =6, 

bB +bB +a’A”=D 

zwischen den Elementen der Determinante D und den ihnen 


entsprechenden Elementen der adjungirten Determinante 


6 —a’a”" —b?, B==bb' — ab", B —b.b ze 
(7) D=|PB’—=bb’ —a"b", A’=a"a—b’?, B —hb’b"——ab 


IB =" Lad, Biere Me 


? 


Vermittelst derselben ergeben sich, wenn 
(8) Dozs£.:- Due Er Do sy 
gesetzt wird, aus (4) die umgekehrten Gleichungen 

E=AX+B’X + BX”, 5 —=B’X-+-AX’+-BX”T, 
9) Gr—B'X 1 BEE 
sowie aus (6) gemäss dem Multiplikationssatze der Deter- 
minanten zwischen D,D folgende Beziehung: 

DaD= 1% 

d.h, wenn, wie es allgemein geschehen soll, die 
Determinante D der Form als von Null verschieden 


vorausgesetzt wird, 


(10) DDR 
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- Mit Rücksicht auf (3) aber kann man schreiben: 
D: f(x, x, &”) = D(Xx + X’x’ + X”x”) 
und diese Gleichung führt vermittelst der Gleichungen (8) 
und (9) sofort zur Beziehung: 
(1) D-fwa,.)—= F(X,X, X), 
wenn unter F(X, X, X”) die ternäre Form 
E er + AX? + A’X? 
2) +2BXX +2BX X +2b’XX 
verstanden wird; man nennt diese letztere die zu f adjun- 
girte Form. | 
Nun stehen aber die Gleichungen (9) in genau derselben 
Beziehung zur Form F', wie die Gleichungen (4) zur Form f. 
Nennt man demnach g die adjungirte Form zur Adjungirten 
F, so wird man auch die mit (11) analoge Gleichung 
DEI ar XS nlEr,E) 


schreiben dürfen, welche mit Rücksicht auf (8) und (10) und 
auf die Homogeneität der quadratischen Form @ sogleich in 


die folgende 

FIX, X, X )=gpla,x,x”) 
oder wegen (11) auch in diese andere: 
(13) pla,a,e2)—=D-fa,e,«) 
sich verwandeln lässt. 

Man erhält mit andern Worten die Adjungirte 
der adjungirten Form aus der ursprünglich gegebenen 
Form einfach dadurch, dass man diese mit ihrer Determinante 
multiplieirt. Und hiernach werden nachstehende Beziehungen 
stattfinden müssen: 

AAU— BD? —=Da, ATA—.B? '—='Da, 
AA’— BD” =Da', 

BB—-AB=Db, BE’B—-Ab =Db, 
BB —- ADB’ —=Db”*) 


(14) 


*) Auf ähnliche Weise, wie hier geschehen, leitet Biehler (Nouv. 
Ann. (3) 6, S. 79) dieselben Beziehungen her. 
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2. Hier sei an eine bekannte Formel der Determinanten- 
theorie erinnert, nach welcher die Determinante 
dt + a’ -- HR AR aß nn a’ß’ 4 aß” 
ba + b’a” 1 bat bB 4 b’ß’ - bp” 
| dr RL u PA a, Aa ein, a, MH e, PA 
[4 [74 : [4 „ + „ [24 = 4 ’ 
b,b P,P 16°, b P ,Pß b, b ß,ß 
ist. In Anwendung dieser Formel findet man, wenn y,y',y” 
drei neue Unbestimmte bezeichnen, diese drei Gleichungen: 


r@,fo)| _ Alz’y” — xy) + B’(a”y — xy”) 
FW), FW) + B’(ay’ — «'y) 


FF | Bay” —ary) + Aay— any”) 
r’W), fP@) + B(ay’ — 2%) 


0 ON 
| = Bay” —a"y) + Bay —ay") 
fo), 1"W) a 

Wenn daher nun dieselbe Hilfsformel benutzt wird, um die 

Determinante 


FE H EHRE", FE) HR EHRE) Y” 
Prater Wen, Pd u tr) Hr z” 
zu entwickeln, so geht durch Substitution der soeben ge- 


fundenen Werthe und mit Berücksichtigung der einfachen Be- 
ziehung 


(169) Po. + f!W) &+fFW):-2”=f’e) 4 +f'@):Y 
+f@).y" 








(15) j 


















































nachstehende Formel hervor: 
AT) fa, u) - + WEHR) 
in F(x'y" el 2’y', 2" y u xy”, xy BER, ey). 
Die entsprechende Formel für die adjungirte Form F er- 
hält mit Beachtung von (13) die Gestalt: 


(18) Fla,a',@)-Fyyy)—(FrQ)-a+ Fig) +Fy):e”) 
iM D - fa’y” We ENG 2"y a xy”, xy a xy). 


Diese so gewonnenen beiden Formeln (17) und 
(18) sind in solchem Grade für alles Folgende als 
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Grundlage anzusehen, dass wir sie geradezu als die 
beiden G@rundformeln bezeichnen werden. 

Diese Grundformeln führen zunächst zur Unterschei- 
dung aller ternären quadratischen Formen in zwei 
Arten: in die bestimmten und die unbestimmten Formen. 
Die erstern Formen erhalten, wenn für die Unbestimmten 
darin alle möglichen Werthe wesetzt werden, die nicht gleich- 
zeitig Null sind, nur Werthe eines bestimmten Vorzeichens 
und werden dann je nach diesem Vorzeichen positive oder 
negative Formen genannt. Die andern aber vermögen 
gleicherweise positive wie negative Werthe anzunehmen; zu 
- Ihnen zählen auch diejenigen Formen, welche den Werth Null 
erhalten können (Nullformen), ohne dass sämmtliche Unbe- 
stimmte gleich Null gewählt werden. 

Soll eine Form f eine bestimmte sein, so müssen jeden- 
falls die drei Coefficienten a, @', a”, die auch Werthe der Form 
sind, von Null verschieden sein. Nach den Gleichungen (4) 
entsprechen aber Werthen der Unbestimmten x, x’, x”, welche 
nicht gleichzeitig verschwinden, auch solche Werthe von 
X,X',X” und umgekehrt; demnach lehrt die Gleichung (11) 
sofort, dass eine Form f und ihre Adjungirte F' stets 
gleichzeitig bestimmte bezw. gleichzeitig unbestimmte 
Formen sein werden. Also müssen, damit f eine be- 
stimmte Form sei, auch A, A’, A” von Null verschieden 
sein. Nun folgert man aus der ersten Grundformel für y=1, 
y=y’=0 die folgende: 
a-fla,a0, 2 )=(ac+b"e’Hb a) +A a7 ?—2 Bao’ HA’, 
aus welcher diese andere: 

Bahn, 2) = Alaz br + bie) 
+ (A’x” — Ba’) + Dax’? 
hervorgeht, die wieder, indem man 

werben Ar abe =, 
setzt, die neue Gestalt annimmt: 

ad’ fia,0,a”)= A484 Das”. 
Jedem von Null verschiedenen Systeme &,8’,8” entspricht 
nach der voraufgehenden Substitution ein ebensolches System 
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„ 


x,x',x”. Soll daher f bestimmt sein, so müssen A’ und 
Da positiv sein, denn sonst würde 
ad fta,0',e”) 

positiv, wenn &,2',&” der Annahme &=0, 8°=0 gemäss, 
dagegen negativ, wenn sie so gewählt werden, dass die- 
jenigen Werthe 8,8’, 8° verschwinden, welche dem einen oder 
den zwei positiven „Üoefficienten entsprechen. Umgekehrt 
leuchtet ein, dass, wenn A’, Da positiv sind, f(z,x’,«”) nur 
solche Werthe annehmen kann, die dasselbe Vorzeichen haben 
wie aA’ d.h. wie a. — Hier war indessen die Wahl der 
beiden Coefficienten a, A’ willkürlich unter den möglichen 
Combinationen der Coefficienten a, @', @” einer- und der Coeffi- 
cienten A, A’, A” andererseits. Man erhält demnach schliess- 
lich folgendes Resultat: 

Damit f(&,x’,x”) eine bestimmte Form sei, ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Grössen 


Ay ANA DAIDa Dar 


positiv sind; und je nachdem a,a’,a” positiv oder 
negativ St. wird die Form Ha eine  POBuEnE oder 
eine AHLEN sein. 

Jede negative Form entsteht offenbar aus einer positiven, 
indem man diese mit — 1 multiplicirt; es ist daher über- 
flüssig, negative Formen einer besonderen Betrachtung zu 
unterziehen, und wir dürfen uns in der Folge bei Betrachtung. 
bestimmter Formen auf die positiven beschränken. In gleicher 
Weise schliessen wir bei den unbestimmten diejenigen mit 
negativer Determinante vollständig aus, da sie sich aus solchen 
mit positiver Determinante durch Multiplikation mit —1 
ergeben. 

3. Im Anschluss an die beiden Grundformeln soll hier 
sogleich der quaternären quadratischen Form 


+ Fla,®,®) 
Erwähnung geschehen, um eine Eigenschaft derselben her- 
zuleiten, welche für unsere Theorie wesentlich ist: Diese 


Form reprodueirt sich durch Multiplikation. Man giebt 
nämlich leicht mittels der zweiten Grundformel dem Produkte 
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+ Fa,.7,e) + FW,” 


die Form 
[in — eFty) — a Fly) — a’ F’y)P 

+ Pina + &y, na’ + Ey, na” + &y”) + D.f@, 8,8”), 
(19) s ne ey" B BY, s’ a xy A ey, Bi bose xy ga xy 
gesetzt ist. Die beiden letzten Glieder kann man jedoch in 
die Form | 

Er ne ch Syinabs une” Ava) 
zusammenziehen, wenn man #£, t', £{” so bestimmt, dass ‘die 
Gleichung Ei. 


(na + 284 +) Fl) + (Ana + 2&y! +) Ph) 
"+ (2na” +28” HP) 
—.D.f(s5,5') 

erfüllt wird; letzteres geschieht für 

TE DR EEE 
Br Ds. HM =DsT Erlt)— Ds” 
wird, während andererseits 

as + «as +." —=0, ys+ y's’ + y”s” =0 

ist. — Auf solche Weise stellt sich folgende Glei- 
chung heraus: 
(20) (+ Fa,2,2”)) (+ Fyy,y)=H+Flae,e”), 
in welcher 
& —&n — zF%(y) — a’Fy) — «’F’(y) 
2 =nz +&y + fs) 
nn Hey ‘le 
2 — na” + &y” + f*(s) 
zu setzen ist. 

Einfache Fälle dieser merkwürdigen Gleichung 


gaben bereits Euler und Lagrange*). Versteht man 
"2, so ist 


wodurch 


1) 


nämlich unter f die Form — 2? — x?” — x 


Pa. x? 5" 


*,S. dazu Lagrange’s Abh. in den Me&m. de l’Acad. de Berlin, 
1770, sowie Euler, comment. arithm. coll. I S. 543. 


. 
I 


> 
r 
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und die Formeln (20) und (21) ergeben 

| E+@ tert) He 
(22) Br —ay —ey —e"yYy+ (ne +5y a’ y’+2”y’) 

+ (ne’+8y’— z"y+zy")? + (ne +Ey’—ay Ey) 

Dies, ist die Formel von Euler, nach welcher eine 
Summe von vier Quadraten mit einer zweiten solchen 
Summe multiplicirt wieder eine Summe von vier Qua- 
draten ist. Da man sowohl die Grössen &8,x,x’, =” unter 
sich und die Grössen n,%,y’',y” unter einander vertauschen 
als auch mit entgegengesetzten Vorzeichen nehmen (darf, lässt 
sich das Produkt auf mannigfaltige Weise wieder in der Qua- 
dratsummen-Form der Faktoren zur Darstellung bringen. 

Versteht man dagegen unter f die Form — Ox?— Bxz"?—+x”, 
so wird F die Form — B@?— (x’?+ BCx”? und die Formeln 
(20) und (21) führen zu der Gleichung von Lagrange: 


(&— Ba?— 02" ?+ BCx”?).(P — By —Cy’?’+ BOy”’) 
— (6n + Bay + Cx’y — BCOx”y”) | 
(23) | — B- (nz +59 — C(a’y” — a’y')) 

— 0 (ne + &y" — Bia”y — xy”) 

+ BO: (me +89" Hay’ — Ey), 
deren rechte Seite sich ebenfalls mannigfach verändern lässt, 
da jede der Zahlen x,x’, x”, y,y’,y” mit entgegengesetztem 
Vorzeichen gewählt werden darf. 


_ 








Die lineare Transformation. 


4. Eine weitere Grundlage unserer Lehre von den qua- 
dratischen Formen ist ihre Transformation durch lineare Sub- 
stitutionen. Macht man in der ternären quadratischen Form 
fix, x, &”) eine solche Substitution: 


„ „ 


a = YytoYyY tm Y 


(24) 2 = y+oy + ay 
x” NT &0Y + nYy E= ER 
deren Determinante — der sogenannte Modulus der Sub- 


stitution — welche A heisse, stets von Null verschieden 
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vorausgesetzt wird, so verwandelt sich, da bei Anwendung 


der Abkürzungen 
h=f (ag), a”, 09) 





ve) BR 
£ 2 dal) 
die allgemeine Beziehung 
(26) Daft Ay hey 


gefunden wird, wegen (3) die quadratische Form f(x,x', x”) 
in eine andere ternäre quadratische Form 


fı(Y, Y, y') nt a, y +a,y’+ a, Y” —- 2b,yy + 2b, yy -- 2 bi’yy, 


deren Öoefficienten mit denjenigen der ersteren Form 
durch nachstehende Gleichungen verbunden sind: 


{ a = th ve rh—=h 

a =f o that =f, 

er ar ae ag? 
ho th th he th tt 
6, =fe He eı the —fo oo to th a 
bs, = u th Ih a fo th ee tft. 


In Folge derselben ist die Determinante 


7 ’ 
4, b, h b, 





gleich dem Produkte 


Dh, 

fe; fi" | | %p, 0, Gp | 

et, Kilo, 
d.h. zwischen den Determinanten D, D, der ursprüng- 
lichen und der transformirten quadratischen Form 
besteht die Beziehung 


(28) 2-1) .A2 
Durch Auflösung der Gleichungen (24) erhält man 
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A:y =A x +A x + Ar” 
A : y Be A,x 4 A, n- A, 
A L y” ı A, & 1 A ie Au 


(29) 





worın 
0 Fe: 2 „ x „ 14 [4 Be [24 0 u 0) „ 
(A —=%% 6%, Ah = % G, 0, , 
„ DRS 0 ! dr ! 10) 
A, = 0% 0, 0, 
0 DAR F „ rer „ 14 ! ar „ 0) ra 0) 143 
30 A’=%y 0 0, A =% & 0, 0%; 
( ) A (dad BER 0) ER ! 0 
ı 7% 6% 09, 0 
0) ee (4 : 123 vr» „ [4 14 ERTE „ 0] Br 0 „ 
A, = 0,6, yk,  —=m 6 6, & 5 
„ FE 0 [4 ER ! 0 
( A = &, 


ist. Offenbar kehrt durch die Substitution (29) die Form 

f,(@y, y', y’) wieder in die Form f(x, x’, x”) zurück, weshalb jene 

die umgekehrte Substitution (24) genannt werden soll. 
Setzt man nun analog den Gleichungen (4) 





1 0 KIEZH PTIPE 
= hy +8 Ya. 
y Er by E- aYy 4 b,y” 
hy trey ray, 
so findet sich den Relationen (27) zufolge ohne Mühe 
Y=h.a+rh 2 th a =) HF la) HP 
d. i. die erste der folgenden drei Gleichungen, deren beide 
andere auf entsprechende Weise entstehen: 

Y=X-+aPX + 0X” 
(32) Y— Lt, X m 5 
24 3 &, X -H RE zE U: 
Umgekehrt erhält man demnach 
| A-X =-A/Y+AY+AY7 
A-X =-APT+A/T+A”F” 
A-X=-AYHANTHAT”. 
Nach Gauss bezeichnet man diese Substitutionen (32) 


und (83) als die transponirten Substitutionen (24) und 
(29) resp. 


(31) Y — 





(33) 


Die lineare Transformation. 7 


Der Gleichung (11) zufolge ist 
BIRIR ,R ii 
D — fr, U,% ): 


Heisst nun F\(Y, Y', Y”) die adjungirte Form zu fı(y,y',y”), 
so wird in gleicher Weise 
Biwe Ye y” Wer 
. D, 4,9, 9") 


sein, wenn Y, Y’, Y” durch die Gleichungen (31) mit den 
Yy,y,y” verbunden sind. Aus diesen beiden Formeln aber er- 
schliesst man folgenden Satz: 

Geht f in f über durch die Substitution (24), so 


verwandelt sich = in 2 durch die Substitution (33) 








1 


und umgekehrt £ in #£ durch die zu (24) transponirte 
1 


D 
Substitution (32). 

Man nennt die Formen f und f, einander äquivalent, 
wenn der Modulus der Substitution A= + 1 ist, und gewinnt 
somit aus (28) den Satz: Aequivalente Formen haben 
gleiche Determinanten, ein Satz, der jedoch nicht umge- 
kehrt werden darf. Dem voraufgehenden Satze aber können 
wir den wichtigen Zusatz hinzufügen: 

Sind die Formen f und f, einander äquivalent, so 
sind es auch ihre Adjungirten F und F, und wenn f 
in fi übergeht durch die Substitution (24), so ver- 
wandelt sich F\ in F mittels der transponirten Sub- 
stitution (32) oder umgekehrt Fin F\ mittels der Sub- 
stitution 

X =A/Y+A\Y +/& 
(34) X =A!Y+A/Y +A”T 
X’=A"!Y+AYY+A’T®) 


*) Wir wollen nicht unterlassen, an dieser Stelle zu bemerken, 
_ wie mittels dieser Beziehungen die beiden Grundformeln bestätigt wer- 
den können. Es genügt, dies für die erste derselben zu zeigen. Aus 
den Formeln (27) folgt 


a, — I,’ = fi’; Gin, 62°) 3 f(&o ; RR ds) 7; Her); 


dieser Ausdruck ist aber der Üoefficient des letzten Quadrates in der 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 2 
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5. Im Vorigen ist die Form f(x, x’, 2”) sowie die Sub- 
stitution (24) als gegeben gedacht und daraus eine neue Form 
fı(y,y',y”) hergeleitet. Man denke umgekehrt die beiden 
Formen f und f, gegeben und versuche die Substitution (24) 
so zu bestimmen, dass sie die erste in die zweite überführt. 
In diesem Falle werden die Gleichungen (27), welche zuvor 
die Coefficienten der neuen Form bestimmten, die Bedin- 
gungen aussprechen, welche die gesuchte Transformation 
zu erfüllen hat. Da somit nur 6 Bedingungsgleichungen vor- 
handen sind für die 9 Substitutionscoeffiecienten, so bleiben 
ihrer drei willkürlich oder, was dasselbe sagt, sie lassen sich 
alle neun durch drei willkürliche Grössen ausdrücken. Es 
giebt demnach, allgemein gesagt, dreifach unendlich 
viel Substitutionen, welche eine gegebene ternäre 
quadratische Form in eine andere gegebene Form 
dieser Art überführen. 

Sei S, eine bestimmte Transformation von f in /, und 
S irgend eine zweite, während S, die umgekehrte Substitution 
S, ist. Dann geht offenbar f, wenn man erst die Substi- 
tution $ anwendet, in /,, und wenn dann die Substitution S, 
gemacht wird, f, wieder in f über, d.h. die aus $ und S, 
zusammengesetzte Substitution &, in Zeichen 2= $-%,, ist 
eine Substitution, welche f in sich selbst verwandelt, und man 
findet 
(35) Pa 


Da diese Formel auch umgekehrt eine Substitution $ liefert, 
durch welche f in f, übergeht, sobald man für & irgend eine 
Transformation der Form f in sich selbst wählt, erhält man 
sämmtliche Transformationen der Form fin f,, wenn 
man sämmtliche Transformationen von f in sich selbst 
mit einer von jenen zusammensetzt. Hat man also 
eine solche Transformation gefunden, so kommt die Aufgabe, 
sie sämmtlich zu finden, auf die andere Aufgabe zurück: 





Form F' und kann, da letztere aus F durch die Substitution (34) her- 
vorgeht, durch 


[ZZ „ „ E.Fr 0 2 0) » 0 ’ 1] ’ 0 ’ 0 ’ 
F(A, AA ),= Fe, g — gl, gt rl de 


ausgedrückt werden. 
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alle Transformationen von f in sich selbst zu er- 
mitteln. 

Der Gleichung (35) zufolge ist 2’ = S5,-8’, wenn 8’ 
die Umkehrung von $, &’ die Umkehrung von & also gleich- 
zeitig mit & jede Transformation von f in sich selbst ist; 
man findet also jede solche Transformation, indem man eine 
bestimmte Transformation von f in /, mit jeder Transformation 
von f, in f zusammensetzt. 

Aus (35) folgt ferner 
(36) DE 
wo nun nach dem eben Bemerkten zur Linken jede Substi- 
tution 2, steht, welche f, in sich selbst verwandelt. Da um- 
gekehrt die zur Rechten stehende Substitution ebendasselbe 
bewirkt, welche Transformation von f in sich selbst auch für 
2 gewählt wird, so leuchtet der Satz ein: alle Transfor- 
mationen einer Form in sich selbst erhält man, wenn 
man eine Transformation der Form in eine bestimmte 
andere Form mit jeder Transformation dieser letztern 
in sich selbst und die so entstehende Substitution 
mit der Umkehrung jener einen Transformation zu- 
sammensetzt. 

Hermite war der Erste, welcher den allgemeinen 
Ausdruck der Transformationen einer ternären qua- 
dratischen Form in sich selbst gegeben hat*). Seine 
Herleitung derselben liess jedoch eine Lücke bestehen, welche 
zuerst der Verfasser, soviel ihm bekannt ist, angemerkt und 
ausgefüllt hat**), was dann Hermite Anlass gab, auch seiner- 
seits noch einmal darauf zurückzukommen***). Aber schon 
vor dem Verfasser hat G. Cantor die gleichen Formeln 
auf einwurfsfreie Weise abgeleitet, indem er sich des 


*, In Crelle’s Journal f. d. r. u. a. Mathematik Bd. 47 S. 307: 
' Sur la theorie des formes quadratiques ternaires ind6finies, und ebendas. 
S. 313 Sur la theorie des formes quadratiques. 

**, Im J. f. d. r. u. a. Math. Bd. 76: Untersuchungen über qua- 
dratische Formen. \ 

*#*, Im J. f. d. r. u. a. Math. Bd. 78: extrait d’une lettre de Mr. 
Ch. Hermite & Mr. Borchardt sur la transformation des formes qua- 
dratiques ternaires en elles-mömes. 
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eben ausgesprochenen Satzes bediente*). Deshalb soll zu- 
nächst seine Untersuchung hier — wenigstens in ihren 
Grundzügen — zur Darstellung gebracht werden. 

6. Vorweg sei bemerkt, dass es sich nur darum handelt, 
die positiven Transformationen einer Form in sich selbst 
anzugeben d. i. diejenigen, deren Modulus positiv also, nach 
(28), A=-+1 ist; denn, indem man alle Elemente einer 
Transformation der Form in sich selbst entgegengesetzt nimmt, 
hört sie offenbar nicht auf, eine solche zu sein, ihr Modulus 
aber wechselt das Vorzeichen. j 

Dies vorausgeschickt, bezeichne man mit 

2 = 2 + 20,2 + 0% 2" 
(37) x =ua,2 + 20/2 + a2” 

x" = 02 + 20,2 + 0, 2" 
irgend eine Substitution, durch welche die Form 
Mer, 29 Nnlierörm 

4D(e2”— 2’?) 

mit der Determinante 16D® übergeht. Die Bedingungen, 
welche hierzu von den Substitutionscoefficienten erfüllt sein 
müssen, haben nach den Formeln (27) folgende Gestalt: 


[ eh th th 
Def! +h u + 
0—- f2 other the 
In the th = th Fr 
2D=f the th —h th Ho 
= the th ho th th 
Man nehme zudem an, der Werth des Substitutionsmodulus, 
welcher der Formel (28) zufolge + 4.D sein muss, si A=-4D. 
Alsdann sieht man nach den Sätzen der nr. 4 leicht ein, dass 
die Adjungirte F(X, X’, X”) durch die Substitution 
= AYZ+24ZH+MZ 
(39) X —=A'Z+H2AZ-+ANZ 
X’=A!Z+ 2 Z +AZ 


*), G. Cantor, de transformatione formarum ternariarum quadrati- 
carum, Halis Saxonum, 1869 (Habilitationsschrift). 


(38) 
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in die Form 4 D?(ZZ’ — Z’?) verwandelt wird, wenn man setzt 
A=m% —dM, 2 —0 0 — di, 
Au = Uılg — O0" 
(40) A 0,0%, — & %y, a = u = 2 % 
A = — My, 
Amy — My, 2A — a — My, 
( Ak = 0 — apa. 
Multiplieirt man aber die erste, letzte und vorletzte der Grlei- 
chungen (38) mit A,', 2A,, A, resp. und addirt sie dann, so 
ergiebt sich sogleich die erste der folgenden, deren übrige 
auf analoge Weise erhalten werden: 


| Au —f = A, =—f 2 A, —=[/ 2 
(41) | Ar F=: 10% A, en h, A, 3 fa 
Ay“ a Fe A; er ER A,’ == Ye 


und hierdurch nehmen die Gleichungen (37), aufgelöst, nach- 
stehende Gestalt an: 





2 Dz en a 4 DER. - DE 
(42) 2D: = — (wX+aX +0X”) 
ana — on, X Kt 0X” 


wenn wieder 
Zune), Xfe), X" fra) 

gedacht wird. Mit Rücksicht auf die alsdann bestehende Gleichheit 
| RR) = Di fe, 2,27) = 4D°(22" 2°?) 
. geht hieraus folgende Gleichung: 
ENDE XI X 8,0XN 

X+t0X +, X) (u X+0X +0,X”) 
hervor, welche identisch besteht und diesem Systeme 
von Relationen: 


(43) 


A=oy — ug, Ama" — a, Ama, — 
2B =a.ı" + a — 20,0, 
2B = 0,0, + pl, — 20,0%, 
2B’ = aoy6, + a, — 20,0, 


gleichbedeutend ist, 


(44) 
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Wie aber die voraufgehenden Formeln der Form f(x, x’, 2”), 
genau so entsprechen ihrer adjungirten Form die folgenden 
analogen: 


D.f(&, x, 2”) = (Az + Az’ + Az” 


45 
( ) = (A, x + Aa’ -h- 29 Ber (A,® En A, + Kay 
und 

Da=AyAy —A, , Da’=A, A —A,/”, Da’=A,PA, —A,? 
(46) 2Db =A,PA, + AA,” — 2A, A, 


2Db" = AA, + AA,” — 2A,yA, 
2Db” = A A, + AAy — 2A. 
An späterer Stelle werden wir auf diese Relationen zurückzu- 
weisen haben. 

7. Suchen wir nunmehr die Transformationen der qua- 
dratischen Form 

22” — 2” 
in sich selbst. Damit 
2 A +uf + nf” 
(AD) Et HE 
te +” 

eine solche sei, muss identisch 

Ge Te a N 2 

E— (RE Four 

also folgende Gleichungen erfüllt sein: 

0=1°:— 11, 1=u? — un”, (irn 

0=uv” + u”v —2uv, 1=Av" +av — 2X v, 

d—=NutAu” —2ıu. 
Führt man nun durch die Gleichungen 
AD, Ve er ee 
vier andere Grössen p9,g9,r,s ein, so ergiebt sich aus den 
vorigen Beziehungen bei passender Wahl der Vorzeichen von 
p und q 
1. pe are 

die vorletzte der Beziehungen aber nimmt die Gestalt 


ps—ygr’=1 
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an und giebt bei passender Wahl der Vorzeichen von r und s 
ys—gr=-+l. 
Schreibt man ferner die 4. und 6. der Beziehungen in folgen- 
der Weise: 
Sutgu”—=2gs: uw, rutpu”—=apr uw, 
so schliesst man mit Rücksicht auf die vorstehende Gleichung 
leicht 

star) u=2pqg uw, (ps+tar) u"=2rs-w, 
welche Gleichungen, mit der zweiten jener Beziehungen ver- 
bunden, sogleich 

w=e.(ps+tqr), u=eE:2pg, u —E-2rs 
liefern, wo unter g eine Einheit verstanden ist; diese aber er- 
giebt sich als + 1, wenn man verlangt, was geschehen soll, 
dass die Transformation (47) eine positive ist. 

-Hiernach findet man alle positive Transforma- 
tionen der Form 22” — 2’? in sich selbst mittels des 
Schemas: 

ee a a 
(48) 2 =pr-&+(ps+ar).  +gs-€" 
2 —=r.6-+2rs:- 43-8” 
wenn man für p,g,r,s alle Werthe setzt, welche die 
Bedingung 
(49) pys—qr=1 
erfüllen. 

8. Nunmehr hat es theoretisch keine Schwierigkeit, durch 
Anwendung des in nr. 5 ausgesprochenen Satzes alle positiven 
Transformationen einer beliebigen ternären quadratischen Form 
in sich selbst zu finden. Man nehme nach nr. 6 eine beliebige 
Substitution (37) — wir nennen sie 7 — welche f in 

4D(22” — 2°) 
verwandelt, setze sie zusammen mit einer Substitution (48), 
welche & heisse, und setze endlich die resultirende Substi- 
tution zusammen mit 7° d.h. mit der Umkehrung von T, 
so erhält man eine der gesuchten Transformationen mit posi- 
tivem Modulus, und man erhält diese alle, wenn man für & 
die sämmtlichen durch das Schema (48) gelieferten Sub- 
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stitutionen der Reihe nach wählt, ausgedrückt, wie es der Fall 
sein muss, mit Hilfe dreier willkürlich bleibender Grössen oder 
vielmehr mittels der vier durch die Bedingungsgleichung (49) 
unter einander verbundenen Grössen p,9,r, 8. 

Führt man statt der letztern durch die Gleichungen 


£ [4 14 „ ’ 
p=t— un —UNM UN 
„ 4 „ „ „ 
ur. + ua + ua, 
s=t+un, +wWe +u 
vier andere Grössen t, u, u’, u” ein, welche folglich, ausgedrückt 
durch jene, folgendermassen bestimmt sind: 


(50) ; 


7, 





Pe 
ti = | 
2Du = Ar — 2A 7 — Ay :q 


(31) u 
3Du AI Tr er n = A 








2 Du” = A: ZONE N 


2 2 1) 
so werden 4,u,w,w” der Identität (43) zufolge durch 
folgende beachtenswerthe Gleichung 
(52) © + F(u,u,uw) =:l 
unter einander verbunden sein. Diese Grössen £, u, u’, w” 
sind es dann, welche in den Elementen der Transformation 
der Form f(z,x’,x«”) in sich selbst ausser den Coefficienten 
dieser Form allein noch verbleiben; die Elemente der Sub- 
stitution 7’ fallen, wie es der Natur der Sache entspricht, bei 
Ausführung der Rechnung aus der Betrachtung vollkommen 
heraus; indem man jene vier Grössen auf alle mit der Bedin- 
gungsgleichung (92) verträgliche Weise wählt, erhält man 
sämmtliche positive Transformationen der Form f(x, x’, =”) 
in sich selbst. | 
Aber die wirkliche Herstellung dieser Transformationen 
durch Ausführung der angedeuteten Rechnung, obwohl sie 
keinen weiteren Schwierigkeiten begegnet, ist nicht ohne grosse 
Weitläufigkeit; indem wir daher hier bezüglich dieses Punktes 
auf Cantors Abhandlung verweisen, ziehen wir vor, nun- 
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mehr die Transformationen derternären quadratischen 
Formen in sich selbst ohne das Hilfsmittel einer 
Zwischenform aus den, die Transformation charakte- 
risirenden Bedingungsgleichungen unmittelbar her- 
zuleiten. 

9. Diese Bedingungsgleichungen ergeben sich aus (27), 
indem man die Form f, mit der Form f identificirt, als die 
folgenden: 


a=h wo th au tft 
«=fh, ha tft 
eh Ha Ah‘ 
bh the th = tea Hfe 
hi th th th the 
= th th = the th. 
Wird aber f, identisch mit f, so wird es auch die Adjungirte 


F, mit F, und den in nr. 4 abgeleiteten allgemeinen Be- 
ziehungen zufolge wird die Substitution (32) eine positive 
Transformation von F in sich selbst darstellen, wenn (24) 
eine solche Transformation von f in sich selbst ıst. Man er- 


hält demnach neben den Gleichungen (53) auch die folgenden: 


(53) 


a Fe ne Pe ee TR 7 

at Pal ARE En Er 

9 I PR A u Pa a u DE 

BE na 0, Fir: 0, 

(94) | I a 
B=M + + 

= FW HF HF 

bDi—= RI. Fila’ F2-0" 

\ —= Fire Fine Fiir, 


wenn zur Abkürzung 


Fa, &;, &; ) = F; 
ı oF, 
ER}; 


(55) Ian; 


gesetzt wird. 
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Aus diesen durch die Aufgabe selbst gegebenen Be- 
ziehungen folgert man nun vor allem eine charakteristische 
Eigenschaft jeder Transformation einer ternären quadratischen 
Form in sich selbst, eine Eigenschaft, welche unabhängig ist 
von der besonderen Form, die jene in sich selbst verwandelt. 


Zunächst ergeben die Gleichungen (54) diese andern: 








| ASer EN ..; 
AAN 

„ R ’ R F 
(56) IB AE+A AR HB Are 
’ In ir „ # 1708 
Kr ah EEE Ne an 

2 


und aus ihnen folgt, wenn sie, je nachdem k = 0,1, 2 ist, mit 
a,b”,b’, mit b”,a’,b, mit 5b’,b,a” multiplieirt und addırt, 
darauf auch die so entstehenden drei Gleichungen addirt wer- 
den, folgende merkwürdige Beziehung: 


(57) HA A=-n tt. 
Denkt man sich neben der Substitution (24) die Gleichung 


10) ’ „ 
& 78, 0; &o 
"4 „ 
(98) a, 4 —S, &% —=(, 
9) [4 „ 
0, ü, dig — 8 


welche die zur Substitution (24) gehörige Fundamental- 
gleichung heissen soll, und, entwickelt, auch so geschrieben 
werden kann: | 
(582) + rt )F— (AHA )sti=0, 
so ergiebt sich aus (57) ohne weiteres der eigenthümliche 
Satz: Für jede Transformation einer ternären quadra- 
tischen Form in sich selbst ist die zugehörige Funda- 
mentalgleichung eine reciproke Gleichung. 

Um aber die gestellte Aufgabe zu lösen, bemerke man 
zuvörderst die mittels der Beziehungen (6) und (54) nachweis- 
baren Formeln: 


fi FO + fi + P=D 
PH. F+f- PR=D(ajo? + aa + 0‘), 


durch deren Subtraktion sıch ferner 
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Fehr), Pre MEHR HF 
—= D(aja + aa; + aa; — 1) 
ergiebt. Denkt man diese letzte Formel für «= 0,1,2 ge- 
bildet, so erhält man durch Addition der entsprechenden Glei- 
chungen eine andere, deren linke Seite der Ausdruck 


(By! aa F'\?) (fa er fi”) ü (By ud F%') (for m fx") 
> (Fi? Tr FF) (hr fe 
deren rechte Seite aber gleich 
Dev +4 +%)— 2A HA +A)—5) 
ist, also mit Rücksicht auf (57) einfacher 
2 Ve ee a Pe a) 
geschrieben werden kann. Setzt man demnach 
(59) FE —- F?=2Du, F%— FF, =2Du, F'—F,=2Du”, 
woraus, wie leicht einzusehen, 
2(Au +B’wW+Bu) =f’ — fh 
(60) 2(B’u+4Aw +Bu”) =’ — fi 
2( Bu +Bu +1) fi 
hervorgeht, und setzt man ferner 
(61) a + eu + u te N HAFAN —i=2t, 


so findet man sogleich zwischen den Grössen £, uw, w’, w” nach- 
stehende Beziehung: 

(62) ? + Füu,w,u)=1 

und somit den Satz: Jede (positive) Transformation der 
Form f(&,&,x”) in sich selbst liefert vermittelst der 
Formeln (59) und (61) eine bestimmte Auflösung der 
Gleichung (62). 


10. Nehmen wir nun zuerst an, für die Transformation 
(24) finde die Gleichung 
=" te +0, +1l=A"+A’+AY" +1=2(t+D 
nicht statt, was man auch so ausdrücken kann: die zur Trans- 
formation gehörige Fundamentalgleichung habe nicht die 
Wurzel — 1, und versuchen, die Transformation durch die 
Grössen t,u,u', w” auszudrücken. Zu diesem Zwecke bedienen 
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wir uns der Gleichungen (56) und (59). Nach ihnen darf 
man schreiben: 
AU a) + BA) + BA 5) 2Du 
BA) + AA) + Bi a) = — 2Du 
BA—a)+ BA’— a) + AA )—0. 
Indem wir letztere Gleichungen mit «a, b”, b’ multiplieiren und 
dann addiren, schliessen wir die erste, und auf ähnliche Weise 
die übrigen der nachstehenden Gleichungen: 
(63) Ay — % = 2(au’— b’u), Al — & = 2(b’u’— a’u), 
A, — 0, = 2(b’u — bu), 
welche, einmal mit x,x’,x”, das andere Mal mit y,y’,y” 
multiplieirt und jedesmal addirt, im Hinblick auf die zwischen 


den x und den y angenommenen Beziehungen (24) und (29) 
die folgenden: 


y” — (x + 0,2 + 0, x") = 2lufl2) — uf'(e)) 
A, Y E= Ay — Ay" Tr x” a03 (uf (Yy) I rge uf‘(y)) 
und endlich durch deren Addition die letzte Gleichung des 


nachstehenden Schemas liefern, von denen die übrigen auf ent- 
-sprechendem Wege gefunden werden: 


E+1)y uf) + wWf’W) 
—= (+1) + w’f'@) — uf’) 
Erb uf) + uf 
—-(et+ ha tue) — wo) 
er du uf) + uf) 
(erde Hufe) — uf'). 
Nun kann man statt der Grössen t,u,w',w” durch die 
folgenden Gleichungen: | 
(5) t+1=2p%, u=2pg, uW=2pg, u"—=2pg", 
wenn man p positiv vorschreibt, auf eindeutige Weise vier 


andere Grössen 9,9,9,,q” einführen, welche wegen der Be- 
dingung (62) durch die Gleichung 


(66) "+Fag,g)—1 


mit einander verbunden sind, und dadurch nehmen die ge- 


(64) 
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fundenen Formeln folgende Gestalt an: 
»a —y) =-ı Fo) FW) - FD LEN) 
ED) Pen) <A +1’W) 
Pay) ae) HE) - TE) HM): 
Diese Gleichungen sind die gewünschte Darstellung der Trans- 
formation in unentwickelter Gestalt. Um sie in entwickelter 
Form zu finden, sei zuerst die beachtenswerthe Folgerung 
hervorgehoben, zu der jene Formeln unmittelbar 
führen und welche in der Gleichung 
(68) ge +tdae +ge”=ay+dy + av" 
ihren Ausdruck findet. Wenn man sie ferner mit a,b”, b’, 
ein andermal mit b”,a’,b, ein drittes Mal mit b’,b,«a” mul- 
tiplieirt und jedesmal addırt, findet man aus ihnen noch diese 
Beziehungen: 


PER) -LFW)- FW Et) Fi ty) 
(69) FF -FW)=Fd) a tn) — Fi) @’+y”) 

ee) -FN)- Fe tr) - Fi) ee ry; 
werden aber darauf den letztern die Werthe von f’(x), f'(«), 
f’(x) entnommen, um sie in die Gleichungen (67) einzusetzen, 


so ergiebt sich, mit alleiniger Beachtung von (66) und (68), 
das folgende System von Gleichungen: 

(2 = 2 — 1y — 2pQ"f'y) — a’F’W)) 

ZEN (AUHENF I Y) 

x — 2 — D)y’ — 2plaf’W) — a T’W)) 

+2F') yray tray) 

«= (2p® — 1)y"— 2p(a’f’W) — af'W)) 

+ 2P°’a) (tal te”). 
Diese neuen Formeln stellen also die Transfor- 
mation dar, ausgedrückt vermittelst der zugehörigen 
Lösung t,u,w,w” der Gleichung (62) oder der vier ihr 
entsprechenden Grössen 9,9,9,@'- 

Aber es bilden auch für jede Lösung der Glei- 
chung (62), bei welcher {+1 von Null verschieden 
ist, die Gleichungen (64) in unentwickelter, die Glei- 
chungen (70) in entwickelter Gestalt eine positive 


(70) 


30 Erstes Capitel. 


Transformation der Form f(z,x’, x”) in sich selbst von 
der eben betrachteten Art. Denn 

Erstens haben die in z,x’, &” resp. in y,y’,y” linearen 
Ausdrücke zur Rechten und Linken der Gleichungen (64) dann 
dieselbe von Null verschiedene Determinante, nämlich 2(£ + 1)?, 
und folglich müssen die Gleichungen, wenn sie nach &, x’, x” 
aufgelöst werden, die Determinante + 1 haben. 

Zweitens findet sich, wenn jene Gleichungen mit 


fr) +rW), Fa) +f@W, fF&@)-+f’@W 


multiplieirt und dann addirt werden, ohne weiteres die Gleichheit 
E+V) FW, )-Erd fa,e,e) 


f, y',y") = fa, ®',&”). 


Drittens ist die Summe aus dem Üoefficienten von y in 
der ersten, von y’ in der zweiten und von y” in der dritten 
Gleichung (70) vermehrt um die Einheit gleich 2(-+ 1) also 
von Null verschieden. 

Und somit lässt sich folgendes Resultat aussprechen: Die 
Formeln (70) liefern alle positiven Transformationen 
der Form f(x,x',x”) in sich selbst, bei denen die 
Gleichung 


% + tg HrIi=A AHA et 
nicht stattfindet, und jede ein Mal, wenn darin für 
2,9,9,@ alle möglichen der Gleichung (66) genügen- 
den Werthsysteme gesetzt werden, deren 9 positiv ist. 


11. Nunmehr betrachten wir diejenigen (positiven) 
Transformationen, für welche 


A) 9 ta ta tl=A\N+HArTAr1I=0 


ist, und wollen zeigen, dass auch sie sämmtlich aus den 
Formeln (70) erhalten werden, wenn man darin für 
P,9,9,g" diejenigen Lösungen der Gleichung (66) ein- 
setzt, bei welchen p=0, q,g9,g” also Zahlen sind, 
welche die Bedingung erfüllen: 


(12) F(q, q,; q') —1. 
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Denn erstens erhält man auf solche Weise die Substitution 
= —y +2F%0) (y+ay+ay) 


— y -2F'(g) -(ay'+g’y + g'y") 
— y’+2F”(g)-(ay+ a’y + a’y”), 


von der man sich leicht überzeugt, dass sie die Gleichung 


e 
(73) zo 
x” 


\ 


fa,0,2)=-fWW,%) 
befriedigt, während ihre Determinante gleich 
+2F@g,gq)=+ 1 
und die Summe aus dem ersten, fünften und letzten Substi- 
tutionscoefficienten gleich 


ET LI 
gefunden wird. 

Zweitens sei die Transformation (24) eine der jetzt be- 
trachteten, also +-1=0, so lässt sich zunächst beweisen, 
dass die zugehörigen Grössen u, w’,w” gleich Null sein müssen. 
Denn alsdann führen die Gleichungen (63), wenn sie mit 
&y ,& ‚&, multiplieirt und dann addirt werden, wegen (71) 
zu der folgenden: 


0" — A, = 2 (uf — ufs‘) 


und geben, mit der letzten jener Gleichungen verglichen, die 


Bezieh 
ezıehung „b +) =ub +"), 


zu welcher auf ganz entsprechende Weise noch folgende andere 
hinzukommen: 


u +f)=ula +) 
u(a + fo) =ulb” + Fo) 
u +h)=ula +R)) 
“hub +9°) 
Mu) 4 (re) 
ua +) =ub + RN") 
ud +) HN) 
u" +f)=uta +fo)- 


32 

Ihnen zufolge dürfte 
gleich Null wären, 
a +fo = 2Duz, 
b’+ = 2Dug', 
b + fe =2Durz”, 


setzen. Aus diesen 
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man nun, wenn u, w,w” nicht sämmtlich 
b’+f=2Dus, 5b’ +, = 2Dur 


a + "= 2Du7z), db Tran 
b zn fu nn 2 Du’z 2 a’—+ a 2Du’z „ 


Gleichungen folgt aber einerseits ohne 


Mühe das folgende System: 


oF 
hen 
oF 
BER 








Yä ‚oF A „oF 
&y Da 4, =2 In 

[4 Dt „ ! oF 
ten 

[4 " oF' „ „ oF 
.=# Zu’? Ko =igR Du” 


mit der Determinante 


oF 0 
I a ee 


Andererseits ergeben 


2D(z’u ae 2’ u u) fe ef == 


2D(e’u — au) = — fr — = 


2.D(zuw’ 


sie 


u 


z 


eu) = ie 


und nach der zweiten Grundformel ist 


[4 „ (4 „ A „oF\? 
4. Fie,2,2 ) Fu, u, u) = (e EIRaR; at? = 


+4: D-feu’—e 


EIS „ 
2’, 2’u — zu”, zu” — zu) 


d. ı. mit Rücksicht auf die voraufgehenden Formeln ndeRnE 
die Beziehungen in nr. 1 gleich 


oF HOF „ N „ 


2 1 





Da aber für die jetzt betrachteten Transformationen 


ist, findet sich 


ou 


‚oF 
tan + 2 


Fuwu,u)—=0 


[24 oF 
ou" 


—U 
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also die obige Determinante gleich — 1, nicht +1, wie es 
von der Transformation vorausgesetzt ist. — 
Da hiernach «u, w’, w” sämmtlich gleich Null sein müssen, 
finden nach (59) die Gleichungen statt: 
I N hie 


durch welche leicht die folgenden sich bestätigen lassen: 


a + )ae +h)=b HF) N) 
re Oel er u EC a Fe) 
@tr)a te )=b +h)& +) 
a a ln Ep) 
@ +) +tr)= be’) +R') 
+) th) ob +) HN): 


Ihnen gemäss darf man setzen 


a+f=2Dg, Den = ang,.b rn —=2Dgg" 
"+ f=2Dgg, A +ft=2Dg”, b+fn?—=2Ded' 
b’ + Ey Are 2Dg"g, b ar fi Zn 2Dg’g, A RN. 2Dg”:? 


und erschliesst hieraus das System: 


or A ‚oF „ ao 

re Er re, SR, 

oF ‚ ‚oF „ „OF 

Erz ed ra Fra ER Fr 
oF ER RCD „ „or 


mit der Determinante 


Er RUHE X 
also muss, da letztere + 1 sein soll, die Gleichung (72) er- 
füllt sein. Die betrachtete Substitution ist mithin eine von 
denen, welche in (73) verzeichnet sind. 

Uebrigens ist ersichtlich, dass die Werthsysteme g,g’,q” 
und —q, —g', — q” dieselbe Transformation liefern also 
nur eins von ihnen beizubehalten ist. 

Da hiermit der gewollte Nachweis geliefert ist, so er- 
‘sieht man schliesslich, dass die Formeln (70) oder, 


anders geordnet, die folgenden Substitutionen: 
Bachmann, Zahblentheorie. IV, 1. 3 
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(29 — 1 -+ 2pg’b’ — 2pq”b” + 24 fg), 
2pgqb — 2pgq’a’ + 2g’F%lq), 
2pg’a” — 2pq”b+ 29" Fl); 
2pg’a — 2pgb’ + 2gF"(g), 
(70a) 2: — 1 + 2pq”b” — 2pgb + 24 F\(q), 
2pq”b’ — 2pqga” + 29" F'(q); 
2pgb” — 2pga + 24 F*(q), 
2pga’ — 2pg’b" + 24 F’(g), 
2° — 14 2pgb — 2pg’b’ + 24 Fa) 
der allgemeine Ausdruck aller positiven Transfor- 
mationen der Form f(x, «©, x”) in sich selbst sind. 

12. Hier seien an diese Formeln noch einige wenige Be- 
merkungen angeschlossen. 

Zunächst kann man ihnen eine zweite, wesent- 
lich abweichende Form geben mittels folgender Ueber- 
legung. Bedeutet die Substitution (24) eine Transformation 
der Form f(x, x’,&”) in sich selbst, so lehren die Sätze der 
nr. 4, da in diesem Falle f, mit f also auch F\ mit 7 iden- 
tisch wird, dass die Adjungirte F(X, X’, X”) durch die trans- 
ponirte Substitution in sich selbst übergeht, sowie auch um- 
gekehrt. Stellt man hiernach in Analogie mit (70) die Formeln 
auf, welche die Form Fin sich selbst transformiren, wobei 
zu beachten ist, dass die Adjungirte von F' mit D-f identisch 
ist, und transponirt dann die Substitution, so muss man die 
Transformationen von f in sich selbst erhalten. So gewinnt 
man für dieselben die folgende zweite Gestalt: 


(29? — 1 + 2pg’B’— 2pg”B”-+ 29.Df°(q),\ 
2pgq”A — 2pqb’ + 2q4Df‘(g), 

2pgqB”— 2pg’A + 294.Df?(g); 
2pg’ B — 2pg”A’ + 2g’Df°(q), 

(7b) 129 —1 + 2pg”B’— 2pgqB + 20’Df"(g), 

2pgq A’ — 2pg’B”+ 29’ Df’(q); 
2pg A’ — 2pq”B+ 2q9”Df’q), 
2pg"B’— 2pg A” + 29” Df'(q), 

129 —1+ 2pgaB— 2pg’B + 2g’Df?@) 
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wobei die Grössen p,9,g9',q” jetzt durch die Gleichung 
(74) wer). fg, 2 q') 1 
mit einander verbunden zu denken sind. 

Die Gleichungen (67), welche die Transformation (70) in 
unentwickelter Gestalt geben, haben das Eigenthümliche, dass 
sie sowohl diese Transformation selbst — die aus ihnen er- 
halten wird, wenn man sie nach x, x’, x” auflöst — als auch 
die umgekehrte Transformation enthalten, die man aus ihnen 
findet, löst man sie auf nach y,y’,y”. Aber jene Gleichungen 
bleiben ungeändert, wenn man bei Vertauschung von x, x’ x” 
mit y,9y',y” gleichzeitig g,g’,g” mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen nimmt. Hieraus ist klar, dass man aus den 
Formeln (70) die inverse Substitution auf dieselbe Weise 
d.h. — abgesehen von der Bezeichnung der Veränderlichen — 
einfach durch Vertauschung von 9,9,qg” mit — 9, —g', 
— g” erhält. 

Endlich soll untersucht werden, wie sich die Trans- 
formation ’schreiben lässt, welche aus zwei der Trans- 
formationen (70) zusammengesetzt ist*). Die Formeln 
(70) gingen unmittelbar aus den Gleichungen (67) hervor, die 
man auch rückwärts wieder aus ihnen erhalten kann, wenn » 
von Null verschieden; aber auch die speciellen Transforma- 
tionen (73), welche = O0 entsprechen, führen, wie unmittel- 
bar zu sehen, zu den Gleichungen 


Pa) = —f'W) +2Da@y + adv + a’y”) 
f&@) = —f'W)+2Dg(ay + av + a’y”) 
Fraa=-f’o)+2De@y+ «dy+ ey”) 
und demnach zu den folgenden 
It FD) - RE +FW) 
ID HP) ae +) 
= HF) - ED HF) 
d. i. zu den Gleichungen (67) für p—= 0. Man darf also, statt 


*) Vgl. hierzu in Darboux’ Bull. des Sciences mathematiques XI 
den Aufsatz von Tannery, sur les substitutions lindaires par lesquelles 
une forme quadratique ternaire se reproduit elle-m&me, p. 229; auch 
G. Cantor de transform. formar. ternar. quadrat. S. 10. 

3* 
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mit den Gleichungen (70), mit den Gleichungen (67) operiren. 
Nenne man mithin 7 die durch sie ausgedrückte Transfor- 
mation und betrachte eine zweite Transformation 7!, welche 
durch die analogen Formeln 


‚y—) se) +) - RD HF) 
RR) FOTO) Te 
2) HF) - SO HF) 
ausgedrückt ist und welcher die folgenden mit (69) analogen 
Formeln zugehören: Ä 
WW - FO) =RNW HN - AUT 
(76) Be == f%@)) = F*s) y 2) Pepe 
"FI-LD)=EFNW Hr) — Femeren 
Man wird die zusammengesetzte Transformation 7- 7! erhalten, 
wenn man zwischen den Gleichungen (67) und (75) die Ver- 
änderlichen %, 9’, y” eliminirt. Entnimmt man zu diesem 
Zwecke aus den letztgeschriebenen Gleichungen f!(y), f’(y), 
um sie in die erste der Gleichungen (67) einzusetzen, so findet 
man zunächst 


pr(@ — y) = dr(f’@) + FE) — rl) + FE) 
+ FPFoREy TI) FI TE TEN 
— Y+A@FS) + gr) + g’F?6s)). 
Entnimmt man dagegen aus den Gleichungen (69) die Werthe 
von f!(y), f’(), um sie in die erste der Gleichungen (75) 
einzusetzen, so findet man gleicherweise 


pr: (y— 2) = ps (f?@) + F?a)) — Ps (fe) + FF!) 
— Po)bk@a+yrs@ty) Peg 
+ (@+ 9) 6P%@) + SF*o) + ’F*Q@). 
Diese Gleichung addire man nun zur vorigen, bemerke aber 
dabei, dass nach (68) 
ytrıaytay—gertge rg 
und ebenso 
sY En sy + sy" m Ss2 - sg + Sl 
sowie dass 


s:F'()+s” F%(g)+3”. Pg)—=4- Fl) +4: Fi) Hg”. F°(s) 


az 
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ist. Do erhält man dann 
(Dr — gF°) — {F4) — PO): (© 2) 
er) FR PD) —- (rat Rs) (Fe) + Fe) 
ar BEN ZeE 0) @+D)+W@ Es) SF) @’+7) 
+ @F*s) -s’F°lq)) (@’ +2”). 
Da sich aber leicht 











i ET of el of 
NT rm Tree 

‚ ’‚T' A 1 IRA EE d : of 
gF%s) —s’F'%lq) =b nase re Algsı eg 

Zu ni) ” EHE ı I. AHOR HR 5 of 
uk Ze 2 0Q”s— q) 20’ — ds) 


ergiebt, wo bei den partiellen Ableitungen kurz f statt 
f(q’s” s’ A gs’, gq”s we: 48% se gs) 
steht, so lässt sich die vorige Formel einfacher so schreiben: 
(pr — ge" ls) = a Es) = FS)) (@ — 2) 
(rg +08 4) PO +) 
„ „ of 
— (rg me E Fa) HF). 
Man gewinnt also schliesslich die erste der folgenden Glei- 
chungen: 
a2) ul) +) - we) +r@) 
(77) t@— 2’) = u”lf(e) + fle)) — ul’) + Fre) 
ta" — 2) = uf!) FO) - EP), 
von denen die übrigen auf ganz analoge Weise gefunden wer- 
den, wenn man zur Abkürzung 


2 SEE ee N eu 


p) 
RER Be ERITER ran FA PEN 
18 2 ; 
N ger Hs + yo u 
of 7 


a ug >" 


setzt. Die Vergleichung dieser Formeln mit den Formeln (21) 
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zeigt, dass £, u, u, w” diejenigen Werthe sind, welche aus der 
Zusammensetzung der Formeln 


P-+ Flg,g,g”) und r®+ F(s,s’,s”) 
zur Form 
? + Fu, uw, w”) 
entstehen. Demnach leisten £, v, w’, u” der Gleichung 
” + Fiu,u,u”)=1 

Genüge und die Ausdrücke (77) lehren den Satz: 

Sind 7, T, zwei Transformationen (70), welche den 
Lösungen 

2,9,9,95; Ivo 

der Gleichung (66) entsprechen, so entspricht die aus 
ihnen zusammengesetzte Transformation T-T, der- 
jenigen Lösung derselben Gleichung, welche nach der 
in nr. 5 gegebenen Regel aus der Zusammensetzung 
der beiden Formen 


+ F(q,0,9),. 2° - Eq, us) 
entsteht. | 
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Grundlegende arithmetische Sätze und Begriffe. 


1. Indem wir uns nun zur Betrachtung der arıthmetischen 
Eigenschaften der ternären quadratischen Formen wenden, 
dürfen und werden wir fortan uns ausschliesslich auf die Be- 
trachtung solcher Formen 


f(z, 0, )=ax+ ac”? + a”? + 2b0’2" 4262" c + 2b"2x 
beschränken, deren Coefficienten a,a’,a”, b,b',b” — die 
erstern drei sollen Hauptcoefficienten genannt werden — 


ganze Zahlen sind. Alsdann werden auch ihre Determinante 
D sowohl, wie auch die Coefficienten der adjungirten Form 


Fe, x, u) 
— Ax? + Aa? + A’? + 2 Bee” + 2B’e’x + 2B’ca 


ze 
\ 
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ganze Zahlen sein. Wir werden ferner in allem Folgenden, 
wo nicht das Gegentheil gesagt wird, die Determinante als 
eine ungerade Zahl voraussetzen. Denn in allen wesent- 
lichen Stücken verhalten sich die Formen mit gerader Deter- 
minante durchaus wie diejenigen mit ungerader Determinante, 
nöthigen jedoch in mannigfaltiger Hinsicht zu umständlichen 
Unterscheidungen und besonderen Betrachtungen, durch welche 
die Einfachheit der Entwicklungen und ihre Prägnanz erheb- 
lich beeinträchtigt wird und die wir in unserer Darstellung 
vermeiden wollen. An besonders wichtigen Punkten wollen 
wir unsern Resultaten auch diejenigen an die Seite stellen, zu 
welchen die Untersuchung im Falle gerader Determinanten 
führt, und auf die Arbeiten verweisen, in denen sie entwickelt 
worden sind. 

Man darf sich ferner auf die Betrachtung sogenannter 
primitiver Formen f(x,x&,x”) beschränken, bei welchen 
die Coeffieienten a,a’, a”, b,b’,b” keinen von 1 verschiedenen 
gemeinsamen Theiler haben, denn die übrigen, welche daraus 
abgeleitet werden, indem man sie mit irgend einer ganzen 
Zahl multiplieirt, haben keine wesentlichen andern Eigen- 
schaften. Die primitiven Formen’ aber zerfallen hier, wie in 
der Lehre von den binären quadratischen Formen, noch weiter 
in die beiden Arten der eigentlich- und der uneigentlich- 
primitiven. Denn die Coefficienten a,a’,a”, 2b, 2b’, 2b” 
werden entweder, wie die Ooefficienten a,a’, a”, b,b’,b”, den 
grössten gemeinsamen Theiler 6 = 1 haben, nämlich dann, 
wenn von den Hauptcoefficienten wenigstens einer ungerade 
ist, oder den grössten gemeinsamen Theiler 6 = 2, wenn die 
drei Haupteoefficienten gerade, also dann von den drei Zahlen 
b,b’,b” wenigstens eine ungerade ist. Die Formen der 
ersten Art heissen eigentlich-, die der zweiten Art 
uneigentlich-primitiv. Hier leuchtet der Gleichung | 


D == aaa” + Bun —. ab? a ab’? By a’p”? 


zufolge unmittelbar ein, dass es für ungerade Determi- 

nanten nur eigentlich-primitive Formen giebt. 
Während nun bei den primitiven binären quadratischen 

Formen eine weitere Eintheilung als die in die eigentlich- und 
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uneigentlich-primitiven nicht erforderlich ist, hat zuerst Eisen- 
stein darauf hingewiesen, dass bei ternären quadratischen 
Formen (und überhaupt bei denjenigen mit mehr als zwei 
Veränderlichen) sich dies ganz anders verhält, und hat eine 
Eintheilung der primitiven Formen jeder der beiden 
Arten in sogenannte Ordnungen gelehrt*). _Der Gesichts- 
punkt, von dem aus sie vorzunehmen ist, ist der folgende: 

Wenngleich die Coefficienten der Form f(x, x’, 2”) keinen 
von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler mehr haben, braucht 
doch deshalb noch nicht dasselbe der Fall zu sein bei ihrer 
Adjungirten. Nehmen wir also der Allgemeinheit wegen 
an, die Coefficienten A, A’, A”, B, B', B” von F(«, x’, «”) 
hätten den grössten gemeinsamen Theiler 2&£. Um uns 
hier an die grundlegende Arbeit von Stephen Smith mög- 
lichst anzuschliessen **), soll dieser Theiler positiv ge- 
nommen werden oder negativ, je nachdem es sich um 
bestimmte oder unbestimmte Formen handelt. Wenn 
man dann setzt 


1) A NT AERR AN ARNZ 
( | B=82-8, Dee En 
so werden die Zahlen A,A, A”, B,2,B” keinen von 1 ver- 
schiedenen Theiler mehr haben, die Form 
(2) Te, EAU ARE Taler 
+ 2Bdxrx”+ IB xr’x n- 2a, 

also primitiv sein und zugleich die Gleichung 
(3) F&,x', x”) = 2.3, x”) 
Bestand haben. Den Gleichungen (14) des 1. Cap. zufolge 
sind ersichtlich die Zahlen 

Da, Da’, Da”, Db, Db’, Db” j 
sämmtlich theilbar durch 2°; da aber f als primitive Form 
vorausgesetzt worden, folgt hieraus sogleich, dass 2? ein qua- 


*, S. Eisenstein’s Arbeit: Neue Theoreme der höheren Arith- 
metik in Cr. J. f. d. r. u. a. Math. 35 8. 177. 

”", S, Stephen Smith’ vortreffliche Abhandlung: On the Orders 
and Genera of Ternary Quadratic Forms, in Phil. Transactions of the 
Royal Society of London, 1867. 


» 


Grundlegende arithmetische Sätze und Begriffe. 41 
dratischer Theiler der Determinante D ist. Setzen wir 
demgemäss 
(4) D= 2° .1. 


Da nur positive und nur solche unbestimmte Formen be- 
trachtet werden, deren Determinante D positiv ist, wird 4 
stets positiv sein; positive Formen unterscheiden sich von den 
hier allein betrachteten unbestimmten also darin, dass für jene 
die Zahlen 2, 1 gleiches, für diese verschiedenes Vorzeichen 
haben. 

Zufolge der Gleichung (3) ist aber die Determinante von 
F, nämlich D? — 2*. 7°, gleich 2° mal derjenigen von %, 
und somit ist die Determinante der Form % gleich 
(5) | MD. 2. 

Endlich ist wegen derselben Gleichung die Adjungirte 
von F, nämlich D-f= 2°4.f, auch gleich 2?mal der Ad- 
jungirten von %, und deshalb wird die Adjungirte von 
5 gleich 
(6) 1: fa, 8',a”) 

Die mit f und % bezeichneten beiden primitiven 
Formen stehen hiernach zugleich mit den beiden 
Zahlen 2,4 in einer eigenthümlichen Reciproeität: 
während die Determinante der erstern gleich 2°, ist die der 
zweiten gleich 1?2, und während 2% die Adjungirte von f, 
so ist /f die Adjungirte von %. Diese reciproke Beziehung 
der Formen zu einander bewegt uns, jede von ihnen als 
die Reciproke der andern, also % als die Beciproke 
von f zu benennen*). Wie bemerkt, ist diese Form ‘5 gleich- 
zeitig mit f primitiv; wird die Determinante D, wie es ge- 
 schehen soll, und damit auch 2, _1 ungerade vorausgesetzt, 
‚so ist nach (5) auch die Determinante von % ungerade, % also 
auch, wie f, eine eigentlich-primitive Form. 

Die Eintheilung aller primitiven ternären qua- 


*) Diese Benennung hat vor den von andern Mathematikern an- 
gewandten, wie: primitive Adjungirte (A. Meyer) oder primitive 
Contravariante (St. Smith) zugleich den Vorzug grösserer Sachlich- 
keit und Kürze. Uebrigens ist, wenn f eine unbestimmte Form ist, 
genau genommen nicht f sondern — f die Reciproke von %. 
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dratischen Formen der Determinante D in Ordnungen 
beruht nun auf dem Grundsatze: alle diejenigen in 
eine Ordnung zusammenzufassen, für welche die mit 
2,4 bezeichneten Zahlen dieselben Werthe haben. 
Da 2° ein quadratischer Theiler von D, durch & nach der 
Formel (4) aber auch 7 bestimmt ist, so kann es nur so viel 
verschiedene Ordnungen geben, als D quadratische Theiler ge- 
stattet, die Einheit mitgerechnet. Handelt es sich insbesondere 
um eigentlich-primitive Formen, so sind auch diese Ordnungen 
sämmtlich thatsächlich vorhanden, denn jeder so möglichen 
Combination &, 7 entspricht zum mindesten die eine eigent- 
lich-primitive Form 
+ 22° + 242”. 
2. In nr. 4 vorigen Capitels sind zwei Formen f und f, 
einander äquivalent genannt worden, wenn die erstere in die 
zweite mittels einer linearen Substitution 


FR WR 


| em YytoYTt%Y 
(7) "=aytauy tu y" 
| "= YLRYtRY 

transformirt wird, deren Modulus A=1 ist; dann geht auch 
umgekehrt /, durch eine ebensolche Substitution 

y=MNatAa + AR 
(8) ha ta +Aa” 

y—=Mit+Ax+Ax 
in f über. Hiermit ist die algebraische Aequivalenz der 
Formen definirt. In der Arithmetik der Formen werden aber 
die Coefficienten, wie der Formen, so auch der Substitutionen 
als ganzzahlig vorausgesetzt, daher ist die arithmetische 
Aequivalenz zweier Formen f und f, enger darin ausge- 
sprochen, dass f in f, durch eine ganzzahlige Substi- 
tution mit dem Modulus 1 übergeführt werden kann; 
wo dann, da auch die ÜCoefficienten der umgekehrten Substi- 
tution ganzzahlig sein werden, auch f, in f durch eine solche 
Substitution übergeht. Die Formeln (27) vorigen Capitels, 
welche einer solchen Substitution entsprechen, lehren dann 
zuerst, dass auch die Coefficienten der Form f, ganzzahlig 
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sein werden. Da aber ihre rechten Seiten homogene lineare 
Funktionen der Coeffieienten a,a’, a”, b,b’,b” sind, zeigen 
sie weiter, dass jeder gemeinsame Theiler der letzteren auch 
gemeinsamer Theiler aller Coeffieienten a@,,@,4a , d,0,d 
sein muss; und da dies wegen der Aequivalenz der beiden 
Formen auch umgekehrt werden kann, so werden jene sechs 
Coefficienten denselben grössten gemeinsamen Theiler haben 
wie diese. Betrachtet man endlich statt der Ausdrücke für 
bı> b,,b," diejenigen für 2b,,25,',25,”, so zeigen sich @,,4@,, 
4 3 2, 2b,,25b,” als homogene lineare Funktionen von «, 
a@,a”, 2b,26b',2b” und man erschliesst in gleicher Weise, 
dass jene denselben grössten gemeinsamen Theiler haben 
müssen, wie diese. Hieraus aber folgt augenscheinlich, dass, 
wenn f eine primitive Form ist, jede ihr äquivalente 
Form es auch ist, und zwar eigentlich oder uneigent- 
lich, je nachdem f eigentlich- oder uneigentlich-pri- 
mitiv ist. 

Bemerkt man ferner, dass nach den Sätzen in nr. 4 vori- 
gen Capitels die en F und F, zweier Formen f und 
fi, welche in arithmetischem Sinne äquivalent sind, dies gleich- 
falls sein werden, so ist aus dem eben Gesagten ersichtlich, 
dass der grösste gemeinsame Theiler aller Coeffieienten von 
F\, dieselbe Zahl & sein muss, wie bei F', mit andern Worten, 
dass äquivalente Formen zur selben Ordnung gehören. 

Aus der Definition der Aequivalenz — die wir fortan 
stets in arithmetischem Sinne verstehen — folgt ohne weiteres, 
dass zwei Formen, welche derselben dritten Form äquivalent 
sind, es auch unter einander sind. Alle Formen also, welche 
einer gegebenen Form äquivalent sind, bilden auch eine Ge- 
sammtheit von unter einander äquivalenten Formen von der 
Art, dass keine andere Form mehr mit einer von ihnen äqui- 
valent sein kann. Man nennt eine solche Gesammtheit von 
Formen eine Classe von Formen mit der gemeinsamen 
Determinante. Die voraufgehende Bemerkung lässt sich 
dann so fassen: dass alle Formen einer Classe derselben 
Ordnung angehörig sind. 

Dies veranlasst eine sehr interessante Bemerkung. Während 
nämlich in algebraischem Sinne bei den ternären quadra- 
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tischen Formen nur eine Invariante d. i. nur eine Funktion 
von den Coeffiecienten der Form vorhanden ist, die für alle 
Formen einer Classe denselben Werth hat: die Determinante, 
sind in arithmetischer Beziehung zwei solche Inva- 
rianten zu unterscheiden: die beiden Grössen & und 
4A, und die Determinante erweist sich nur als eine aus 
diesen beiden abgeleitete Invariante der Form. Das- 
selbe wird sich bei quadratischen Formen mit mehr als drei 
Veränderlichen noch in reicherer Weise wiederholen. In Rück- 
sicht darauf darf man die Gesammtheit der Formen einer 
Ordnung (2,1) als das Analogon zur Gesammtheit aller 
Formen derselben Determinante bei den binären Formen, 
wo es eben nur eine Ordnung giebt, betrachten. 

3. Es ist wichtig, von vornherein zu beweisen, dass die 
Anzahl der verschiedenen Classen von Formen der 
Ordnung (2, /) nur eine endliche sein kann. Die Me- 
thode, welche zum Beweise dieses Satzes sowie des ähnlichen 
Satzes in allgemeineren Fällen führt, ist die sogenannte 
Reduktion der Formen. 

Die Umstände, welche zur allgemeinen Entwicklung der- 
selben erforderlich sind oder sich an sie knüpfen, machen 
für sich ein besonderes und ganz eigenartiges Gebiet der Arith- 
metik der quadratischen Formen aus, dessen zusammenhängende 
Darstellung im dritten Abschnitt unseres Werkes gegeben 
wird.. Für die beiden ersten Abschnitte bedarf man aus diesem 
Gebiete fast nur des hier behaupteten Satzes; wir verweisen 
hinsichtlich desselben auf den dritten Abschnitt, wollen jedoch 
der Vollständigkeit wegen hier diejenige Art der Reduktion 
mittheilen, welche in der Theorie der ternären Formen von 
Gauss für den gedachten Zweck benutzt worden ist. 


4,0, ",) 
t der Ad- 
RZ mit der 


) die Su Heu 


Wendet man auf die Form r-( 
A, AR 
b, B, Bi 
(9) X por ey - By, Er en ey 2= BY), 2" en y” 


an, in welcher @ß’ — «’ß =1 sei, so geht sie in eine äqui- 
valente Form über, deren erster Coeffieient 


jungirten !—= ( 
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(10) aa? + 2b’ aa’ + a’a” 
und ın deren Adjungirter der dritte Coeffieient gleich A” ist. 
Die Werthe «,«’ können aber bekanntlich — und zwar als 
relative Primzahlen — so gewählt werden, dass die quadra- 
tische Form (10), deren Determinante gleich — A” ist, falls 
A”= 0 ist, gleich Null, falls aber A” von Null verschieden, 
nicht grösser wird als YV + = ”,; es ist daher möglich, die 
Substitution (9) so zu bestimmen, dass der erste Coefficient, 
wenn nicht bereits ın der ursprünglichen Form f, so doch 
in der neuen Form Null oder numerisch nicht grösser als 


V + Ar ist, während der dritte Coeffieient der Adjungirten 


ungeändert bleibt. 

Behält man für die neue Form und ihre Adjungirte der 
Einfachheit wegen wieder die ursprüngliche Bezeichnung bei 
und wendet nunmehr die Substitution 
(11) X = Y, x Zub By + vY", £ — By n. v'y, 
in welcher $’y”— ß’y’ =]1 sei, auf f an, so verwandelt sich 
diese Form wieder in eine äquivalente Form, deren erster 
Coefficient üngeändert geblieben ist, während der dritte Coeffi- 
eient ihrer Adjungirten in 

A ne: Er 2BBßPE + AB” 
übergeht und durch geeignete Wahl der relativ primen Zahlen 
ß', ß” und folglich der Substitution (11), falls die Determi- 


nante B? — A’A” = — Da dieser quadratischen Form also « 
verschwindet, gleich Null, im entgegengesetzten Falle numerisch 


nicht grösser als V++Da gemacht werden kann. 


Indem man diese Betrachtung abwechselnd wiederholt, 
wird sowohl die Reihe der ersten Coefficienten der Formen 
als die Reihe der dritten Coefficienten ihrer Adjungirten eine 
Reihe ganzer Zahlen sein, die abwechselnd gleich sind und 
kleiner werden; nothwendig wird also endlich weder durch 
das erste noch durch das zweite Verfahren eine weitere Ver- 
einfachung mehr herbeizuführen und dann also entweder 


die Ooefficienten a,A” beide gleich Null oder beide 
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von Null verschieden aber zugleich in numerischem 
Sinne 


za”, AUz Da 
folglich 
A 3 ee 
(12) a<—YyD, A < md 
sein. — Wendet man dann aber die Substitution 


e=y+ßyY try, =y try, ey 
u * m, m’, m” 
an, so geht die Form f in eine äquivalente Form B } ) 


? N 2 
M,M', M" 
N, N’, NE 
m—a,m—a-+2bB-+ aß 
m’— a’+ 2by' + 2b’y + ap? +2b"yy + ap” 
n—b+ay+bß+by + Br) + aßr 
n’ BE b’ 1E ay ie b”y', ni RE aß 
M'— 4A", N=B—-4A'y, N=-B— NB— 4% 


ist. Sind nun erstens «a, A” nicht Null, so lassen sich ß, y’, y 


7 
N 


mit der Adjungirten ( ) über, in welcher 


.. .. . = a 
so wählen, dass, er m=a und M’= 4A” ist, n num. <, 


N und N’ num. Em —— werden. 


Sind en a, A” und folglich auch b” gleich Null, 

so wird 
m—= 0; m’ =, mn —N 
also 
(13) — D= ab” = m’n”, 
und »a=b-+ a’y’ + b’ß kann num. < als der grösste gemein- 
same Theiler von a’, b’, und 
m"—= a” + 2by’ + a’y? + 2b’y num. <b’ 

gemacht werden. Der so beschränkten Formen giebt es aber 
nur eine endliche Menge. Denn im zweiten Falle hat b’ oder 
n' wegen (13) und folglich auch «’ oder m’ nur eine endliche 
Anzahl von Werthen, also auch » und m” nur eine solche. 


Im ersten Falle dagegen giebt es nur eine endliche Menge 
zulässiger Werthsysteme für die Coefficienten m, M”,n”, N, N; 
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legt man aber diesen Üoeffieienten eins der gedachten Werth- 
systeme bei, so finden sich daraus unmittelbar die etwa zu- 
gehörigen Zahlen m’, N”, M’ durch die Formeln 


—n"D+- NN m —N+PDm 
M’” $) ET M’"” 








mw [73 : 
m u re, HAIE em 


und sodann die etwa zugehörigen M,n,n’, m” durch die Formeln 


N’®?-+ Dm’ — MN+ NN” ‚ — MN-+N'’N 
EN an, 
I n’? + M' — N’ + nn n®-+- M 
er | Inu „ — TEL 


m W m 


und nur denjenigen jener Werthsysteme, für welche diese 
Formeln ganzzahlige Werthe der Coeffieienten liefern, ent- 
sprechen zulässige Formen. 

Aus diesen Betrachtungen geht aber hervor, dass jede 
ternäre quadratische Form mit der Determinante D also auch 
jede solche der Ordnung (2, 7) mit einer dieser nur in end- 
licher Anzahl vorhandenen Formen äquivalent ist, und folg- 
lich kann auch die Anzahl der nicht äquivalenten 
Classen von Formen dieser Ordnung nur eine end- 
liche sein. 


4. Wird die Form f durch eine ganzzahlige Substitution 
(7) in eine Form f, verwandelt, der Art, dass die Gleichung 


(14) fe, 0,2) = fh WW, y”) 

identisch stattfindet, wenn x,2,x” mit y,y’,y” durch jene 
Gleichungen ES bhndan sind, so wird auch die folgende er- 
füllt sein: 


(15) fa, ',®”) = ay° + 2b’yy + a y”, 
wenn 

C=0oY + %Y 
(16) «= ayHtay 

= y ty 
gesetzt wird. Man sagt alsdann: Die binäre quadratische 
Form (a,,b,",a,) werde mittels der Formeln (16) durch 
die ternäre quadratische Form f dargestellt, und die 
Darstellung wird eine eigentliche genannt, wenn die drei 
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ganzen Zahlen 
Re 0,’ re At 0.4... An 
(17) a U, MU pe, My Mr 
keinen von 1 verschiedenen Theiler haben. 
In gleicher Weise wird 
(m ne u 2 
f(s,#,#) = 04Y 


sein, wenn man setzt 








=, 7 =uy, = a)y 
oder einfacher 
(18) fap,c, 0) == A: 


Diese Gleichung meint man, wenn man sagt, die 
Zahl a, werde mittels der Werthe «,, «a, 0,’ durch die 
ternäre Form f dargestellt, Die Darstellung heisst 
zudem eine eigentliche, wenn die darstellenden Zahlen 
Gg,%,6y keinen von 1 verschiedenen gemeinsamen 
Theiler haben. 

Während also bei den binären Formen nur die Darstel- 
lung von Zahlen in Frage kommt, tritt bei den Formen mit 
drei Veränderlichen noch eine andere Darstellung, die von 
(binären) Formen auf, und noch allgemeiner verhalten sich 
die Formen mit mehr Veränderlichen. j 

Leicht ist zu übersehen, dass äquivalente ternäre 
Formen stets dieselben Zahlen eigentlich darstellen. 
Man bemerke vorweg, dass, wenn #, =’, 2” mit y,y',y” durch 
eine ganzzahlige Substitution (7) verbunden sind, deren Mo- 
dulus 1 ist, jedem ganzzahligen Systeme y,y’,y’” auch ein 
ganzzahliges System x, x’, 2” und wegen der aufgelösten Glei- 
chungen auch umgekehrt entspricht; auch wird y,y’,y” ein 


primitives System sein — darunter soll abklirzend stets ein 
solches verstanden werden, dessen Zahlen keinen’ von 1 ver- 
schiedenen gemeinsamen Theiler haben — wenn x,«#, x” ein 


solehes ist, und auch umgekehrt, Besteht hiernach die Glei- 
chung (14) für die dureh (7) mit einander verbundenen Systeme 
d.h. sind f und f, äquivalent, so wird jede Zahl, welche 
mittels eines primitiven Systems x, #', 2” also eigentlich durch 


f dargestellt wird, durch das entsprechende System y,y',y” 


also eigentlich auch dureh f, dargestellt werden, und umgekehrt, 





A ‚ 


a au 



















a RE 
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Desgleichen stellen äquivalente ternäre Formen 
auch stets dieselben binären Formen eigentlich dar. 


Denn, wird die Form 

(15a) ay° + 2b,"yy’ + a” 

mittels der Formeln (16) eigentlich durch die Form fix, x’, &”) 
dargestellt, so kann man, da dann die drei Zahlen (17) oh 
von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler haben, drei ganze 
Zahlen &, ,& ‚«, der Art wählen*), dass die Gleichung 
en HE) ton) = 1 
erfüllt, d. h. dass der Modulus der Substitution (7) gleich 1 
ist. Durch diese ganzzahlige Substitution geht also fix, x’, &”) 
in eine äquivalente Form f(v,y',y”) über, von welcher die 
Form (15a) ein Bestandtheil ist, Ist aber g@(e,:',2”) eine 
Form, welche äquivalent ist mit f{®, x, ”), so ist sie es auch 
mit A(y,9,y”) und es giebt folglich eine ganzzahlige Sub- 
stitution 


sy tv tv" 
u I Da u u 
"hy +hv + R'v 
mit dem Modulus 1, für welche 
ya, v, vu) 
wird. Die Form (15a) wird daher auch durch g(2, 2, 2”) dar- 
gestellt, indem man setzt 
. Bau +} Bo 4 
Bu thYv 
u N a 
und diese Darstellung ist eine eigentliche, denn da die Glei- 
chung besteht: 


RN RB BB + Brho)i —=M, 
können die drei Zahlen 


Br Cr Brßı, Br Bo Ba Bußr, Bo ßı ar Br'ßo 


"keinen. von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler haben. 





on 


*%) 8, hierzu 2, Abschnitt, 3. Cap. an d. 
Bachmann, Zahlentheorie, IV, A, 4 
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5. Nicht jede Zahl kann durch eine gegebene ternäre 
Form dargestellt werden. Während wir das Problem der Dar- 
stellung selbst erst später behandeln werden, müssen hier 
einige allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt werden. 

Erinnert man sich zunächst der Unterscheidung aller 
Formen in bestimmte (positive) und in unbestimmte Formen, 
so ist ersichtlich, dass durch die erstern nur positive ganze 
Zahlen darstellbar. sind, während das Vorzeichen .der durch 
letztere darstellbaren Zahlen sowohl positiv als negatıv 
sein kann. : 

Sei ferner N eine beliebig gegebene Zahl und f(x, &', x”) 
zunächst eine eigentlich-primitive Form. Bedeutet. dann p 
irgend eine Primzahl, so können die Zahlen a, a’, a”, 2b, 2b, 
2b” nicht sämmtlich durch 9 theilbar sein; ist eine der Zahlen 
a,a,a”, z.B. a, nicht theilbar durch p, so wird auch die 
Form nicht theilbar durch p, wenn man x’, «” theilbar, & nicht 
theilbar wählt durch p; sind alle drei Zahlen a, «’, «” theilbar 
durch p, so darf eine der Zahlen 20,20’, 26”, z. B. 2b, es 
nicht sein, und dann nimmt die Form einen durch p nicht 
aufgehenden Werth an, wenn man & durch p theilbar, «’, «” 


nicht theilbar wählt. So kann man immer erreichen, dass’ 


f(x, &',&”) durch p nicht theilbar wird. Da aber diese Be- 
dingungen der Theilbarkeit resp. Nichttheilbarkeit der Zahlen 
x,x&,x” ın Bezug auf beliebig viel verschiedene, z. B. in Bezug 
auf die in N aufgehenden Primzahlen stets gleichzeitig erfüll- 
bar sind, ergiebt sich der Satz: Durch eine eigentlich- 
primitive Form können stets Zahlen dargestellt wer- 
den, welche zu einer beliebig gegebenen Zahl prim 
sind. Diese Darstellung darf sogar als eine eigentliche ge- 
dacht werden, da die Form, wenn sie prim zu N wird für 
Werthe &,x',x”, welche einen gemeinsamen Theiler haben, 
es auch bleiben wird, wenn man diesen gemeinsamen Theiler 
unterdrückt. 


a ala 
27279 
ganze Zahlen, welche zusammen mit b,b’,b” keinen gemein- 


Bei einer uneigentlich primitiven Form sind 


f ß . 1 ‚ 
samen Theiler haben. Hier wird also von —/(@,',&”) genau 


dasselbe gelten wie vorher von f(x,x',x”) und man erhält 


REG 
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den Satz: Durch eine uneigentlich-primitive Form kann 
stets das Doppelte einer Zahl (eigentlich) dargestellt 
werden, die zu einer beliebig gegebenen Zahl prim ist. 
Sind, wie angenommen, die Determinante also auch die 
beiden Zahlen 2, 1 ungerade, so kommen nur eigentlich- 
primitive Formen in Betracht. Unter derselben Voraus- 
setzung sind dann durch die Form f(x,x',x”) Zahlen 
von jeder der beiden Linearformen 4% --1 und 4x-+3, 
also sowohl quadratische Reste als Nichtreste (mod.4) 
darstellbar. Denn einer der Coefficienten a,a’,a”, z.B. a 
ist sicher ungerade; macht man dann die Substitution 
u Te a Zu PER 

so geht f(x, x’, x”) in eine äquivalente Form 

hu tay?+ay® + 2byy’+ 2b yy + 2b, yy' 
über, in welcher 

„a=a W=ar + 2b" ta, a —=au+2bu-+ a” 
ist; die drei Coefficienten a,,a,,a, werden also ungerade 
sein, wenn man A resp. u gerade oder ungerade wählt, je nach- 
dem a’ resp. «” ungerade oder gerade ist; nach der Gleichung 


D= aaa + 2550’ — ab? — ab — ad,” 
ergiebt sich alsdann b, + b,’ + b,” gerade also 
4. +4, +, +26, +’ HI Jen + ra (mod. 4). 
Letztere Zahl aber ist, wie die Zahlen a,,a,,a,, eine der 
durch f, also auch durch f darstellbaren Zahlen und würde, 
wenn alle Zahlen a,,«a,',a,” die gleiche Linearform hätten, die 
entgegengesetzte haben. 

Offenbar wird es nun auch möglich sein, x,x, =” 
so zu wählen, dass die eigentlich-primitive Form 
f(&,x',&”) einen Werth erhält, welcher zu einer be- 
liebig gegebenen Zahl N prim und von einer be- 
stimmten der beiden Linearformen 4% +1, 4x +3 ist. 
Man darf ihn sogar noch positiv voraussetzen. Dies 
ist von selbst einleuchtend, wenn die Form positiv ist; ist sie 
unbestimmt, so darf man doch a positiv voraussetzen, indem 
man nöthigenfalls (vgl. nr. 8) die Form f durch eine äqui- 


valente ersetzt, deren erster Coeffieient positiv ist. Sei dann 
4* 
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ua ie 
ein Werthsystem, für welches f den andern vorher angegebenen 
Bedingungen genügt; dann wird auch 
z=at4Ng, 2 =o, ve 
ein solches sein, aus der Gleichung 
a:f(@e + 4Nz, «, «”) 
— [a(@ + 4Nz) + b"’a’ + ba’)? + Aa”? — 2Ba’a + Aa” 
ersieht man aber, dass für ein hinreichend grosses 2 die Form 
f auch positiv werden muss. 

6. Es giebt aber andere Moduln, in Bezug auf welche der 
quadratische Charakter der Zahlen, welche eine ternäre Form 
darstellen kann, nicht willkürlich ist, und auf diesem Umstande, 
der sich schon in der Lehre von den binären quadratischen 
Formen herausgestellt, beruht, wie bei jenen, die Vertheilung 
aller ternären Formen einer bestimmten Ordnung in 
Geschlechter. Man begründet dieselbe am einfachsten auf 
die beiden Grundformeln, welche bei den angenommenen Be- 
zeichnungen jetzt folgende Gestalt erhalten: 


fla,«7,.@”) fu, y),y") 
(19) —= (yf°(a) + Ya) + Ye) 
+2: Say" — a’y,ay — ay", ay — 2’y) 


3, bi, x”) x 3, U3 y") 
(20) = (ya) + VER) + ER) 
+2: Fey’ — Ray, 2 y aa 
Versteht man nämlich unter & irgend einen Primfaktor 
von & und ertheilt den Veränderlichen &,&, 2”; y,y',y” 
solche Werthe, für welche die Form f nicht theilbar wird 


durch ®, so ergiebt sich aus der ersten dieser Formeln un- 
mittelbar | 


und 


ka: , -) Rn Ka y; 2 


© [0} 
d. h. für alle ganzzahligen Werthe der Form f, welche nicht 
theilbar sind durch ®&, hat das Legendre’sche Symbol ka 


[0] 
ein- und denselben Werth, sie sind folglich entweder sämmt- 
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lich quadratische Reste oder sämmtlich quadratische Nichtreste 
von @. Mithin hat die Form bezüglich des Primfak- 


tors ® einen durch den Werth des Symbols ) be- 


stimmten quadratischen Charakter. 

Bezeichnet man dagegen mit Ö irgend einen Primfaktor 
von / und wählt die Unbestimmten x,x’,x2”; y,y’,y” der 
Art, dass der Werth der Form %% nicht durch d aufgeht, so 
folgt in gleicher Weise aus der zweiten der obigen Formeln 

) — (2% a ; 
für alle ganzzahligen Werthe der Reciproken %, welche nicht 
theilbar sind durch Ö, hat also das Legendre’sche Symbol 


() ein- und denselben Werth. Mithin kommt der Form f 


bezüglich des Primfaktors Ö ein durch den Werth des 
Symbols Ko) bestimmter quadratischer Charakter zu. 


Demnach sind der Form f so viel verschiedene Einzel- 
charaktere eigen, als die Anzahl aller © und aller ö beträgt. 
Da 2, 4 gemeinsame Primfaktoren haben können, sollen fortan 
mit ©,0,@”,... alle in & aber nicht in 4, mit 0,0',06”... 
alle in / aber nicht in 2, und mit v,r',r”,... alle sowohl 
in 2 als in / aufgehende Primzahlen bezeichnet werden. 
Dann sind die sämmtlichen Einzelcharaktere der Form 
f durch die Werthe der folgenden Symbole: 


REINER 
SAOBHOROR 


bestimmt und letztere definiren zusammengenommen 
den Charakter der Form f. 

Alle Formen derselben Ordnung, welche gleichen 
Charakter haben, bilden ein Geschlecht von Formen. 
Da Formen derselben Classe stets dieselben Zahlen darstellen, 
müssen sie offenbar auch gleichen Charakter haben; Formen 
derselben Classe gehören mithin auch immer dem- 
selben Geschlechte an. Ist u,v,o resp. die Anzahl aller 
Zahlen ©,6,r, so ist die Anzahl der sämmtlichen Einzel- 


1) 
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‘charaktere (21), deren jeder den Werth + 1 oder — 1 haben 
kann, gleich u + v + 2e, und demnach die Anzahl aller mög- 
lichen Zeichencombinationen d.h. die Anzahl aller über- 
haupt denkbaren Geschlechter der Ordnung (2,4) 
gleich 
YQutr+2o, 

Ob diese Geschlechter aber auch wirklich vorhanden sind d. i. 
ob jeder möglichen Zeichencombination auch wirklich ternäre 
Formen jener Ordnung zugehören, wird später sich entscheiden. 

7. Diese wichtigen Ergebnisse sollen von einer anderen, 
allgemeineren Grundlage aus noch einmal hergeleitet werden. 
Wir stützen uns dazu auf einen Satz, welchen zuerst 
Stephen Smith aufgestellt hat und der uns auch weiter 
noch dienlich sein wird, folgen aber beim Beweise desselben 
mehr dem Gedankengange von Minkowski*). Der Satz lautet 
folgendermassen: 

Ist f(x, x’,&”) eine eigentlich-primitive Form mit 
ungerader Determinante, N aber eine beliebig ge- 
gebene Zahl, so kann in der Glasse von f stets eine 
Form g mit der Reciproken ® gefunden werden, für 
welche die Congruenzen 


ya? + «Qxe”? + a" RAE” 
(22) = aa" AA + aa da” + ac”? (mod. N) 


RE ER 


1lz=e«& 


erfüllt sind, Congruenzen, welche den Sinn haben sollen, 
dass rechts und links die Coefficienten sowohl der Quadrate 
wie auch der doppelten Produkte der Veränderlichen resp. 
einander congruent sind. 


*), S. die vortrefflliche Abhandlung von Henry Stephen Smith 
in Philos. 'Transactions of the Royal Society of London for the year 
1867: On the Orders and Genera of Ternary Quadratic Forms, sowie 
H. Minkowski’s Preisschrift: Memoire sur la theorie des formes qua- 
dratiques a coefficiens entiers, in M&m. pres. p. div. Savants Etr. t. 29. 
— Da beide Mathematiker die Frage nach den Ordnungen und Ge- 
schlechtern der quadratischen Formen ganz allgemein, ohne beschränkende 
Voraussetzungen über die Determinante behandeln, verweisen wir über- 
haupt den Leser, welcher eine Ergänzung des im Texte Gebotenen sucht, 
auf diese Abhandlungen. 
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Den Betrachtungen, durch welche dieser Satz begründet 
werden soll, sei der Beweis eines Hilfssatzes vorausgeschickt, 
welchen zuerst Gauss (Disquis. Arithm. art. 279) unter der 
Form einer Aufgabe hergeleitet hat. Sind nämlich Z,Z,Z” 
drei ganze Zahlen ohne einen von 1 verschiedenen 
gemeinsamen Theiler, so können sechs andere ganze 
Zahlen x,x',x”, y,y,y’ so gewählt werden, dass 

sy — ey =Z, X y—-ıy'=Z,ay —cy=Z”. 

In der That lassen sich zunächst ganze Zahlen x, x’, x” 
ohne einen von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler, die 
nicht sämmtlich verschwinden, so angeben, dass 
(23) Zz + Za«+Za—=0 
wird; man braucht zu diesem Zwecke z. B. nur 

Br, u 22,2 —= —2Z—EZ 

zu setzen, wo 2,2’ beliebige ganze Zahlen sind, und diese 
Zahlen x, x,” von ihrem grössten gemeinsamen Theiler zu 
befreien. Aus einer Lösung &, x’, x” der Gleichung (23) er- 
geben sich aber unendlich viel andere, wenn man, unter A, u, v 
beliebige ganze Zahlen verstehend, 
y=z—uZ’+vZ, yac—vZ+AZ, y=a"—ıZHtuZ 
setzt. Mittels dieser Formeln erschliesst man leicht 
zy — a y—= — MZx + Ze + Ze’) + Zac + un’ + ve”) 
d. i. mit Rücksicht auf (23) 

ey — ey=ZUüx + ux + ve”) 
und ähnlich 

a y— ay" = ZifAx + un + ve”) 

ay —ay = Zac + ur + ve”). 

Wählt man nun, was bekanntlich möglich ist), die un- 

bestimmten ganzen Zahlen A, u,v der Art, dass 
ic + ur +ve’—l 
wird, so findet sich, wie es sein sollte, 
24) 2 — ae y=Z X y—ay=Z, ay—ay=Z". 
Zu späterer Verwendung werde noch gezeigt, wie 


*) 8. Abschnitt II, 3. Cap. nr. 5. 
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man aus einer Lösung z,0,x”, y,y',y” der Aufgabe 

alle Lösungen derselben herleiten kann. Sei noch 

(25) En — oe ve En 2 En Zr En — En Mes Ve 

Man bestimme drei ganze Zahlen 2,2’,2” der Art, dass 
Zz+Z2 + Ze —=1 


oder 


wird. Nennt man dann 
Br a 
AZ 
EEE 
die adjungirte Determinante, so bestehen die Beziehungen 
=. 12 —- YZey—= RZ een 
denen man mit Rücksicht auf (25) leicht folgende Gestalt giebt: 
(26) ed y, y——Piten, 
wenn zur Abkürzung 
XE+ RE HK, + X HR 
YHrYE Hrn, mtl 4rn—d 
gesetzt wird. Hieraus schliesst man mittels der Determinanten- 
formel in nr. 2 des ersten Capitels und mit Rücksicht auf (25) 


ad — Py | 
— (X Y’—X'Y)ZZ+-(X’Y—-XY)JZ+- XY—XYZ=1 
und nun aus (26) 
g=uan rg N — px +0y 
und in analoger Weise 
(27) =axr+yy, M=ßBe + 0y 
say, n— her og. 
Alle Lösungen der Aufgabe finden sich also aus einer 
von ihnen mittels dieser Formeln (27), wenn man darin für 


«, ß, y, d alle möglichen ganzen Zahlen setzt, welche die 


Gleichung 
ed — pr=l 
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erfüllen; auch leuchtet ein, dass jedem solchen Systeme ganzer 
Zahlen «, ß, y, ö6 eine Lösung entspricht, da aus jenen Formeln 
sogleich die folgenden: 


en En=ay—ey)ld— P)=ey—ay 

und analog 
Ein En=aiy—ay, En —En=ay —ay 
hervorgehen. 

8. Dies vorausgeschickt, wenden wir uns nun zur Her- 
leitung der Congruenzen (22). Sei N—=4ND. Dem in nr.5 
Bewiesenen zufolge kann durch f eine Zahl « eigentlich dar- 
gestellt werden, welche prim ist gegen N’ und der Congruenz 
«A ==1 (mod. 4) genügt, und es sei 

f (& 4, 6 ) were 
wobei «,, &,°, &° ein primitives System bilden. Man kann 
dann ganze Zahlen &,,&,,%, &%,&% ,‚“% der Art wählen, 
dass die Substitution 
“Yo ty 
“—nytaytauy 
“= YyYtaytnYy 
den Modulus 1 erhält. In der That erreicht man dies, wenn 
man zunächst solche ganze Zahlen A, A’, A” bestimmt, dass 
WA+aA+aA—1 
ist, und darauf die Zahlen «,,«,,&,, &, ,& ‚%& so, dass 
Be Mh un  —- mn TH, vun a = 
wird, was dem Hilfssatze gemäss geschehen kann. Durch diese 
Substitution aber verwandelt sich f in eine äquivalente Form 
oytray@ ray" 2byy’+ 2byy + 2b"yy 
mit dem ersten ÜÖoeffieienten «. Die neue Substitution 
y=2-H/I2 -ur), yY=2, y'=:" 
liefert eine andere äquivalente Form 
2) =? + a2? + a2"? + 26,22” + 2b,2"2 + 26,"22’, 
in welcher 
b=aut+b, b’=ar + b” 
ist, und durch geeignete Wahl der unbestimmten ganzen Zahlen 
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A, w können b,',b,” durch N’ theilbar gemacht werden, sodass 
man schreiben darf 
(29) ze + a2?" + a, 2”” + 2b,2’2” (mod. N”). 
Hieraus ergeben sich aber, wenn f als eine Form der Ordnung 
(2, f) vorausgesetzt wird, wegen der Congruenzen 

ca —b’=oa —b =bd, — ab, =0 (mod. 2) 
die Zahlen a,’,a,”,b, theilbar durch &, etwa 

„=Ru, aA, b=82B, 

und somit 


30) A=zer?+ L%a,2”-+ 0,2”? + 222”) (mod. N’). 
Die Zahlen «,, «, ß können keinen von 1 verschiedenen ge- 
meinsamen Theiler mehr haben. Denn ein ihnen gemeinsamer 
Primfaktor p müsste dem Ausdrucke der Determinante zu- 
folge in D aufgehen und die Coeffieienten der Adjungirten 
von (28), nämlich 

a —b, Wa—b,, a0 —b, 


FE ERE „ 14 14 [4 „ „ 


44} 


würden dann sämmtlich durch 2» theilbar sein, gegen die 
Voraussetzung über die Ordnung von f. Ausserdem können 
nicht beide Zahlen «,, «, gerade sein, denn dann wäre ß un- 
gerade, und da aus dem Ausdrucke der Determinante die Con- 
gruenz 
A= a(a,%, — Pf?) (mod. 4N 4) 
gefolgert wird, so ergäbe sich 
1l=zeJ zu, -— = —1 (mod. 4), 
was nicht sein kann. 
Die angegebene Beschaffenheit der Coefficienten «&,, &, ß 
ermöglicht es, durch die binäre quadratische Form 
(31) v—= a2” + 02” + 2ß272” 
eine Zahl «’ eigentlich darzustellen, welche prim ist gegen 
N‘. Ist 
av? + v”? + 2ßvv’— eo 
eine solche Darstellung und sind 0,0” zwei ganze Zahlen, 
welche die Gleichung 
vo’”— v’o—=1 
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befriedigen, so geht die Form % durch die Substitution 
2 —=vu +oWu, =rviu + 0o’W 
in eine äquivalente Form 
eu? + 2Puu’+ yu””, 
deren erster Coeffiecient «’ ist, und letztere, wenn 
u m tur, un 
gesetzt wird, in eine wieder äquivalente Form 
= «x? +2(B + an)a’c” + 880”? 
über, deren mittlerer Coeffieient ß’—+ «’x durch geeignete Wahl 
der unbestimmten ganzen Zahl x durch N’ theilbar gemacht 
werden kann, sodass man für die Form xy die Congruenz 


— «'c” + 6x”? (mod. N’) 
also auch 
Ay a Ar” + 92x” (mod. N’) 


erhält. — Da sich nun durch dieselbe Reihe von Substitutionen 
in Verbindung mit 2=x die Form f, in eine äquivalente 
Form @ mit dem ersten Üoefficienten & verwandelt, wird für 
letztere die Congruenz 


(32) p= ar? + «Qx” + 62x”? (mod. N’) 
erfüllt sein, aus welcher mit Rücksicht auf den Ausdruck der 
Determinante die weitere: 
| Az «ad (mod. AN LI) 
hervorgeht; diese erfordert, da «,«’ zu N’ also zu I prim 
sind, dass ö theilbar sei durch /, und giebt, wenn demgemäss 
0 = Aa” gesetzt wird, der Congruenz (32) die folgende Form 
y=ar + a2” + a" QA2”” (mod. N’); 

aus ihr gehen diese andern: 

oma + «Re? + a" 2A” 

D— «a 24x + aa 1x” + aux” 


hervor, während 


(mod. N) 


l1=««ee” (mod. N) 


gefunden wird, ganz wie der ausgesprochene Satz es behauptet. 
9. Versteht man nun unter N das Produkt 24, so 
ergeben sich die Resultate der nr. 6 ganz von selbst. 
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Denn, indem man hier wieder mit ®, ö jeden Primfaktor von 
52 resp. I bezeichnet, folgt aus der ersten der Congruenzen (22) 
p= aa? (mod. o), 

aus der zweiten 
© = au'x’” (mod. 0), 
während sich aus der dritten «,«’ prim sowohl zu ® als zu 
ö ergeben. Legt man also in der Form p resp. ® den Un- 
bestimmten x,x’,x” solche Werthe bei, welche sie durch & 
resp. Ö nicht theilbar machen, was voraussetzt, dass =, ©” 
durch & resp. durch ö nicht theilbar sei, so ergeben sich ohne 
weiteres die Gleichungen 
& ® a’ 

Dale 
durch welche der quadratische Charakter für alle durch 
resp. ® darstellbaren, durch ® resp. ö nicht theilbaren Zahlen 
als übereinstimmend nachgewiesen wird. Derselbe quadra- 
tische Charakter gilt dann aber auch bezüglich der Formen f 
und %, welche jenen äquivalent sind. 

Die Congruenzen (22) können aber auch dazu ver- 
wendet werden, zu zeigen, dass der Form fin Bezug 
auf eine ungerade Primzahl p, die weder in & noch 
in fJ aufgeht, kein ähnlicher quadratischer Charakter 
zukommt, dass sie vielmehr in Bezug auf einen solchen Prim- 
zahlmodulus sowohl quadratische Reste als Nichtreste darzu- 
stellen vermag. Man nehme zu diesem Nachweise N —=p an, 
schreibe also die Congruenzen: 


oma? + «Re? + a" QAxr” 
= aa’ AA + "ade + aax””\ (mod.p). 
1 =uaue” 
Aus der letzten derselben folgen «,«',«” als prim gegen p, 
aus der ersten, indem man der Reihe nach x, x’, x” gleich 1, 
die übrigen Unbestimmten aber jedesmal gleich O setzt, 
9=e, ga RL, y=a”’R2A (mod. p),. 


sodass nichts weiter zu beweisen wäre, wenn diese drei Zahlen 
verschiedenen quadratischen Charakter besitzen. Im ent- 
gegengesetzten Falle aber lässt sich die erste der Con’ 
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gruenzen folgendermassen schreiben: 
(33) 0. p= + 824 8” (mod. p) 
Sei dann A irgend welche durch p nicht theilbare Zahl, so 


kann man auf Grund des Dirichlet’schen Satzes von der 
arithmetischen Progression eine Primzahl q finden, für welche 


gq=A (mod. p), g=l (mod. 4) 
ist, und folglich Zahlen 8,8’, welche die Gleichung 
De ss 
erfüllen. Wählt man demnach in (33) für 8,8’ die eben be- 
stimmten Werthe und setzt 8° = 0, so kommt 
©. p=A (mod. p), 
wo nun, je nach der Wahl von A 


an 6) 


werden wird. — Was so aus der ersten der Congruenzen für 
p erwiesen wurde, das beweist sich in ganz entsprechender 
Weise aus der zweiten derselben für ®. 

10. Demungeachtet kann man mit Smith einen Gesichts- 
punkt angeben, von welchem aus sich noch ein weiterer, den 
in nr.6 angegebenen ähnlicher Charakter einer Form f(z,x’,=”) 
aufstellen lässt. Wir führen zu diesem Zwecke folgende 
Definition ein: Ist 

m—f(t, 2,2), UH=-8(X,X,X”) 
und sind die Werthe der Unbestimmten, mittels deren diese 
Darstellungen von m, M durch f, % erfolgen, mit einander 
durch die Gleichung 
(34) X + X ce + X =0 
verbunden, so sollen die Darstellungen gleichzeitige und die 
Zahlen m, M gleichzeitig durch f,% dargestellte Zahlen, 
die gleichzeitigen Darstellungen zudem eigentlich heissen, 
wenn x,x',x” sowohl, als auch X, X’, X” keinen von 1 ver- 
schiedenen gemeinsamen Theiler haben. 

Hiernach werden 
DrR,.X, 2")... M=Rlay"— wiyNey— 2y',2y — z'y) 


gleichzeitige Darstellungen sein. Die erste der Grundformeln 
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lehrt daher, indem man einmal 

1, edel, y ZU, ya 
ein andermal 

ae Een aa ER 
setzt, dass der erste Öoefficient jeder Form f zusammen mit 
dem zweiten, ebenso auch mit dem dritten Coeffieienten ihrer 
Reciproken 7 ein Paar gleichzeitig und eigentlich dargestellter 
Zahlen bildet. Allgemeiner zeigt die Art und Weise, wie in 
der Anmerkung zu nr. 4 des ersten Öapitels die erste Grund- 
formel hergeleitet worden ist, dass der erste Ooefficient 
jeder mit fäquivalenten Form mit dem dritten (ebenso 
auch mit dem zweiten) ÜÖoefficienten in der Reci- 
proken derselben gleichzeitig und eigentlich durch 
f,& dargestellt werden. Aber es gilt auch umgekehrt 
der Satz: 

Sind m, M zwei eigentlich und gleichzeitig durch 
f und 5% dargestellte Zahlen, so kann man eine mit f 
äquivalente Form angeben, in welcher m der erste, 
und in deren Reeiproker M der (zweite oder) dritte 
Coeffiecient ist. Sind nämlich «,, &,°, @°; A, A, A” die 
durch die Gleichung | 

ww A+aA + A—=0O 
mit einander verbundenen darstellenden Zahlen, sodass 
m— f(ay, 0, , 04°), M=%$(A,A, A’) 

ist, so kann man nach dem Gauss’schen Hilfssatze drei ganze 
Zahlen «&,,«&,,«, so wählen, dass | 
(35) 0,0, — a, =A, 9%, — ig —=Ä, ya, — a, —=Ä” 
werden, und da letztere Zahlen ein primitives System bilden, 
lassen sich ferner drei ganze Zahlen «, ,«@, ,«@, finden der 
Art, dass der Modulus der Substitution 


ey Yyt%oY ty" 
“= ytay + a'y" 
“nm ytraytay 

gleich 1 wird. Durch diese Substitution verwandelt sich aber 


die Form f in eine äquivalente: 
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ay+ay® ray + 2b,yy + 2b, y"y + 2b yy, 
in welcher 
,=fo,0,)=m a =flo,%,%), 
= Wh tale + Salon 
also der dritte Coeffieient ihrer Adjungirten gleich 
2-3(A,AA,A)=2-M, 


mithin der dritte Coefficient ihrer Reciproken gleich M ist. 

Indem man m’ für a,’, n” für b,” setzt, kann man aus 
dem Vorigen noch folgenden Schluss ziehen: Sind m, M 
gleichzeitig und eigentlich durch f, 5 darstellbar, so 
giebt es eine binäre quadratische Form 

my + 2n’yy + m’y 

mit der Determinante 
(36) n„®?— mm'=—82:M | 
durch welche m eigentlich darstellbar ist, während 
sie ihrerseits eigentlich durch f mittels der Formeln 


2 


C=RYt any 

a yt ay 

"= ytanY 
dargestellt wird. 

Und wegen der Reciprocität der Formen f, % bezw. der 
Invarianten 2&, 4 giebt es gleicherweise eine binäre qua- 
dratische Form 

MY’+2N’YY-+-MY” 
mit der Determinante 
(37) N?— MM =—I4:m, 
durch welche M eigentlich darstellbar ist, während 
sie selbst durch % eigentlich dargestellt werden kann. 

Hieran fügen wir den Nachweis, dass, wenn von 
zwei gleichzeitig und eigentlich dargestellten Zahlen 
m, M die erstere positiv ist, auch die zweite positiv 
sein muss. 

Der ersten Grundformel zufolge besteht die Gleichung 


m fa,c, ce) = (ka Hei te +2 TR, LT,X”), 
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wenn 
X=afı"— ur, X or oc, Auer 
gedacht wird. Nach der zweiten Grundformel erhält man 
ferner 
M. 35H, X ’ X ) 

—= (XS) HLIFlA HLTFA) 

+4:.fANX”— A X, MX —AXT, AX’—AX). 
Hier findet sich aber mittels einfacher Rechnung 

ES A, X SE, a, (Az E- Ax’ - A’x”) 

NX—AX” = a(Ax + Aa + A'x” 

AX’—AX = «(Ar + Aa” + Ar” 
und somit durch eine Combination der vorstehenden Formeln 
die folgende Gleichung: 


mM-f(a,x',2”)=M (af te +81) 
2 + MURXEA) HL TA) + X FA)) 
+ 2Am: (Ac + Aa’ + Na)”. 


Ist nun m positiv, so würde, falls M negativ wäre, der 
Ausdruck zur Rechten, so oft f(x, &’,«”) eine positive Form 
ist, also 2, 7 positiv sind, zu einer unbestimmten, so oft 
f(x, &’, &”) aber eine unbestimmte Form, also 2 <0, 4>0 
ist, zu einer bestimmten (negativen) Form, was einen Wider- 
spruch gegen die linke Seite der Gleichung hervorrufen würde; 
somit muss auch M positiv sein. 

11. Nachdem dies festgestellt worden, soll nun- 
mehr der Beweis geführt werden, dass es zwei posi- 
tive, zu 2284 und auch unter einander prime Zahlen 
m, M giebt, welche durch f und ihre Reciproke % 
gleichzeitig und eigentlich dargestellt werden können. 
Nach dem ersten in voriger nr. hervorgehobenen Matze genügt 
es hierzu, festzustellen, dass es eine mit f äquivalente Form 
fı giebt, in welcher der erste Öoefficient und in deren Reci- 
proken %, der dritte Coeffiecient positiv, zu 284 und unter 
einander prim sind; wegen des letzten Satzes reicht es sogar 
hin, das positive Vorzeichen nur für den erstgenannten Coeffi- 
cienten festzustellen. 
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Um sich aber hiervon zu überzeugen, wähle man in den 
Congruenzen (22) für N den Werth 281, sodass p eine mit 
f äquivalente Form bedeutet, für welche und ihre Reciproke 
® die Congruenzen 

o=aX + «a NQx”? + a" QAx” 
Bea" AAX? +a’aAX? + aa X”, (mod. 287) 


EN 2 


a 


bestehen, während «, der erste Üoefficient von @, positiv und 
prim ist gegen 281, auch darf, wenn es beliebt, «1 = 
(mod. 4) vorausgesetzt werden. Versteht man hier unter W, 
AA, B,B,B” die Coefficienten der Form ©, so leisten 
diese den folgenden Congruenzen: 

A=E0,d=0, d’=0 (mod. 27) 
Genüge. Demgemäss können W,A”,B keinen gemeinsamen 
Theiler haben, denn jeder ihnen gemeinsame Primfaktor würde, 
dem Ausdrucke der Determinante zufolge, auch in der Deter- 
minante von ® also auch in 84 und folglich auch in A, 9’, 
B” aufgehen, die Form ® also keine primitive sein, was sie 
doch als reciproke Form sein muss. Da zudem 


B=0 (mod. 227) 
also gerade ist, muss eine der Zahlen W’, A” ungerade sein 
und folglich ist die binäre quadratische Form 
ABA) 

eine eigentlich-primitive. Dies vorausgeschickt, bemerke 
man, dass p durch eine Substitution 

im a—ßyaHrhy, e=yyHtry), 
in welcher 
(39) BERN 
ist, in eine äquivalente Form f, übergeht, deren erster Üoeffi- 
cient der gleiche bleibt, wie in p, während die Reciproke ® 
durch die Substitution | 


x A I >. Ir ARTE ya vY’, X’— ae Br Wr -H BAER? 
in die Reciproke 7%, übergeht, deren dritter Coefficient 
demnach durch den Ausdruck 


Ay”? 1 A”P” FEN 28y’P 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. B) 
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bestimmt wird. Da (W, 8, W”) eigentlich-primitiv ist, lassen 
sich die ganzen Zahlen ß’,y’ so wählen, dass dieser Aus- 
druck zu 2849 und zugleich auch gegen « prim wird*). 
Man darf sie sogar dabei als relativ prim voraussetzen, sodass 
es möglich ist, die angenommene Bedingung (39) durch passende 
Wahl der ganzen Zahlen $”,y” zu erfüllen. Die mit f äqui- 
valente Form f, ist also genau von der Beschaffenheit, welche 
nachgewiesen werden sollte. 

12. Gesetzt nun, m und M seien zwei solche Zahlen, 
wie sie als vorhanden soeben nachgewiesen worden sind, so 
bestehen nach nr. 10 zwei Gleichungen von der Form (86) 
und (37), aus denen man mit Anwendung des verallgemeinerten 
Legendre’schen Symbols sogleich die folgenden: 








erschliesst. Aus ihrer Combination und auf Grund des all- 
gemeinen Reciprocitätsgesetzes der quadratischen Reste _ folgt 


weiter: 


2SM+i1 m—ı, Am+1 M—ı1, M—i m—1I 














m M / er uber wi: % 
en 
oder, wenn der Exponent von — 1 mittels der bekannten für 


je zwei ungerade Zahlen a,b geltenden Relation 
aodb—1 _ a —1i b—1 
aa ee 


umgeformt wird, einfacher: 
4 M a 
)9)=c-D 
Bezeiehnet man demnach mit #£ die Einheit 
2M+i1 Am+i 


(40) E— (ya ae 
so erhält man für diese die Beziehung: 
I | 
(41) Klee -(%) 5): 
Hier ıst aber der Werth der rechten Seite theils durch 























*, Wenn es beliebt, kann er sogar ausserdem zu einer beliebig 
gegebenen Zahl prim gemacht werden. 
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die Ordnung, von welcher der erste Faktor abhängt, theils 
durch das Geschlecht der Form f(x, x’, x”), dem gemäss die 


Symbole (%) B 9) auch durch (5) r ($) ersetzt werden können, 


fest: bestimmt und für jede zulässige Wahl der Zahlen m, M 
ein- und derselbe. Man findet demnach, dass für die 
Form f(x, x’, x”) die Einheit E für jedes mögliche Paar 
von Zahlen m, M von der angegebenen Art einen con- 
stanten Werth hat. Letzterer Umstand findet sogar in noch 
weiterem Umfange statt, als auf dem eben verfolgten Wege 
gefunden wird. Zum Beweise wähle man in den Congruenzen 
(22) N=4, wo man ihnen dann, wie einfach zu übersehen, 
die Gestalt 
tn 

2:-9=aX’+a« X? +a«”X”” 
geben kann, in welcher «, «’,«” wieder drei ganze Zahlen be- 
deuten, welche der Congruenz 
(42a) ara" =1 (mod. 4) 
genügen. Um die Reste zu finden, welche 4:9, &-® (mod. 4) 
lassen, wenn man für 2,27,2”; X,X’, X” alle primitiven 
Systeme setzt, welche die Gleichung 

X+ X +- X =0 
erfüllen, genügt es, diejenigen Restsysteme x,27,2”; X, X, 
X” (mod. 4) einzusetzen, für welche die Congruenz 
X + Xae + X’ =0 (mod. 4) 

stattfindet. Werden sie zudem so gewählt, dass und ® un- 


gerade werden, so zeigt sich ohne Mühe, dass 


Zp+1 25+1 
2 2 


(mod. 4) 


stets mit einer der drei Zahlen 
+Ye@+t «HYder) e+Dla+ 1) 
(43) rn, ga an hr ı mreeeen 
(mod. 2) eongruent ist, diese aber sind wegen der Congruenz 
(42a), aus welcher die andere: 
(44) «e+e+e”+1=0 (mod. 4) 


hervorgeht, unter einander (mod. 2) congruent. Also ist 


5* 
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Am+1i 2M+1 
E=(—|]) ? = 
für je zwei gleichzeitig durch f, 5 dargestellte ungerade 
Zahlen m, M von gleichbleibendem Werthe. 

Der positive oder negative Werth dieser Einheit 
bezeichnet also in der That einen neuen Charakter 
der Form f(x,x’,x”), den man mit Smith als einen 
selbständigen (supplementären oder — seiner besonderen 
Eigenthümlichkeit wegen — simultanen) Charakter den 
Einzelcharakteren (21) der Form hinzufügen könnte. 
Dann ist aber zu beachten, dass zwischen ihm und den übrigen 
Einzelcharakteren der Form die durch die Gleichung (41) aus- 
gesprochene Beziehung stattfindet, der gemäss die Hinzel- 
charaktere zu wählen sind, damit ihnen ein Geschlecht der 
Ordnung (2, /) entsprechen kann. Obwohl daher die Anzahl 
der Wertheombinationen aller Einzelcharaktere durch solche 
Hinzufügung auf das Doppelte wächst, bleibt dennoch die An- 
zahl der möglichen Geschlechter unverändert die früher an- 
gegebene. Es scheint daher richtiger, E als einen abge- 
leiteten Charakter zu betrachten, der keiner besonderen 
Aufzählung bedarf. Aber er giebt Veranlassung, mit 
Eisenstein die sämmtlichen Geschlechter in die beiden 
Gruppen zu sondern, bei welchen 




















2 
(a) E=1 oder 4) = 1) man 
und bei welchen : ». 
| +1 1 
(b) E=—.1 oder de yet 


ist. Diese unterscheiden sich nämlich, wie Eisenstein zu- 
erst bemerkt hat, charakteristisch durch ihr Verhalten zum 


Modulus 8. 
In der That, E kann nur — 1 sein, wenn Im Er 


2 2 
also auch jede der Zahlen (43) ungerade ist; dazu müssen aber 
ae=ae=e"==1 (mod. 4) sein und nach der ersten der Con- 


gruenzen (42) darf man schreiben 


(45) A» po= gi -H 4a)a? di (1 a8 4a’)? “u (1 2 4a”)x”? 
+ 4ba’0” + Ab’0”z + Ab”za”. 
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Hiernach ist die Determinante von 4/-@ (mod. 8) congruent 


mit 
u a 


andererseits ist sie gleich 4°- D= 1!. 2° also =1 (mod. 8) 
und folglich ergiebt sich die Congruenz 


aeg ht + 7 0) (mod. 2). 

Nun müssen, wenn @ ungerade werden soll, die drei 
Zahlen x, x’, &” entweder sämmtlich ungerade, oder eine von 
ihnen ungerade, die anderen gerade sein; im letzteren Falle 
findet man aus (45) 

I-pg=loder 1-9 =5 (mod. 8), 
im ersteren 
AI-o=3+4a+n+a”+b +’ HIN)=3 (mod. 8). 
Hieraus aber folgt der Satz: Durch eine Form aus der 
zweiten der Geschlechtsgruppen sind ungerade Zahlen 
darstellbar, welche einer beliebigen der Zahlen 4, 
34,54, aber keine, welche 74 (mod. 8) congruent sind. 
dm +1 2M-+1 
2 2 

also jede der Zahlen (43) gerade sein, was erfordert, dass 
mindestens zwei der Zahlen &,«’,«”, z.B. «,«’ congruent 3 
und dann wegen (44) die dritte derselben, «” congruent 1 
(mod. 4) sei. Man darf dann also schreiben: 


6) 4:9=- +4) +(8 +40)? + (1 + 4a”)a” 
+ 40x20” + 4b’o’z + 4b" za 


und erschliesst nun wieder wie vorher die Congruenz 


a+ta+a”+5-+b’+d’=0 (mod. 2). 
Wählt man also «, x’, x” wieder auf alle mögliche, Weise 
so, dass p ungerade wird, so sieht man leicht ein, dass 4: 
jeden der Reste 1,3,5, 7 (mod. 8) lassen kann, und gelangt 
so zu dem Satze: Durch eine Form aus der ersten Ge- 
schlechtsgruppe können Zahlen von jeder der Linear- 
formen 8» + 1,5,5, 7 dargestellt werden. 





Soll dagegen E=--1 sein, so muss 
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Von der Darstellung durch eine gegebene Form. 


1. Im vorigen Capitel ist eine Reihe von Sätzen über die 
Darstellung von Zahlen oder von binären quadratischen Formen 
durch ternäre entwickelt, die zwar an sich hohe Bedeutung 
besitzen und auch häufig, insofern sie Bedingungen für die 
Darstellbarkeit zum Ausdruck bringen, erkennen lassen, wenn 
etwa eine gegebene Zahl durch eine gegebene Form nicht 
dargestellt werden kann. Die Aufgabe aber, diese Entschei- 
dung für jeden Fall zu treffen und alle etwa vorhandenen 
Darstellungen einer gegebenen Zahl sowie einer gegebenen 
binären durch eine gegebene ternäre quadratische Form auf- 
zustellen, bleibt noch zu lösen. Im gegenwärtigen Capitel 
wird die Lösung dieser Aufgabe auseinandergesetzt, wie sie 
Gauss gelehrt hat“). 

1) Beginnen wir mit der an die Betrachtungen des vorigen 
Capitels unmittelbar sich anschliessenden Bemerkung, dass, 
wenn eine binäre quadratische Form 


(1) p= my? + 2n”yy’ + m’y” 
mit der Determinante 
(2) D=n",.— mm’ **) 


durch die ternäre quadratische Form f(x, x’, «’) darstellbar 
ist, indem man 
| = Yy+%Y 
(3) “= ytay 
| my a y 
setzt, sich die Beziehungen 


(4) M = flog, 4,0), M=Mfo + fo + Gelor 


m — fu, &,%) 





*) Disquisitiones Arithmeticae, art. 278 bis 285. 

**) Unter D ist fortan nicht mehr, wie bisher, die Determinante 
der ternären Form zu verstehen, welche überhaupt nicht mehr durch 
einen besonderen Buchstaben auszudrücken ist, da sie mittels der beiden 
Invarianten 2, J ausgedrückt werden kann. 
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und folglich nach der ersten Grundformel auch die folgende: 
0) D=— 2: lau; — aa, , day — &yly, kg &y — ,0y) 
ergeben. Hieraus folgt: Damit eine binäre quadratische 
Form durch eine ternäre von der Ordnung (8, f) dar- 
stellbar ist, muss ihre Determinante D durch & theil- 
bar sein, und wenn man 

(6) D=—2:.M" 

setzt, so ist nach der Gleichung 

(7) MT = %la’ay — 0,’ , yo, — Gy lg, &y k — CC) 
jeder Darstellung der binären Form durch die ternäre 
eine Darstellung von M” durch die Reciproke der 
ternären Form zugeordnet; auch wird letztere Dar- 
stellung eine eigentliche sein, so oft es die erstere ist. 

2) Man kann aber auch umgekehrt zeigen, dass 
jede eigentliche Darstellung von M” durch die Form 
% einer eigentlichen Darstellung einer binären Form 
mit der Determinante D=— &.M” durch die Form 
. f zugeordnet ist. In der That sei 

M’= $(A,A, A’), 

wo die darstellenden Zahlen A,A’, A” keinen von 1 verschie- 
denen gemeinsamen Theiler haben. Wählt man dann nach 
dem Gauss’schen Hilfssatze die ganzen Zahlen «,, &,°, «,°, «,, 
&,@%, der Art, dass 

u — A, un ng —=Ä, aa — a = 
ist, so bestimmen die Formeln (3) eine eigentliche Darstellung 
einer quadratischen Form (m, n”, m’) mit den durch (4) defi- 
nirten Öoeffieienten und mit der Determinante D durch die 
Form f(x,x’, x”), eine Darstellung, welcher die Darstellung 
A,A,A” von M” durch % zugeordnet ist. 

3) Aequivalente binäre Formen mit der Determi- 
nante D= — M’2 sind immer gleichzeitig durch die- 
Form f(x, x',x”) (eigentlich) darstellbar oder gleich- 
zeitig nicht darstellbar*), und liefern im ersteren 


*) Dieser Theil des Satzes bleibt, wie leicht zu übersehen, auch 
bei uneigentlicher Aequivalenz von p und 9’ bestehen. 
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Falle dieselben zugeordneten Darstellungen von M” 
durch die Form %. Denn, ist p’ äquivalent mit @, so be- 
steht für eine Substitution 


(8) y-astße, Yyc+ de, 
in welcher «&ö — ßy =1 ist, die Gleichung 
(a) yo). 

Wenn dann @ durch f(x,x’,x”) (eigentlich) darstellbar 
ist mittels der Formeln (3), sodass | | 
N) Fay toy, Ay tray, By ty) pH Y) 
ist, so ist auch 
(10) fie + 2, Bi2+ Pi?) Br + Be)=plR2) 
d.h. p’ ist darstellbar durch f(x, x’, 2”) mittels der Formeln 

x = ßy2+ Bo? = (aa + Y)2 + (eo B + %0)2 
(11) e=Br2 + 2 = (aa + a Yr)2 + (B + ,6)2 
— Pieter = (ta + my) + (Br %0)2 


und man findet sogleich 


Bißg — BB, = a — a, 
Pe’ Bo — Bo hg — ya, — &y 
Po Pr — Pia = Ra — °%. 

4) Verschiedenen Transformationen von @ in 9 ent- 
sprechen auch verschiedene, der Darstellung von @ zuge- 
hörige Darstellungen von @”. Denn, da die Zahlen 

Ay — 0’, glg — glg, Aylı — Ay dg 
ohne gemeinsamen Theiler sind, können sie nicht sämmtlich 
Null sein; sei also etwa «,’&, — «,°«, von Null verschieden. 
Dann ersieht man sogleich, dass aus den Werthen von 
a4 %Y, a + 0, Y 
die Zahlen «, y, aus den Werthen von 
%B+ 0, a ß+ a, 
die Zahlen ß, ö eindeutig bestimmt sind; verschiedenen 
Systemen «, ß,y, d kann also nicht dieselbe Darstellung (11) 
entsprechen. 


Legt man den Zahlen «, ß, y, ö alle Werthe bei, welche 
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die Gleichung «ö — By = 1 erfüllen, so erhält man auch die- 
jenigen r Substitutionen (8), welche @ in sich selbst ver- 
wandeln. Indem man also @’ mit g identificirt, folgt 
sogleich aus dem eben Gesagten, dass z verschiedenen 
Darstellungen von g durch f immer ein und dieselbe 
Darstellung von M” durch % zugeordnet ist. Hierbei 
ist v unendlich, wenn D>O ist, dagegen eine aus der Theorie 
der binären quadratischen Formen her bekannte endliche Zahl, 
wenn D<O ıst. 

5) Nicht äquivalente, durch die Form f(«&,«, «”) 
eigentlich darstellbare binäre Formen mit der Deter- 
minante D=— QM” liefern verschiedene zugeordnete 
Darstellungen von M” durch %. In der That, wären 
und @’ zwei nicht äquivalente binäre Formen mit der Deter- 
minante D, von denen die erste mittels der Gleichung (9), die 
zweite mittels der Gleichung (10) durch f(x, x’, «”) eigentlich 
darstellbar ist, während diesen Darstellungen dieselbe eigent- 
liche Darstellung A,A’, A’ von M” durch 5 zugeordnet ist, 
so beständen sowohl die Gleichungen 


a — a —=A, a, — 5 =AÄ, aa — aa, = A” 
als auch die Gleichungen 
Bi ße — BB —=A, Be’ßo — Boßr —A, Bohı — Bi = A". 
Nach nr. 7 des vorigen Capitels müssten daher 

Po = au + Yy% Bo = Bay + do, 

Pr = en’ + ya, Pr = Bu’ + da, 

Be’ = aa,’ + yo, Pr = Pu,’ + I, 
sein, während &d — ßy=1 ist, was nichts anderes besagt, 
als dass in @’ durch eine Substitution (8) transformirbar, 
ihr also äquivalent wäre, gegen die Voraussetzung. 

2. Aus diesen fünf festgestellten Umständen ist 
offenbar nun Folgendes zu erschliessen: 

Wegen 2) werden nothwendig sämmtliche eigentliche Dar- 
stellungen von M” durch die Form % erhalten, wenn man die 
eigentlichen Darstellungen aller binären quadratischen Formen 
mit der Determinante D= — 2&.M” durch die Form f aufsucht. 
Es genügt aber nach 3), dies für alle nicht-äquivalenten 
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Formen 9,9,9”,... mit dieser Determinante zu thun. Nach 
1) liefert wirklich jede solche Darstellung einer dieser Formen 
eine der gesuchten Darstellungen von M” und nach 5) sind 
jedenfalls diejenigen so ermittelten Darstellungen von M”, 
welche verschiedenen der Formen 9,9',9”,... entsprechen, 
von einander verschieden. Was aber diejenigen Darstellungen 
von M” betrifft, welche Darstellungen ein und derselben der 
Formen 9,9',9”,... zugeordnet sind, so werden nach 4) die 
letztern sich in Complexe von je r Darstellungen vertheilen 
der Art, dass jedem dieser Complexe nur eine einzige aber 
wegen 5) auch eine eigene, von den andern verschiedene Dar- 
stellung von M” zugeordnet ist. 

Die entwickelten Betrachtungen lehren aber weiter, 
dass die Aufgabe: alle eigentlichen Darstellungen 
einer gegebenen Zahl durch eine gegebene ternäre 
quadratische Form zu finden, auf die andere zurück- 
kommt: alle eigentlichen Darstellungen einer ge- 
gebenen binären quadratischen Form durch eine ge- 
gebene ternäre zu ermitteln. In der That, nach dem 
eben Gesagten findet man die eigentlichen Darstellungen einer 
gegebenen Zahl M” durch die Reciproke einer ternären 
Form der Ordnung (&, 7) aus den eigentlichen Darstellungen 
binärer Formen mit der Determinante — &M” durch die ter- 
näre Form selbst; aber jede gegebene ternäre Form einer 
beliebigen Ordnung (2, 1) kann als Reciproke einer solchen 
angesehen werden, deren Invarianten bis auf das Vorzeichen 
91,2% sind und damit leuchtet die Richtigkeit des ausge- 
sprochenen Satzes unmittelbar ein. 


5. Man hat demnach fortan nur noch zu handeln von 
der eigentlichen Darstellung einer gegebenen binären 
quadratischen Form 


p—= my + 2n”yy’ + m’y” 
durch eine gegebene ternäre Form f(x, x’, &”), deren Ordnung 
wieder durch die Invarianten 2, 4 bestimmt angenommen 
werden mag. Vor allem müssen die Bedingungen fest- 


gestellt werden, unter denen solche Darstellung allein 
möglich ist. 
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_ Nach nr. 1 weiss man bereits eine derselben: die Deter- 
minante D der binären Form muss durch 2 theilbar 
sein; wir setzen also 


(12) D=- 408 


Für die Anwendungen der Darstellungslehre, die wir zu machen 
gedenken, wird es genügen, wenn wir fortan uns auf die 
Voraussetzung beschränken, dass M” prim sei zu 
224. Ist aber p mittels der Formeln (3) durch f(x, x’, x”) 
darstellbar, so folgt die Gleichung 


(13) M= 3 (a, Ba E06, , allg, >= Co bg, Ey, 0, ) 


d.h. M” ist durch die Reeiproke % von f darstellbar und 
folglich muss zweitens für jede in f aufgehende Prim- 
zahl ö die Bedingung 


(14) F)=-6) 


erfüllt sein. Wenn feine bestimmte (positive) Form, also 
2&>0O ist, kann offenbar auch @ nur eine positive binäre 
Form sein, in ihrer Determinante D = — QM” muss also 
M”>O sein. Ist dagegen f eine unbestimmte Form, also 
2 <0O, so muss p eine bestimmte oder unbestimmte Form 
sein, je nachdem M"<0O oder M”>O ist, und im ersteren 
Fall eine negative Form, denn sonst wären m, M” zwei 
eigentlich und gleichzeitig durch f und % dargestellte Zahlen 
und m>0, M”’<0, gegen nr. 10 vorigen Capitels. — 

Da die Darstellung der Form p als eine eigentliche vor- 
ausgesetzt wird, so lassen sich die ganzen Zahlen a, , &, ,& 
so angeben, dass die Determinante 


N) 
Gy 0% 


0 ‚ ee 
(15) 7 a 
[0] ! „ 
Go 0 0 
ist. Nimmt man die Zahlen AP A’, ... ın ıhrer früheren 
09 0, 


Bedeutung (Cap. 1, (30)), so erhält man mit Rücksicht auf die 
Gleichung (13), die dann einfacher 


M” er UA, , A; A,) 


lautet, aus der zweiten Grundformel folgende Congruenz 
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= (FA) + FR) +2 EA) 
(16) + fa AA", BA DEN 
(mod. 7”). 


Setzt man hier zur Abkürzung 
1) zo tx He’ =u, u, Tu Fam 
so findet man sogleich 
CA, — EA = au — U 
Ay — aA, = au — au 
A, — EA, = U" — 0, U 
und wegen der Darstellbarkeit der Form @ durch f mittels 
der Formeln (3) 
(ou — u, u — 0, U, au” — &, u) 
— mu? — 2n’uu + m’uR. 
Hierdurch nimmt die Congruenz (16) die neue Gestalt an: 
(SFR) + ZUR) + a’ gan): 
+ A(mu” — 2n”uu + m’wW) =0 (mod. M”) 
und ergiebt, wenn man einmal x&,x',&” gleich A), A,,Ay, ein 
zweites Mal gleich A,P, A,°, A,®, ein drittes Mal gleich 
Ay + Ao, Ar HA, Ay + A, 
wählt, die folgenden drei Congruenzen: 
15) N+2m=0, NN — In’=0, N?+ Am =0 
(mod. 7”), 


in denen 
A ET) FAER) FRE 

N=AFEA)HASA) + ABA) 
gesetzt ist, drei Congruenzen, welche auch in die einzige: 
20) (Ny— Ny’) + Amy? + 2nyy my zu 

(mod. M”) 
zusammengefasst werden können. Damit also die binäre 
quadratische Form @ durch f eigentlich darstellbar 
sei, ist erforderlich, dass die Congruenz (20) auflös- 
bar oder — wie Gauss es ausdrückt — dass 
— Amy? + 2n”yy’ + m’y”) 

quadratischer Rest ist (mod. M”). 
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Jede vorhandene eigentliche Darstellung der Form @ durch 

f liefert mittels der Formeln (19) eine Lösung der Congruenz 
(20) oder der gleichbedeutenden Congruenzen (18); sie liefert 
aber nicht nur eine, sondern unendlich viel solche Lösungen. 
In der That, ob auch die Darstellung (3) gegeben ist, so 
bleiben doch die Zahlen «, ,«&,«@, noch auf mannigfaltige 
Weise so wählbar, dass die Gleichung (15) erfüllt wird, und 
aus einer Lösung dieser letztern ergeben sich alle andern 
mittels der Formeln: 
(21) = —hA th, h=au—hA-thR,, 

| Pr —=% —hA +hA,; 
ersetzt man aber «,,«, ‚a, durch diese Werthe, so gehen 
Ay, A, A,P, Ay, A), Ay resp. über in 

AP +A, (ho, + ha, + h"a,) 

A’ +A”(ho, +he) + ha, ) 

Ar +A (ha, ha, + h’e,) 

A) — A (ha, + h’a,’ + h”a,) 

A) — A, (ha + h’a,’ + h”a,) 

Ay — Ay (ha, + h’a, + h”as") 
also N und N in 
N, = N — (ha, + ha, + h”’a,') M” 
N =N-+ (ha, +he, + h’ay)M” 
d. i. in eine (mod. M”) congruente Lösung der Congruenzen 
(18) über. Das an Stelle von «,',«,’,«, gesetzte System ßy', 
ß,',ß,' kann aber auch so gewählt werden, dass ihm eine’ be- 
liebig gegebene mit N, N’ (mod. M”) congruente Lösung dieser 
Congruenzen entspricht. Denn man kann, wenn 

| N =N-—rM”,, N =N+sM” 

ist, wo r,s beliebig gegebene Zahlen bedeuten, die ganzen Zahlen 
h,h’,h” auf unendlich mannigfaltige Weise so bestimmen, dass 


hay + h’a + h’a,’ = r 

ha, +hay +h’ay = Ss 
ist, und jeder solchen Bestimmung entspricht ein System von 
Zahlen By, Bi, ß, von der verlangten Beschaffenheit. 


(22) 
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Nennt man folglich alle unter einander congruenten 
Lösungen der Öongruenzen (18) eine einzige Wurzel der- 
selben, so ist aus dem Bemerkten ersichtlich, dass jeder eigent- 
lichen Darstellung der Form @ durch f eine ganz bestimmte 
Wurzel jener Congruenzen entspricht oder dass — in Gauss- 
scher Ausdrucksweise — jede solche Darstellung zu einer 
bestimmten Wurzel der Congruenz (20) oder zu einem 
bestimmten Werthe des Ausdrucks 


V— I(my? + 2n”yy’ + m’y'?) (mod. M”) 
gehört. Ist zudem N, N’ ein ganz nach Belieben unter allen 
congruenten Lösungen gewählter Repräsentant dieser Wurzel, 
so können die ganzen Zahlen «, , &, « so gewählt werden, 
dass, während sie der Gleichung (15) genügen, ihnen gerade 
diese Lösung correspondirt. Durch die Substitution 





2 = Yyt Yon Y 
X —=a'y-+a,y + 9° 


= 0 y ty’ iR; 


geht dann aber offenbar die Form f(x, x’, x”) in eine äquiva- 


- lente Form 


my + my? + my”? + 2ny'y’ + 2n’y’y + 2n”yy' 
mit der Reciproken 


My? -- M’'y'? 1 My 447 E= 2Ny'y "+ 2Ny [23 y-+ 2N’yy' 
über. Mit andern Worten: 


Ist eine Form @ eigentlich durch f darstellbar 
und (N,N’) ein beliebig gewählter Repräsentant der 
Wurzel (mod. M”), zu welcher diese Darstellung ge- 
hört, so giebt es eine mit f*äquivalente Form, von 
welcher die Form g einen Bestandtheil ausmacht, und 
in deren Reciproker der 3, 4, 5 Coeffiecient resp. 
M”, N und N sind. 

Hiernach erkennt man leicht, dass die Form 9 
primitiv sein muss, um durch eine Form f der Ord- 
nung (2, f) eigentlich darstellbar zu sein. Denn 
“ zwischen den Coefficienten der beiden reeiproken Formen be- 
stehen die folgenden Beziehungen: 
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A-m= M'M"— N’, 4:mM=M"M— N’, 

A2-m’=MM—N”’ A-n"=NN —M"’N, 
aus denen sich die weitere: 

A(Mm + 2N’n”’+ Mm) = 81° + M”- Am” 
ergiebt, eine. Formel, welcher jede der beiden Gestalten: 

s Mm + 2N”n”+ Mm’ = 2.4 -+ M’”m” 

= 2(Mm + 2N’n”+ Mm) = 2A — m” (n”” — mm‘) 
gegeben werden kann. Die letztere lässt erkennen, dass jeder 
gemeinsame Theiler von m, n”, m’, welcher auch in der Deter- 
minante — &M” der binären Form aufgeht, in 2°, folglich, 
da M” zu 284 prim vorausgesetzt ist, in & aufgehen, mithin 
zu M” prim sein muss. Daher zeigt die erstere Gestalt der 
Formel, dass er auch aufgeht in m”. Ferner aber bestehen 
die Beziehungen: 


nn — mn=&N, nn — min =&N 
und aus ihnen folgen die andern: 
M’n = — Nm’ — Nn”, M’n’ = — Nn’— Nm, 


welche lehren, dass der gemeinsame Theiler von m, n”, m’ 
auch in » und »’ aufgehen muss. Wäre er also von 1 ver- 
schieden, so wäre die Form, von welcher p ein Bestandtheil 
ist, nicht primitiv, obwohl sie der primitiven Form f äquiva- 
lent ist. 

4. Die Congruenzbedingung (20), die zur eigent- 
lichen Darstellbarkeit der Form g durch f erforderlich ist, 
kann durch eine andere Bedingung ersetzt werden, 
welche ihr völlig gleichbedeutend ist. Zur Erfüllbarkeit 
der Congruenz (20) ist nämlich nothwendig und hin- 
reichend, dass in Bezug auf jede der (ungeraden) Prim- 
zahlen », aus welchen M” sich zusammensetzt, der 
quadratische Charakter von — / mit demjenigen der 
binären Form @ übereinstimme. Dies ist in der That 
zunächst erforderlich. Denn, soll die Congruenz (20) oder 
die drei gleichbedeutenden Congruenzen (18) (mod. M”) statt- 
finden, so muss auch 


N?+4m=0, NN — An’=0, N?+Am’=0 (mod.p) 
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sein; eine der Zahlen »m und m’ ist aber sicher durch p nicht 
theilbar, da sonst wegen nn"? — mm’ —= — &M” auch 'n” 
’ oO 
durch p theilbar wäre, während doch als eine primitive 
, p 
Form vorausgesetzt werden muss. Ist also etwa m nicht 
oO 
theilbar durch », so ergiebt sich aus der ersten der vorauf- 
gehenden Congruenzen 


Zr) -12.5)-() 
oder auch | 


2 wertete‘. 
Si Ga) 
Das Stattfinden dieser Gleichung für jede der in M” 
aufgehenden Primzahlen p ist aber auch ausreichend 
für die Erfüllbarkeit der Öongruenz (20). Denn wenn 
sie für eine dieser Primzahlen p stattfindet, so ist zuerst, wenn 
von den beiden Coefficienten m, m’ etwa m der nicht durch » 


theilbare ist, 
La ee ea a a“! 
AO 
also ist, wenn 9° die in M” aufgehende Potenz dieses Prim- 
faktors bezeichnet, die Congruenz 


N?+Am=0 (mod. p*) 
auflösbar; ist N eine Lösung derselben, so kann man eine 
Zahl N’ finden, für welche | 
mN +n"N=0 (mod. p*%), 
und dann folgen die Congruenzen 


m NN +n"N®=mNN — Amn”=0 





also 
NN — n’=0, 

und 

mN?®+n"NN =mN?+n"1a=mN” + mm’dA =0 
also 

N?” + Am’=0 (mod. 9%). 

Die Congruenzen (18) sind also (mod. p*) erfüllt. Da dies 
aber für jede der Primzahlpotenzen gilt, wenn (23) für jede 
der Primzahlen stattfindet, aus denen M” sich zusammensetzt, 
werden zwei Zahlen, welche nach den einzelnen derselben con- 
gruent den entsprechenden Lösungen N, N’ gewählt werden, 
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auch eine Lösung der Congruenzen (18) (mod. M”) liefern, 
die Öongruenz (20) also auflösbar sein. 

Hieraus folgt u. A., was für später bemerkt werden muss, 
dass für alle binären Formen (m, n”, m’) ein- und desselben 
Geschlechts die Zahlen 1, für welche die Congruenz (20) statt- 
finden kann, dieselben bleiben. Auch leuchtet ein, dass in 
dem Falle, wo die Form (— m, — n”, — m’) zum Haupt- 
geschlecht ihrer Determinante gehört, /=-+1 eine 
zulässige Zahl ist, anders ausgedrückt: dass alsdann die Con- 
gruenz 


(24) (Ny— N y)y + my +2n"yy+ m'y?”=0 (mod. M”) 
auflösbar ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Congruenz (20) mög- 
lich ist, kann leicht die Anzahl ihrer Wurzeln bestimmt 
werden. Jede Lösung derselben ist auch — die gleichen Be- 
zeichnungen gesetzt, wie zuvor — eine Lösung der folgenden: 


(25) N?+4m=0, NN —An”=0, N”+4m=0 (mod. p*). 


Ist nun N, N, irgend eine weitere Lösung der letzteren, so 
müsste 
26) N +2m=0, NN —An’=0, N?+ Am = 
also 
N —N)- (N + N)=0 (mod. p) 
sein; beide Faktoren zur Linken können aber nicht durch » 
theilbar sein, weil es sonst auch N sein müsste gegen die 
erste der Congruenzen (25), wenn man, was erlaubt ist, m als 
nicht durch 9» theilbar voraussetzt. Man schliesst also 
N =-+N (mod. p°) 
und nun aus der Vergleichung der zweiten der Öongruenzen 
(25) und (26) entsprechend 
N =-+ N (mod. p*) 
d. i. also entweder 
N=N, N=N 
oder (mod. 9“). 
N=-N, N =-N 
Dass jedes dieser Werne auch umgekehrt eine Lösung 


der Congruenzen (25) ausmacht, bedarf keines Nachweises. 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 6 
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Da aber die Congruenz 
N=—-N 

nicht zulässig ist, haben also die Congruenzen (25) genau 
zwei incongruente Lösungen oder sie haben zwei Wurzeln. 
Dies gilt für jede der in M” aufgehenden Primzahlpotenzen. 
Aber für jede Combination von Wurzeln der nach diesen ein- 
zelnen Primzahlpotenzmoduln genommenen Öongruenzen wird 
durch das oben angedeutete Verfahren eine Wurzel der Con- 
gruenzen (18), und für verschiedene Combinationen nothwendig 
auch verschiedene solche Wurzeln gefunden, und somit geht 
folgender Satz hervor: 

Ist die durch die Gleichung (23) ausgesprochene. 
Bedingung erfüllt für jeden der in M” enthaltenen 
verschiedenen Primfaktoren p, und bezeichnet u die 
Anzahl dieser letzteren, so ist. die Anzahl der Wurzeln 
der Congruenz (20) aka 2u, 

5. Nachdem in den vorigen beiden Nummern Bedingungen 
aufgestellt worden sind, welche zur eigentlichen Darstellbarkeit 
der Form @ durch die Form f(x,x’,x”) erforderlich sind, 
fragt es sich nun weiter, inwieweit diese Bedingungen 
hierzu auch genügen. Es werde also angenommen, die 
Form g erfülle die letzteren, sie sei also primitiv, ihre Deter- 
minante sei D= — QM”, wo M” eine der Gleichung (14) 
genügende zu 284 prime Zahl ist, und die Geschlechts- 
charaktere der Form @ entsprächen der Bedingungsgleichung 
(235). Aus dem letzteren Umstande folgt die Auflösbarkeit 
der Congruenz (20) d.h. das Vorhandensein ganzer Zahlen 
N,N’ sowie M, M’, N”, für welche die Gleichungen 
(27) Am = — N’+ MM”, An”=NN —N’M, 

Am’ = — N? + MM” | 
stattfinden, und aus diesen Gleichungen findet man mit Rück- 
sicht auf die Gleichung 

D= — &M’= n”: — mm’ 
einerseits 
(283) MMM’-+-2NNN—- MN—- MN?’—- MN’—=-91: 
andererseits 


A(Mm + 2N”n” + Mm’) = 82? + M’(MM — N”), 
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woraus ferner, da M” prim gegen 7 vorausgesetzt ist, 
(29) Be = NZ Lem 
unter m” eine ganze Zahl verstanden, hervorgeht. Setzt man 
nun 
nn —mn= RN, nn — mn =2N, 
so folgen die Gleichungen 
(80) M’n= — Nm’ — N’n”, M’n’ = — Nn”— N’'m, 


denen man, wenn man sie mit 7 multiplicirt und die Glei- 
chungen (27) benutzt, folgende andere Form geben kann: 
(31) An=NN— NM, An=N’N— NM". 
Hiernach sind rn, »’ rationale Zahlen, welche, auf die einfachste 
Benennung gebracht, zum Nenner wegen (30) nur einen Theiler 
von M”, wegen (31) nur einen Theiler von 7 haben können; 
da M”, 1 aber keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so müssen 
n,n ganze Zahlen sein. Endlich bemerke man, dass, weil 
jeder gemeinsame Theiler der fünf Zahlen M, M’, N,N’, N” 
wegen (28) in 24° aufgehen muss, die sechs Zahlen M, M', 
M”, N, N’, N’ keinen von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler 
haben können. 

Aus alle diesem geht hervor, dass, wenn die primitive 
Form 9 die gestellten Bedingungen erfüllt, es eine primitive 
Form 

NEN TEREN 7 Bi 
Dr (B5 N’, nn 
mit der Determinante 21? giebt, deren Adjungirte nach den 
Gleichungen (27), (29) und (31) gleich 
Am, 4m’, 4m” 
Kr, An’, Er) 


ist und 7 zum grössten gemeinsamen Theiler aller Coeffi- 
cienten hat, sodass die primitive Form 


3 ; ! [23 
_ (m, m, m 
fi = r „ 
EN N 
umgekehrt &-%, zur Adjungirten und 2?4 zur Determinante 


hat; ihre Invarianten sind mithin jedenfalls + & und 1. Um 
6* 


ARUTEN 
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sie genau zu bestimmen, bedenke man, dass nach der Voraus- 
setzung im Falle &>0 d. h., wenn f eine bestimmte (posi- 
tive) Form ist, auch @ eine positive Form, mithin &M” und 
m positiv sind; demnach ist auch f, (s. Capitel 1 nr. 2) eine 
bestimmte Form, ihre erste Invariante also positiv d. i. gleich 
+ 2%. Im Falle & < 0 aber, d. h. wenn f eine unbestimmte 
Form ist, muss @ entweder negativ oder unbestimmt sein und 
folglich ist auch f, eine unbestimmte; dies leuchtet ein, wenn 
p unbestimmt ist; ist aber @ negativ, so könnte die Form f,, 
wenn sie eine bestimmte wäre, auch nur eine negative Form 
sein, was doch nicht möglich ist, da ihre Determinante positiv 
ist. Die erste Invariante von f, ist also wieder + 2. — So 
ist folgendes Resultat gewonnen: 


Erfüllt eine binäre quadratische Form 9 die zur 
eigentlichen Darstellbarkeit durch die Form f(&, «', x”) 
der Ordnung (2, £) erforderlichen Bedingungen, so 
giebt es eine ternäre quadratische Form derselben 
Ordnung, welche g als einen Bestandtheil enthält und 
in deren Reciproker der 3‘, 4 und 5% Öoefficient resp. 
gleich M”, N und N’ sind, während N, N’ irgend eine 
der Wurzeln der Congruenz (20) bedeuten. 

6. Mit Hilfe dieses Ergebnisses können nunmehr die 
sämmtlichen eigentlichen Darstellungen einer gegebenen binären 
quadratischen Form p durch eine gegebene ternäre Form, wenn 
es deren überhaupt giebt, ermittelt werden. Sei (2, 1) die 
Ordnung der letztern Form und von der Form @ werde an- 
genommen — weil sonst keine Darstellungen vorhanden sind 
— dass sie die zur Darstellbarkeit durch eine Form dieser 
Ordnung erforderlichen Bedingungen erfüllee Man denke sich 
die sämmtlichen ternären quadratischen Formen der Ordnung 
(2,4) in Classen äquivalenter Formen vertheilt und aus jeder 
dieser Classen eine einzelne Form als ihren Repräsentanten 
herausgegriffen; so erhält man ein System unter sich nicht 
äquivalenter Formen 


(32) hoff... 


welches das Formensystem der Ordnung (2,7) heisst. 


Aus nr. 5 vorigen Capitels folgt und wird sich auch später 
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zeigen (s. Abschnitt 3), dass die Anzahl der Formen, aus denen 
es besteht, eine endliche ist. 

Nun ist nach der bezüglich g gemachten Voraussetzung 
die Congruenz (20) erfüllbar und besitzt, wenn u die Anzahl 
der verschiedenen Primfaktoren bezeichnet, aus denen M” be- 
steht, 2“ verschiedene Wurzeln, als deren Repräsentanten die 
nachstehenden gewählt seien: 


(33) (N,N,) (NN), (N,N;),..- 
Jedem derselben entsprechend giebt es nach voriger nr. je eine 
Form 
(34) 2 1% 1% 9 
der Ordnung (2, f), welche p als Bestandtheil enthält, und 
in deren Reciproker die 3”, den, Hten Öoefficienten resp. 
M’, N, N; M’,N,, N55... 
sind. Jede dieser Formen, z. B. f®, ist mit einer einzigen 
Form des Systems (32) äquivalent. Ist etwa f, diese äqui- 
valente Form, so wird jede ganzzahlige Transformation 
2 = ytoYytoY 
(35) x PB 2,y 2= auy E- ey“ 
"—=nytaytny, 
welche f, in f® verwandelt, eine eigentliche Darstellung von 
p durch f, liefern vermittelst der Formeln 
= —=0Yy-t%Y 
(36) "=ay+eY 
—yty, 
und diese Darstellung gehört zur Wurzel (N,;, N/), da die zu 
fi Reciproke %, alsdann durch die Substitution 
X er A,y — A,Y' 2 A,y" 
2 —=A'y+Ay Ay" 
1 — A,'y + A,y -- A, y" 
in die Reciproke von f® übergeht, also die Gleichungen statt- 


finden: 
N = A, 31 (A) ch A, dı (A) Sr A, Sı (A) 
N =APEKA) + AA) + AP (AN). 





KL 
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Auf solche Weise muss aber auch jede eigentliche, zur 
Wurzel (N;, N/) gehörige Darstellung von p durch eine der 
Formen (32) erhalten werden. Denn diejenige dieser Formen, 
durch welche solche Darstellung erfolgt, ist nach nr. 3 einer 
Form äquivalent, welche g zum Bestandtheile hat, und in 
deren Reciproken der 3'°, 4°, 5° Coefficient resp. M”, N;, N; 
sind; die übrigen Coefficienten der Form und ihrer Reeiproken 
aber ergeben sich dann mittels der Gleichungen 


Am = M,)M”"— N? An”= N,N; — N; M” 
Am’ = M,M” — N;’, 


dann 
Am; = — N/? + M,M; 
und endlich 


Am =N,N’— NM, Aw =N N, — N,M,;, 


deren Vergleichung mit den Formeln (27), (29), (31) die ge- 
dachte Form als identisch mit f® erweist. Somit ist diejenige 
der Formen (32), durch welche die zur Wurzel (N,;, N;) ge- 
hörige Darstellung von @ erfolet, die Form f,. Heisst nun 
(36) diese Darstellung, so geht f, in f® durch eine Substitu- 
tion (35) über und die Darstellung muss folglich unter den 
vorher angegebenen befindlich sein. 


Führt man diese Betrachtung für jede derjenigen Formen 
(34) durch, welche mit ein- und derselben Form des 
Systems (32), z. B. f,, äquivalent sind, so erhält man die 
sämmtlichen eigentlichen Darstellungen, deren die 
Form g durch diese Form f, fähig ist. Da man aber bei 
Aufstellung des Systems (32) jede beliebig gegebene Form f 
der Ordnung (2,1) als Repräsentanten ihrer Classe einführen 
kann, so lassen sich auf die angegebene Weise die 
sämmtlichen eigentlichen Darstellungen der binären 
Form p durch eine gegebene ternäre Form f überhaupt 
ermitteln. 


Hier soll hinzugefügt werden, dass alle so erhaltenen Dar- 
stellungen der Form g auch von einander verschieden sind. 
Sonst müsste nämlich eine der Formen (34), etwa f’, aus der 
gedachten Form f durch eine Substitution 
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0.07 

a EZ 

0 3 PREYE 
und eine der Formen (34), welche auch mit f’ identisch sein 
kann — sie werde f” genannt — aus f durch eine Substitution 


EL 
0%, ß', Ö' 
| de” Re Fa 


hervorgehen, welche dieselbe erste und zweite, aber eine ver- 
schiedene dritte Vertikalreihe hat. Da nun, wenn zur Abkürzung 
eB”—- aß’ a A, a«”ß +, aß” = N, aß’ DE «'B N’ 
gesetzt wird, 
Ay + Ay’ nn NE 1, Ad E— ReOr -— NO = 1 
ist, so müssen, unter h, h’,h” Unbestimmte verstanden, Glei- 
chungen bestehen von der Form 
o=y+WN—NWA, $=y+h’"A—hA”, 6" —=y’—+hAN—H’A. 
Setzt man ferner 
AU —= ha + hie’ +Hh"e”,, B=hß + NP + h”P”, 
so findet sich ohne Schwierigkeit, dass f” in f durch die Sub- 
stitution 
Ba, By: Bub BA, 
vu — va+ AA, v"& che ya’ AA’, ya’— va - YA” 


A, N, A 
und folglich f” in f' durch die folgende: 
1, 0, —B 
TR A 
OD 1 


? 


übergehen würde. Demnach ginge die Reciproke von f’ durch 
die transponirte Substitution 


er 
est a 
—B 4 1 


’ ? 
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in die Reciproke von f” über, deren 4” und 5 Coefficient 
deshalb, wie sogleich zu übersehen, mit den entsprechenden 
der ersteren Reciproke (mod. M”) congruent sein würde. Dies 
widerspräche der Herleitung der Formen (34), es sei denn, 
dass f” identisch mit f’, eine Voraussetzung, welche erfordern 
würde, dass 


A=he+he +hte"—=0, B=hß+hPp + h"P—= 0 
ist, woraus dann 
WN—hN=0 alod=y 
h’A—hAH—=0Or, „id 
hKA.— RA — ON, Wen 
folgen würde, gegen die Voraussetzung. 


Führt man dagegen die angestellte Betrachtung für jede 
der Formen (34) insgesammt durch, so findet man die 
sämmtlichen eigentlichen Darstellungen, deren 9 
durch das ganze Formensystem der Ordnung (2, I) 
fähig ist. 

Durch diese Erörterungen ist aber schliesslich 
die Aufgabe, alle solche Darstellungen einer binären 
quadratischen Form und nach nr. 2 also auch die Auf- 
gabe, alle Darstellungen einer Zahl durch eine ter- 
näre quadratische Form zu finden, auf die beiden 
andern Aufgaben zurückgeführt: 

erstens: über die Aequivalenz oder Nichtäquivalenz 
zweier Formen derselben Ordnung zu entscheiden und 

zweitens: im Falle der Aequivalenz sämmtliche 
ganzzahligen Transformationen der einen in die an- 
dere anzugeben. 


Die erstere dieser Aufgaben wird im dritten Abschnitte 
mittels der sogenannten reducirten Formen gelöst werden. Da 
nun durch Feststellung der Aequivalenz stets eine Transfor- 
mation der einen Form in die andere gefunden wird und ferner 
(s. nr. 5 des ersten Capitels) aus einer solchen sämmtliche 
sich ergeben, sobald man sämmtliche ganzzahlige Transforma- 
tionen einer von ihnen in sich selbst kennt, so wird man an 
Stelle der zweiten Aufgabe diese andere setzen dürfen: 
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Alle ganzzahligen Transformationen einer ge- 
gebenen ternären quadratischen Form in sich selbst 
zu ermitteln. 

Was bezüglich dieser Aufgabe bisher geleistet worden 
ist, soll im nächsten Öapitel dargestellt werden. 


Viertes Capitel. 


Die ganzzahligen Transformationen einer ternären quadra- 
tischen Form in sich selbst. 


1. Im ersten Capitel sind die Formeln hergeleitet, welche 
die sämmtlichen Transformationen einer gegebenen ternären 
quadratischen Form in sich selbst darstellen. Die Aufgabe 
wird nun sein, festzustellen, in welcher Weise die in jenen 
Formeln auftretenden Unbestimmten 9, 9, 9’, q” zu beschränken 
sind, damit die Transformation ganzzahlig wird. 

Man ersieht zuvörderst aus den Gleichungen (59) und (61) 
daselbst, dass die mit £, u, w’, w” bezeichneten Grössen alsdann 
nothwendig rational sein müssen, und folglich muss man ge- 
mäss den dortigen Gleichungen (65) die Grössen 9,9,9,q" 
von folgender Gestalt voraussetzen: 


2=zV»; q=-Vr, —=--Vrv, = —Vr, 


in welcher A,v,x,x,%#',»” ganze Zahlen bedeuten. Da nun 
P,9,9',g” durch die Gleichung 
"+fFaose)—1 

mit einander verbunden sind, die linken Seiten der dortigen 
Gleichungen (70) demnach auch mit p® + F(g,g’,qg”) mul- 
tiplieirt gedacht und statt 29? — 1 auch p? — F(q,d',q”) ge 
setzt werden darf, so hebt sich die Irrationalität und der 
Generalnenner rechts und links heraus und man darf sagen: 
Die Grössen p,g,g',q” dürfen in den Formeln (70) als ganz- 
zahlig gedacht werden, wenn man links mit 


() ee 


nn 
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multiplieirt; zur Aufstellung der ganzzahligen Transformationen 
aber wird es darauf ankommen, welche Werthe diese Zahl P 
erhalten darf, wenn die neun Coefficienten in den folgenden 
Gleichungen: 


[ (DT FOTEN) 

— (pP — Fla,d', a”) + 2a’ — 2pq’b’+ 2gE°)) 'Y 

+ @pa’d — 2pq”a + 2g’F’lQ):-Y 

+ (Zpg’a’— 2pqa”db + 20” F°lg)) -Yy° 
@+F@g,g)‘ 

= (2pg”a — 2pgb’ + 24 F*(q)) :Y 

+ (9 — Eigza, €) + 2ng ib n2ngb 27 Fe 

+ On ra ee 
(FEN Ri 

— (2pqb” — 2pg’a + 2qF”(q))  Y 

+ (2pga’ — 2pg’b” + 29° F’(q))..y' 

(+ (#®— Fa, g’,a”) + 2pgb— 2pg’b’ + 29” F?’lq)) U 


— 

I) 

I, 
a 


nach Division mit P ganzzahlig werden sollen. Wegen der 


Homogeneität dieser Formeln leuchtet ein, dass man 9, 9,9,,q” 
ohne gemeinsamen Theiler voraussetzen darf. Bezeichnet man 
dann die neun Coeffieienten in den vorigen Gleichungen der 
Reihe nach kurz durch (1), (2),.... (9), so finden sich unmittel- 
bar, wenn für den Augenblick unter D wieder die Determi- 
nante der ternären quadratischen Form verstanden wird, die 
Beziehungen: 


dr, oe 
a-(D+b".() +8 (Map — P)+2Dg 
DB". (2) +05) -+b -(8)—a(p? —F)+2Dg® 
D-(3) +5 (6) + a”. (9) — a”(p® — F)+ 220g", 

aus welchen sich folgende Congruenzen 

3) | 4 =0, 2a +2D?=0, 

4 2ap® +2Do?’=0, 2a’p +2Do” = 
als nothwendige Bedingungen für ganzzahlige Transformationen 
ergeben. Man schliesst daraus vor Allem, dass 4Dp?, 4Da’, 


0 (mod. P) 
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4Dg”, 4Dg”” durch P theilbar sein müssen, und da »,g, 
Y,qg” keinen gemeinsamen Theiler haben, muss P ein 
Theiler von 4D sein. 

2. Dies Resultat ergab sich, ohne dass irgend welche be- 
sondere Voraussetzungen einzuführen waren. Man bemerke 
jetzt aber, dass es gar nicht erforderlich ist, unsere Aufgabe 
in allgemeinster Weise zu lösen. Sind nämlich f und f, zwei 
äquivalente Formen, so folgt aus dem allgemeinen in nr. 5 
des ersten Capitels gegebenen Satze, dass man sämmtliche ganz- 
zahlige Transformationen von f, in sich selbst erhält, wenn 
man eine ganzzahlige Transformation von f, in f mit allen 
ganzzahligen Transformationen von f in sich selbst, und die 
so entstehenden Transformationen mit einer ganzzahligen Trans- 
formation von f in f, zusammensetzt. Sieht man also die Auf- 
gabe, über die Aequivalenz zweier Formen zu entscheiden, 
durch deren Lösung zugleich eine Transformation von f in f, 
und umgekehrt erhalten wird, als gelöst an, so bedarf es nur 
noch der Ermittelung aller ganzzahligen Transformationen von 
f in sich selbst, und somit kann man sich die Aufgabe zu er- 
leichtern suchen, indem man in der Classe von f, eine be- 
sonders geeignete Form f aufsucht. Diese Bemerkung 
wollen wir uns zu Nutze machen, indem wir — uns 
wieder auf eigentlich-primitive Formen beschränkend — 
dem in nr. 7 des zweiten Capitels gegebenen Satze 
von Smith gemäss die Form f so voraussetzen, dass 
sie den Congruenzen 

nn OR "Q 1y"2 
(4) zur ze 82’ 0o 24x | AO 
während 


Lz=oe%a" 
«ed=1 (mod. 4) 


gedacht wird, genügt; daraus folgt dann, dass die Coeffi- 
cienten b, b’, b” der Form 


a,a, 0) 
gerade, dagegen «a, a’, a” ungerade, also auch B, b’, B” gerade, 


A, A’, A” ungerade sind, während wegen der aus (4) folgenden 
Congruenzen 
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A=uaa”’d, A Zune" RA, A’ oaa’R (mod. 4) 
(5) AAA’=1 (mod. 4) 
gefunden wird. 

Ferner aber wollen wir nur den Fall hier durch- 
führen, in welchem die Determinante der Form keine 
quadratischen Theiler hat, mithin gleich 4 ist. 

Unter diesen Umständen muss P von der Form 2°, sein, 
wo 4, ein Theiler von / und A eine der Zahlen 0,1 oder 2 
ist, und die Gleichung, der p,g,g',q” genügen müssen, wird 
sich folgendermassen schreiben lassen: 

(6) PR F(a,g), q”) = 2A,; 

die erste der Congruenzen (3) aber erfordert noch, 
dass p°%, und da 4/, aus lauter verschiedenen Primfaktoren 
besteht, auch p selbst durch 4, theilbar sei. Ist 1=2, 
so ergiebt sich aus den übrigen jener ÖCongruenzen, 
dass 9,9,9,gQ" ungerade Zahlen sein müssen. 

Diese nothwendigen Bedingungen ganzzahliger 
Transformationen sind aber zugleich auch hinreichend. 
In der That, sind für irgend ein System der Werthe A, 4,, 
wie sie definirt worden, 9,9,9,g' eine Lösung der Gleichung 
(6), bei welcher p» theilbar ist durch /,, so folgt zunächst auch 


F(g,0',g’)= 0 (mod. 4,) 
und hieraus mittels der zweiten Grundformel: 
Fa, &', 2”): Fa, 0), d) 
= (x F°%(q) + F*(q) + # F*a))’ 
+4. flag! — a”d', 2a — xg, 2a’ — wg) 
für alle ganzzahligen x, x’, x” die Congruenz 
2 F%g) + Fig) + 2" F*g) = 0 (mod. 4) 
mithin insbesondere 
(7) FPFo=0, F()=0, F’od)=0 (mod. 4,). 
Hiernach werden die sämmtlichen Coeffieienten der Trans- 


formation (2) durch 7, theilbar sein. Ist nun ferner zunächst 
A=0 oder 1, so sind sie, da 


BI Flo are 
gesetzt werden darf, auch sämmtlich theilbar durch 2%. Ist 
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aber A=2, so sind, wenn 9,9,9,9' eine Auflösung der 
Gleichung (6) in ungeraden Zahlen bedeuten, nicht nur die in 
b,b’,b” multiplieirten Theile der Coefficienten durch # — 4 
theilbar, sondern auch ihre übrigen Bestandtheile, welche sich, da 
ee ehe 
Ö RS) B’g+ Ag’ + Ba’ 
Pg=Bg+Bg +4'g' 
ungerade sind, als doppelte Summe zweier ungeraden Zahlen 
darstellen. Also sind jederzeit unter den für 9,9,9,9” ge- 
machten Voraussetzungen sämmtliche Coefficienten der Trans- 
formation (2) durch P theilbar, diese Transformation mithin 
eine ganzzahlige. 

Man bemerke hier noch, dass für A = 2 und ungerade p, 
9,9, aus der Gleichung (6) die Congruenz 

A+4’+4"+2(B+Bb’+ BD")=3 (mod. $) 
hervorgeht, der man mit Rücksicht auf die Voraussetzungen 
über die Form f leicht die andere Form 

aa’+ a’a+ aa’ = 3 (mod. 8) 
geben kann. Nun ist nach diesen Voraussetzungen 
AA’A’=]1 (mod. 4) 
also entweder jede der Zahlen A, A’, A” congruent 1, oder 
eine von ihnen, etwa A, congruent 1, die beiden andern con- 
gruent 3 (mod. 4). Im letzteren Falle aber würden 
DH zer an An HL. —=4Aa- 1 
und demnach 
aa” + a’a+ aa’ = — 1 (mod. 8) 
sein. Da dies der zuerst erhaltenen Congruenz widerspricht, 
so ersieht man, dass die Gleichung (6) für A=2 nur 
in Betracht kommt, so oft A,4’,A” sämmtlich con- 
gruent 1 sind (mod. 4). 

3. Die soeben erhaltenen Ergebnisse gelten sowohl für 
bestimmte als für unbestimmte ternäre Formen. Doch unter- 
scheiden sich diese beiden Arten von Formen nun 
wesentlich durch den Umstand, dass die ersteren»nur 
eine endliche, die letzteren dagegen eine unendliche 


Be _ 5 3 > 
Tr AR 
= i 
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Menge von Transformationen in sich selbst besitzen. 
Wenn wir nämlich zuvörderst f also auch F' als eine be- 
stimmte (positive) Form voraussetzen, so hat in der That jede 
der Gleichungen (6), deren es ebenso wie der zulässigen Werth- 
systeme A, /, nur eine endliche Menge giebt, auch nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Auflösungen. Denn für jede 
solche Gleichung bleibt die positive Zahl F(gq,g',q”) also auch, 
wenn 

AB Hr Big ze 
gesetzt wird, der Ausdruck 

a4. Fi9,0,9) ag... 220g 
unter einer endlichen Grenze und folglich sind für die ganzen 
Zahlen q, q’, q” sowie für die ihnen etwa entsprechenden ganzen 
Zahlen q,g’,q” nur eine endliche Menge von Werthen zu- 
lässig. Ist dagegen f und folglich auch F' eine unbestimmte 
Form und 
EP 
irgend eine negative durch F' darstellbare ganze Zahl, so er- 
hält für jede solche ganze Zahl die Gleichung 
"+ F@g,ga’)—1 
unendlich viel ganzzahlige Auflösungen 
Pt, gap 0 ru u 
indem man £, « der Gleichung 
?—- MwW=1 

gemäss wählt, und liefert schon allein für diesen einen Werth 
von F' unendlich viel Transformationen von f ın sich selbst. 

Später (s. zweiten Abschnitt, Cap. 10) wird gezeigt werden, 
dass z. B. für die positive Form 
9) fa,’ ) = + a” +0” 
die Anzahl aller Transformationen in sich selbst gleich 24 ist, 
und werden diese 'Transformationen selbst bestimmt werden. 
Es ist nicht ohne Interesse, zu sehen, wie dieselben aus der 
allgemeinen hier dargestellten Theorie zu gewinnen sind. Man 
beachte dabei, dass p, wenn von Null verschieden, positiv zu 
nehmen, und dass, wenn p=(0, von den zwei Systemen 


9,9,q" und —g, —g, —g” 
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nur das erstere beizubehalten ist. Der Form (9) entspricht 
4= 1 und als Adjungirte die Form 

Fe, x, ©) m x” än ie 3 En 
man hat folglich A=A'= A’=1 (mod.4) und die Glei- 
chung (6) steht an Stelle der folgenden drei: 
1) ang el 


mit den vier Lösungen 


10%. 05:07.20 
Öl 0 
DE 
VA 

2) Dat ee 2 


mit den sechs Lösungen 
1 0, 0 
1: Ö, File 1 0 
i5 0, ar 
mit positivem p, und den sechs Lösungen 
Uns Ares nr 0 
Ö, 0, u l, l 
2 ir 0, = l 
mit verschwindendem »; 
3) 2 0. 209% gr —4 
mit den acht Lösungen in ungeraden ganzen Zahlen 
ln la, 
denen ebensoviel verschiedene Transformationen entsprechen. 
Die Form (9) hat demnach in der That 24 Transfor- 
mationen in sich selbst. 
4. Wesentlich grössere Bedeutung, als für die bestimmten, 
hat die Theorie der Gleichung (6) für die unbestimmten ter- 
nären Formen. Hier gilt zunächst folgende Regel, um für 


ein bestimmtes Werthsystem A, 1, aus einer Auflösung 
der Gleichung 


96 Viertes Capitel. 


(6) "+ Fag,e)—= 24, 
bei welcher y=0 (mod. 4,) und 9,9,0,,q’, soofti=2 
ist, ungerade Zahlen sind, sämmtliche Auflösungen 
dieser Gleichung von derselben Beschaffenheit zu 
finden: 

Man bilde nach der in nr. 3 des ersten Capitels 
gegebenen Kegel das Produkt 


(10) + Fa, wu) (+ Fa,d,d)) 
oz Pı zn F(q, 9; 9)» 
indem man für f,u,w,u” sämmtliche ganzzahlige Lö- 
sungen der Gleichung 
(11) © + Fiu,u,uw”)=1, 
sowie, falls A=1 oder 2 ist, auch sämmtliche ganz- 
zahlige Lösungen der Gleichung 
(11a) ? + Fu, w,u”) = 4 
in ungeraden Zahlen einsetzt, werfe diejenigen so ent- 
stehenden Systeme 9, 4,4, fort, welche durch 4 
theilbar sind, und nehme von denjenigen der übrigen, 
die durch 2 theilbar sind, die Hälfte, so sind die so 
erhaltenen nicht durch 2 theilbaren Systeme 9,9, % ; 
9, sowie die halben anderen: 
ei a9 
sämmtliche gesuchte Lösungen der Gleichung (6). 
Um dies zu beweisen, bemerke man erstens, dass die 
angeführte Regel für 9,, 4,4, 9 folgende Werthe ergiebt: 


pp =tp — u: F’%g) — w- F'(g) — u”- F?(q) 

1 =tq + pu + fu’ — wg’) 

= ta + pa + Wa ud) 

= tg’ + pu”’+ Flug” — u”g)). 
Die erste dieser Formeln zeigt im Hinblick auf die Con- 
gruenzen (7), dass 9,, gleichviel ob £,u, w’, u” eine Lösung. 
von (11) oder von (11a) darstellen, durch 4, theilbar ist. 
Wenn also £,u,w,w” eine Lösung der ersteren dieser Glei- 
chungen, so bilden 9,,91,9%,4 wegen (10) jedenfalls eine 


(12) 
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Lösung der Gleichung (6) und zwar, falls A=2 ist, eine Lö- 
sung in ungeraden Zahlen; denn in diesem Falle sind »,9,g', 
q” ungerade und aus den letzten Formeln ergiebt sich unter 
den von uns gemachten Voraussetzungen jede der Zahlen p,, 
4, 4,4 congruent 


t+u+ u” + u” (mod. 2), 
während wegen (11) 
++ u? + u” 

und folglich auch 

tu+u +u”=1 (mod. 2) 
gefunden wird. — Ist dagegen t,u,w, w” eine ungerade Auf- 
lösung der Gleichungen (11a), so folgt zunächst 
(13) rt F,n,4)=4#:2’4, 
aber die Gleichungen (12) liefern die Congruenzen 

een g=eptrdrg rg (mod 2), 

während für A=1 oder 2 au (6) »® +? +90” +g” also 


auch 
220 0 72793 U: (mod.'2) 


hervorgeht; somit sind 9,, 4, 4,4 gerade Zahlen und 
Pr 


2727972 
bilden jedenfalls eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung (6). 
Indessen ereignet sich, wenn A=2 ıst, der Fall, dass diese 
Auflösung eine solche in geraden Zahlen wird. In der That 
folgt, da in diesem Falle A = A’ = A’=1 (mod. 4) ist und 
?,; 45h, gerade sind, aus der Gleichung (13) die Con- 
gruenz 





Pr tm tu tu” =0 (mod. 16), 
welche lehrt, dass entweder p,,9,,4,9% sämmtlich von der 
Form 4n + 2 oder sämmtlich von der Form 4» sein müssen. 
Bildet man andererseits den Werth von 9, nicht nur für die 
Lösung t,u,w, uw”, sondern auch für die Lösung 
t, —u, —u, —u, 

so unterscheiden sich beide Werthe von p, nach der ersten 
der Formeln (12) um 

2(uF%g) + wWFg) + ug), 


Bachmann, Zahlentheorie IV, 1. 


I 
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d. i. (mod. 4) um 

2ug tu zWd)=2; 
ist also einer jener Werthe von 9», congruent 2, so ist der 
andere congruent O (mod. 4) und die zu ihm gehörigen Zahlen 


Pd 
FRIST AL ©: 


4,4 weggeworfen, so bilden für A = 2 die übrigen Systeme 


BETT 
DU 2 0. 22732 


Zahlen. 

Aus diesen Betrachtungen ist zuerst zu er- 
schliessen, dass die nach der ausgesprochenen Regel 
gefundenen Systeme 





gerade. Werden aber solche Systeme 9,, 9, 


eine Auflösung der Gleichung (6) in ungeraden 





Pd, ,dı resp. a, 2, 2, a 
sämmtlich Lösungen der Gleichung (6) von der ver- 
langten Beschaffenheit sind. 

Zweitens kann man aus je zweien der bezeichneten Auf- 
lösungen p9,9,9,,q’ und r,s,s’,s” der Gleichung (6) auf 
folgende Weise je nach den verschiedenen Fällen, welche A 
darbieten kann, eine Auflösung der Gleichung (11) resp. eine 
ungerade Auflösung der Gleichung (11a) herleiten. Man be- 
zeichne mit $ diejenige Transformation der Form f in sich 
selbst, welche aus den Elementen p, — q, — 9, — g”, mit $, 
diejenige, welche aus den Elementen r,s,s’, s” gebildet ist. 
Setzt man dann 


RB = pr +sF%g) + SF!) +’ F%g)—d-t 
(14) ee Be RE 
u 2 a a a U ne 

pr Ha), 
wo d den grössten gemeinsamen Theiler von R, 0,0, @” be- 
zeichnet, sodass t,u,u',w” vier ganze Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler bedeuten, so ist, wie nach der Regel in nr. 3 
des ersten Capitels sogleich einleuchtet, 


R+FQQ,e) 
—= (rt Els,5, 8 )) (pt Fig, u 


Ser 
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9 
(15) ?+ F(u, uw, u”) = ee 


d? ? 
und die Zahlen £, u, w’, w” sind nach Ende des ersten Capitels 
die Elemente derjenigen Transformation der Form f in sich 
selbst, welche aus der Zusammensetzung der Transformation 
S, und S resultirt. Demnach muss 
RE 
d? 
sein, wo 4, ein Theiler von 7 und A, eine der Zahlen 0, 1 
oder 2 ist, und falls A, =2 ist, müssen t, u, wu, w’ ungerade 
Zahlen sein. Da nun / ungerade und ohne quadratische 
Theiler vorausgesetzt ist, ergiebt sich hieraus vor allem 
zu —L 
Ist ferner A=0, so muss auch 4, = sein, man erhält 


—= +1 und die Gleichung (15) nimmt die Gestalt an: 
? + Flu,w,u”)=1. 


Ist zweitens A = 1 oder 2, so kann nur entweder A, = (0), 
2 
also = —=-+]1 sein, und t,u,wu',w” befriedigen wieder die 





= 9hı . A, 


24, 
d 





2, 
d 
t,u,w,u” sind eine ungerade Auflösung der Gleichung 
2 + Fu, w,u”) —=4. 

Vermittelst dieser so gefundenen Auflösung t, «u, u’, u 
der jedesmal bezeichneten Gleichung lassen sich nun durch 
eine einfache Rechnung aus den Formeln (14) die Zahlen r, 
s,s',s” folgendermassen ausdrücken: 





vorstehende Gleichung, oder es ist A, = 2 also et 


„ 














944 N „ 2 
rip — uF’lg) — wF'(lq) — w’F”(g) 
2 

A. tg +90 — (au q’w) 

944 ‚ ‚ 4 By Fr 
8 —= tg’ + pu’ — f(qu’— au’) 

2 

> < F ee tg’ + pu”— f’(a u” — Yu); 


ai, 
d 





et oder + 231st 
TE 


wenn man also, je nachdem 
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setzt, so zeigen die letzterhaltenen Formeln, dass die Zahlen 
? 4, aus 9,9,9,q” und Z,u,w‘,w” durch die Ent- 
wickelung des Produkts (10) nach der früher gegebenen Regel 
entstehen, und man sieht somit zweitens, dass jede der 
verlangten Lösungen r,s,s’,s” der Gleichung (6) nach 
der oben gegebenen Regel gefunden wird. 

Demnach ist diese Regel in ihrem ganzen Umfange 
begründet. 

5. Die Gleichung (6) vertritt die Stelle von so viel ver- 
schiedenen Gleichungen, als es Combinationen der Werthe für 
A und 4, giebt; da bei unbestimmten Formen 4, jeden posi- 
tiven wie negativen Theiler von Z bezeichnet, beträgt diese 
Anzahl von Combinationen oder Gleichungen, wenn 7(f) die 
Anzahl der positiven Theiler von / bedeutet, 

4.T(4) oder 6- 7T(4), 
je nachdem von den drei Üoefficienten A, A’, A” nur einer 
oder alle drei von der Form 4» 41 sind. Ob alle diese 
Gleichungen wirklich in der angegebenen Weise lösbar sind, 
kann hier noch nicht erörtert, wird aber später in bejahendem 
Sinne beantwortet werden. Und somit lässt sich aus der in 
voriger nr. angestellten Betrachtung folgender Schluss ziehen: 

Bezeichnet man mit S,, S,,0,... die stets in end- 
licher Anzahl vorhandenen singulären Transforma- 
tionen, welche aus den Gleichungen (2) entstehen, 
indem man darin für p»,9,9,,g” je eine Auflösung der 
Gleichungen von der Form (6) setzt, deren p durch 
4A, theilbar ist und welche, falls A=2 ist, aus unge- 
raden Zahlen besteht, mit Taber die Transformationen, 
welche den sämmtlichen Lösungen der Gleichung (11) 
sowie den nach oben gegebener Regel jedesmal zu- 
lässigen Lösungen der Gleichung (11a) entsprechen, 
so zerfallen alle möglichen ganzzahligen Transforma- 
tionen der Form f iin sich selbst in die verschiedenen 
Complexe 
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DE SETIERE STR abe. 
Z. B. nehmen die Transformationen der Form 
A = 1, N 
RAR 
mit der Adjungirten 


7-( weil, N 
DEE 00 


oder auch die Transformationen der Form x? + x? — x”? ın 
sich selbst die Gestalt an: 


ee 

— ag rg” —ga")y + 2(pa’— ae)y’ + 2(ng’ —ga”)y" 
VS 

— — 2(pgd’ ae) + + de )y—2(pa+aa)y" 
WESEN EATEN 

=2(pa’+ae")y 2 de WW re trete)", 


während es nur die folgenden vier Gleichungen von der Form 


(6) giebt: 

(15a) le Malen 
(156) Br 220 2 
(15e) EN a et ee Tee 
(15d) Burg 02, 


Der Lösungp=1,9—=g —=(0, g’—=1 der zweiten entspricht 
die singuläre Transformation 


Ara, 
s=I|-1, 0, o) 
IN 
Bemerkt man ferner, dass aus einer Lösung p,g,g’,q” der 
Gleichung (15c) oder (15d) sogleich eine Lösung der Gleichung 
(15a) resp. (15b) entsteht, wenn man p mit q und g’ mit q” 


vertauscht, und umgekehrt, so findet man leicht, dass die ent- 
sprechenden Transformationen $S’ und 5 durch die Gleichung 


Od 
= 102er 
Oi: oh OT 
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mit einander verbunden sind; setzt man demnach 


1 te 
SEO RE 
ee 


so erhält man alle ganzzahligen Transformationen der 
Form 
arg” 
in sich selbst mittels der Formeln: 
Tv Do; Ds 

Die hier mitgetheilten Sätze sind zuerst vom Verfasser 
gegeben worden (im Journ. f.d.r. u.a. Math. 71 3. 303). Bei 
Gauss findet sich für diesen Theil der Lehre von den ter- 
nären quadratischen Formen nur eine einzige kurze Notiz (aus 
seinem Nachlasse veröffentlicht im 2. Bd. seiner Werke S. 311), 
nach welcher die Transformationen der Form x? + x"? — x”? 
in sich selbst durch das Schema 


ad + PY, aß — yÖ, aß + y0 
er—pßb, Zeh ZB Ze ze Me 
ar+B, EP P 9), —Z@+ß®+PH+ 0) 


gegeben werden, wenn darin für «, ß,y,0 die ganzzahligen 
Lösungen der Gleichung «&d — ßy =1 in zwei geraden und 
zwei ungeraden Zahlen, sowie die ungeraden Vielfachen von 


1 s . Er 
‘5 , welche jener Gleichung genügen, gesetzt werden. Man 


überzeugt sich unschwer, dass von diesen beiden Bestimmungen 
die erstere den Auflösungen der Gleichung (15a), die andere 
den Auflösungen der Gleichung (15b) entspricht; von diesen 
aber werden die den beiden anderen entsprechenden als nicht 
wesentlich verschieden angesehen. 

6. Es bleibt nun die Frage, in welcher Weise die unend- 
lich vielen Transformationen 7, welche den Auflösungen der 
Gleichung (11) resp. (11a) entsprechen, unter einander zu- 
sammenhängen, und ob etwa alle diese Auflösungen und damit 
auch jene Transformationen, ähnlich wie in der Lehre von den 
binären Formen, nämlich bei der Auflösung der Pell’schen 
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Gleichung, deren Analogon die Gleichungen (11) und (11a) 
bilden, auf eine endliche Anzahl von fundamentalen zurück- 
geführt werden können. Diese Frage harrt aber einstweilen 
noch ihrer Beantwortung und nur zum Theil wird sie im 
dritten Abschnitte dieses Werkes erledigt werden. Hier sei 
jedoch noch auf einen wesentlichen Unterschied aufmerksam 
gemacht, der in dieser Hinsicht zwischen den binären und den 
ternären quadratischen Formen (und umsomehr denjenigen mit 
mehr als drei Variabeln) besteht: bei der Zusammensetzung 
der Transformationen ist hier nämlich im Allgemeinen 
die Reihenfolge derselben von Einfluss d.i. die Trans- 
formationen sind nicht vertauschbar. Dies erkennt man 
sogleich aus den Formeln (78) des ersten Capitels, welche 
dazu dienen, die Elemente der aus zwei Transformationen 
durch Zusammensetzung entstehenden Transformation zu be- 
stimmen; in der That verwandeln sich in denselben durch 
Umkehrung der Reihenfolge der Transformationen die Aus- 
drücke 
ee ee Ar Tor 
2 ölg’s"— a”s)’ 2 0(@”s—as”)’ 2 Ola’ — g’s) 
in die entgegengesetzten. Demgemäss werden zwei Trans- 
formationen dann und nur dann vertauschbar sein, 
wenn diese Ausdrücke den Werth Null haben, d.h. 
wenn 
gas —gs—=g’s— gs gs — gs—0 

ist. Dies geschieht erstens, wenn g=qg’=qg’=0 also 
eine der beiden Transformationen die identische ist, wo dann 
die Vertauschbarkeit beider selbstverständlich ist; zweitens, 
wenn 


„ 


RR REES 
ist. Da nun bei ganzzahligen Transformationen die Elemente 
?,9,9,g als ganze Zahlen gedacht werden dürfen, werden 
die Elemente g,g’,q” aller unter einander vertauschbaren 
Transformationen & von der Form 


VE TE N a A 
sein, in welcher y,y’,y” drei ganze Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler, z aber eine ganze Zahl bedeutet. 
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Um diese vertauschbaren Transformationen & genauer zu 
untersuchen, verfahren wir wie Hermite*). Offenbar hat man 
die Zahlen y,y’,y” dabei so anzunehmen, dass F(y,y',y”) 
Null oder negativ ist. Wir verfolgen hier nur den Fall, 
wo F(y,y,y’)<0 und prim zu 24 ist. Seien dann «, «', 
a”, ß,ß',ß” ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dass die 
Determinante 


u Tai 
BB, 
BR 


ist. Setzt man 
y=ar-t us + 0”r” 
V—Be+ Ba + Ba 
a ee 
und bezeichnet diese Beziehungen als die Substitution $, so 
verwandelt sich die Form f(x, &’, x”) durch die Substitution 
S-! in eine äquivalente Form 
- au? ru, 
| A 
mit der Adjungirten 
m (a A,, ne 
ö B,, B,;, B; 
und da f durch die Substitution & in sich selbst übergeht, 
wird f, durch jede Substitution von der Form 
(16) T=8-.2-.8-1 
ebenfalls in sich selbst übergehen. Zwischen den Variabeln 
x,&,&" der Form f und den Variabeln X, X’, X”, in welche 
die Substitution & die letzteren überführt, besteht aber die 
‚Gleichung (68) des ersten Capitels d. h. die Beziehung | 


(17) Y% - vr’ En aa yX EE yX - »7 I 
Wird demnach 

eX+« X + V=-Y 

BX - B’X 4 Da re 

yX m yX 4 v'X = VE 


*, 8. Journ. f. d.r. u. a. Math. 47, sur la theorie des formes qua- 
dratiques, I. m&emoire. 
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gesetzt, so führt die zusammengesetzte Substitution (16) die 
Variabeln y in die Y über, und somit hat wegen (17) die 
Transformation 7 der Form f, in sich selbst die besondere 
Eigenthümlichkeit, dass bei ihr y”= Y” ist, die dritte Variable 
nämlich ungeändert bleibt. 
Sei nun 

y=AY -+uY +vY” 
(18) y=X/Y+uY-+vY” 

Ye 
irgend eine solche Substitution; dann ist 

y=AY-+uY, yY=ıTYT+uTY 

offenbar eine Substitution, durch welche die binäre Form 


(a, db, a) 

in sich selbst übergeht. Die Determinante — A,” der letzteren 
wird nach der Substitution $ leicht dem Werthe — F(y, y’, y”) 
gleich also positiv befunden. Die binäre Form selbst aber 
ist eigentlich durch f, und folglich auch durch f darstellbar 
und deshalb (s. die Bedingungen der Darstellbarkeit in nr. 3 
vorigen Öapitels) primitiv. Wenn folglich o gleich 1 oder 2, 
je nachdem sie eigentlich oder uneigentlich primitiv ist, so muss 
(19) Ba, T—bv ——1v 1 av Re + b"v 


RE ES ae TE Me 6’ 6 





sein, wenn unter 7, v eine Lösung der Gleichung 
(20) " Au U= 0° 
verstanden wird. Die Substitution (18) liefert aber noch die 
anderen Bedingungsgleichungen: | 
av” + av? + 2b,v’ + 2b, v + 2b vv’ —=0 

21) saAv taAv ba bar tb" Av tiv) =b, 

nu +auvV +bu+butrb(uvV tuv)=b, 
aus deren beiden letzten man mittels der Werthe (19) zur Be- 
stimmung von v und v’ folgende Formeln erschliesst: 


„ 6 
oe v=—ßB- — —bv 
BT, 1 





ee Äh 


(22) 
’ ev =— B:—grHtbiv. 
1 


106 Viertes Capitel. 


Wir bezeichnen mit d den grössten gemeinsamen Theiler 
von B,', D,, 4,” und setzen A,”=d-a. Damit die vorstehen- 
den Formeln ganzzahlige Werthe liefern für v und v’, ist noth- 
wendig und zugleich auch ausreichend, dass r=6 (mod. a) 
sei. Letzteres leuchtet für o = 1 von selber ein; wenn aber 
= 2 ist, werden a,,a, gerade, b,” und A,” also auch d und 
a ungerade sein; wären alsdann b,,b,' und somit auch B,', B, 
gerade, so würden die Bestandtheile zur Rechten der Formeln 
(22) gerade sein; wäre aber z. B. b, und folglich auch B,’ un- 
gerade, so würden doch, da zufolge (20) die Zahlen r,v und 
rt — 6 und v gleichartige Zahlen sind, die beiden Bestandtheile 
des Ausdrucks für 6-v gleichartige Zahlen, der ganze Aus- 
druck also wieder gerade sein. Kurz: die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass v, v’ ganzzahlig "werden, 
ist die Bedingung r = 6 (mod. a). 

Sei jetzt unter allen Auflösungen r,v der Glei- 
chung (20), deren = 6 (mod. a) ist, T, U diejenige Auf- 
lösung, welche, ausgedrückt durch die Fundamental- 
auflösung 7, U dieser Gleichung: 


T+ UyzaAd EM AZESSE 





den kleinsten positiven Exponenten hat. Ist dann TU 
irgend eine andere Auflösung derselben Gleichung, bei welcher 
t = 6 (mod. a) ist, und 


+ y=Al_ ı (Ir WeAN) 
6 — 6 ? 





so kann man m=hn-+r setzen, wo h eine positive oder 
negative ganze Zahl und O<r<n ist, und kann die vorige 
Gleichung folgendermassen schreiben: 


ya. vn) (u 


6 








wo man nun der linken Seite, wie leicht zu erkennen, die 
Gestalt 
7’ +-v’y— A 
6 





geben kann, in welcher 7’ = 6 (mod. a); dies widerstreitet aber, 
da r <n, offenbar der Bedeutung der Zeichen T, U, aus- 
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genommen, wenn die rechte Seite gleich 1 ist, und somit findet 
man das Resultat: Jede Auflösung r,v der Gleichung 
(20), bei welcher =o (mod.a), findet man aus der 
Auflösung T,U mittels der Formel: 


Bere ee, 





indem man für ) sämmtliche (positive oder negative) 
ganze Zahlen setzt. 

Und demnach findet man sämmtliche Transformationen (18) 
der Form f, in sich selbst, wenn man in den Gleichungen (19) 
und (22) die Zahlen 7,v der Gleichung (23) gemäss wählt; 
die so erhaltenen Substitutionen (18) sind aber auch wirklich 
Transformationen der gedachten Art, da die entsprechenden 
Werthe v,v’ auch der ersten der Gleichungen (21) genügen. 

Man schreibe hiernach die Substitution (18), wie folgt: 


—=: Y’— (bb Y+aY' +7”) v 


0.yY=1: 7”! —B 7». Y+(aY +b’Y’ +b/Y”)-v 


2 





6 A y— 6 g iu 
dann findet man leicht die Gleichungen 
6 k (by u ay - b,y”) 
zur ar Hure + (A Y BY )v 
o.(A’y— By‘) 
—= (A, Y— BY — (b’Y+a,Y’ +b,Y")A,v 
und hieraus folgende Beziehung: 
A, y Mens By" + (by —- day de b,y") V Au, 

er vy— A,” 
_ : 





(A Y— B/Y’+ (lb Y+aY +5,Y")y— 4") 
d. i. wegen (23) 
ea 
6 
j Buy ER Yu: (bDERSE a ve EN b, vw Vz Ara)E 


eine Beziehung, welche zusammen mit der Gleichung 
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ne 
die Formeln (18) vertritt. Bezeichnet man nun mit T, die 
auf solche Weise für = 1 definirte Substitution (18), so ist 
offenbar die einem beliebigen Exponenten h entsprechende Sub- 
stitution (18) gleich 7”. Da aber jede der Transformationen 
(16) eine der Transformationen (18) ist (und umgekehrt), so 
ergiebt sich hiernach 
T=8-2.8-1= 7% 
also auch 
2 9,1: DPE8— (8, 0 Te 
und folglich der Hermite’sche Satz: Alle unter einander 
vertauschbaren Transformationen einer (eigentlich 
primitiven) ternären quadratischen Form in sich selbst 
(der angegebenen Art) sind Potenzen oder Wieder- 
holungen einer einzigen von ihnen. 


Fünftes Capitel. 
Vom Vorhandensein der Geschlechter. 


a) Die binären Formen. 

1. Die Congruenzbedingung (20) des dritten Capitels, 
welche erfüllbar sein muss, wenn eine binäre quadratische Form 
p durch eine ternäre Form von der Ordnung (2, 1) eigent- 
lich darstellbar sein soll, verknüpft die Theorie der ternären 
Formen mit demjenigen Theile der Lehre von den binären, 
welcher von ihren Geschlechtern handelt. Wir sind dadurch 
genöthigt, diesen Abschnitt der genannten Lehre so weit hier 
darzustellen, als es für unsern Zweck erforderlich ist, beziehen 
uns jedoch dabei zur Abkürzung wie zur Ergänzung auf den 
gleichnamigen 9. Abschnitt unserer Darstellung der analytischen 
Zahlentheorie (Leipzig, bei B. @. Teubner, 1894). | 


Sei 
ax? + 2bxy + cy? 


eine primitive (positive) binäre quadratische Form, ihre Deter- 
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minante D = b?— ac von Null und von einer positiven Quadrat- 
zahl verschieden. Ganz wie bei ternären quadratischen Formen 
überzeugt man sich, dass durch eine eigentlich-primitive Form 
Zahlen dargestellt werden können, welche zu einer beliebig 
gegebenen Zahl prim sind, durch eine uneigentlich-primitive 
Form wenigstens das Doppelte solcher Zahlen. Setzt man also 
= 1 oder 2, jenachdem die Form eigentlich- oder uneigent- 
lich-primitiv ist, so kann 
Ps ax? + 2bxy + cy? 
6 
zu jeder beliebig gegebenen Zahl prim gemacht werden. 
Wir wählen hier 2D zu dieser Zahl. Sind dann m’, m” irgend 
zwei solche Werthe von f: 


‚ aa? + 2ba’y’ + cy’? „ aa”? + 2ba”’y” + cy”? 
m = ee 3 mM = De De Te 3 


so folgt auf Grund der fundamentalen Gleichung 
1) | (aa? + 2ba’y’ + cy”?) - (aa? + 2ba”y” + cy”?) 

— (ade + bla y’+ay) + er’ — Day’ —a'y)) 
und wenn man 


PRLPF: 


aa & m b(a’y”+ «” Y') - cYy a at c, u — ey’ am Y 
setzt, | 
(2) om’ - om” = «” — Dy. 


Sei nun zuerst o=1. 
Für jede ungerade in D Ariplsikie Primzahl g folgt hieraus 


(=) ==) 
d.h. für alle zu 2D primen Werthe von fhat das Sym- 
bol (4) ein- und denselben Werth. 
It D=3 (mod. 4), so folgt aus (2) 
m’ -m"=1 (mod. 4) 
also hat für alle jene Werthe das Symbol (— y® 


gleichen Werth. 
Ist D=2 (mod. 8), so ergiebt sich aus (2) 


m’ m" x? — 2y’ (mod. 8) 
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und daraus leicht, dass für alle jene Werthe das Symbol 
a | 
(— 1) ® gleichen Werth hat. 
Für D=6 (mod. 8) folgt ebenso, dass für alle ge- 
dachten Werthe von f das Symbol 
es 


(= (be 3 

gleichen Werth hat. 

Für D=4 (mod. 8) folgt wieder für alle jene Werthe 

f—1 

von f derselbe Werth des Symbols (—1) ?. 

Endlich für D==0 (mod. 8) folgt m’-m”’==1 (mod. 8), 
also hat dann für alle jene Werthe von f jedes der Sym- 

a P—1 

bole (—1) 2 und (— 1) ® je ein-und denselben Werth. 

Ist zweitens 6 = 2 also a, c gerade, dagegen b ungerade, 
so muss D= b? — ac congruent 1 (mod. 4) sein. Ist dann 
q irgend eine in D aufgehende Primzahl, so folgt aus (2) 


er ee 
also hat für die sämmtlichen zu 2D primen Werthe 


von f das Symbol (4) ein- und denselben Werth. 

Hiernach giebt es also für jede Determinante und jede zu 
ihr gehörige eigentlich- oder uneigentlich-primitive binäre qua- 
dratische Form gewisse Einheiten, welche für die sämmtlichen 
mit f bezeichneten Zahlen ein- und denselben Werth haben. 
Diese, der betrachteten Form eigenthümlichen Werthe können 
als besondere Charaktere der Form bezeichnet werden. Ihre 
Anzahl ist, wie aus der vorstehenden Uebersicht hervorgeht, 
© + 4A, wenn ® die Anzahl der verschiedenen ungeraden Prim- 
faktoren bedeutet, aus denen D besteht, und für eigentlich- 
primitive Formen 








so oft D=1 (mod. 4), \=0 
ER EEFRNNERRN (mod. 8), —|1 
nl) = 0malaa), ae 


für uneigentlich primitive Formen A = 0 
ıst. 
Die Gesammtheit aller einer Form zukommenden 
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Einzelcharaktere d.ı. die Werthe der ihr entsprechenden 
in der Uebersicht angeführten Symbole bildet den Gesammt- 
charakter der Form. Da jeder der Einzeleharaktere sowohl 
den Werth + 1 als — 1 haben kann, wird die Anzahl der 
an sich denkbaren Gesammtcharaktere gleich der An- 
zahl der Combinationen dieser Werthe d. i. gleich 2%+ sein. 

Da durch äquivalente Formen stets dieselben Zahlen dar- 
stellbar sind, leuchtet ein, dass der Gesammtcharakter einer 
Form immer auch der Gesammtcharakter jeder ihr äquivalenten 
Form oder auch derjenige ihrer CGlasse ist. Alle Classen 
von binären Formen derselben Determinante nun, 
welche übereinstimmenden Gesammtcharakter haben, 
nennt man ein Geschlecht binärer Formen. Die Anzahl 
der verschiedenen Geschlechter ist also gewiss nicht grösser, 
als die der angebbaren Gesammtcharaktere; ob sie ihr aber 
gleich, oder geringer als sie, suchen die folgenden Betrach- 
tungen festzustellen. Dabei beschränken wir uns aber auf 
eigentlich-primitive Formen. 

2. Das hierzu anzuwendende Hilfsmittel ist die Lehre 
von der Zusammensetzung binärer quadratischer Formen*). 
Dieser Lehre gemäss lassen sich, wenn © und ©” — wo auch 
Ö’ identisch sein darf mit © — irgend zwei Classen solcher 
Formen mit der Determinante D sind, in denselben stets Formen 
F und F’ so auswählen, dass ihr Produkt wieder eine Form 
F” der nämlichen Determinante D ist, und die Classe C”, zu 
welcher die letztere gehört, erweist sich als unabhängig von 
jener Auswahl, die auf mannigfaltigste Weise möglich ist, 
allein bestimmt von den gegebenen Classen C und U’. Die 
so definirte Olasse U” heisst aus Ü und Ü’ zusammengesetzt 
oder ihr Produkt, in Zeichen: 

STINE 
Ist hierbei eine der Classen ©, C’ gleich der Hauptelasse A, 
d. i. derjenigen Olasse, welche die Hauptform x? — Dy? ent- 
hält, so ist die zusammengesetzte Olasse C” gleich der andern: 


(3) Hg lH Le 


*, S. darüber des Verfassers Elemente der Zahlentheorie 
S. 240 u. ff. 
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Von dieser Grundlage aus kann man zeigen, dass es für 
jede Classe © von Formen mit der Determinante D einen 
kleinsten Exponenten m der Art giebt, dass C” mit der Haupt- 
classe FH identisch wird; dieser Exponent heisst der Expo- 
nent, zu welchem die Glasse Ü gehört. Und ferner lässt 
sich zeigen, dass jede Classe (U auf eine einzige Weise mittels 


gewisser Fundamentalclassen O,,(,,... 0, durch die 
Formel 

(4) = On. Oe... 000 

ausgedrückt werden kann, wenn darin für h,,Ms,... hu alle 
ganzen Zahlen gesetzt werden, welche resp. nicht grösser sind 
als die Exponenten m,, My,... Mu, zu denen die Fundamental- 


classen gehören. 

Eine Classe, die aus einer anderen © hervorgeht, wenn 
letztere mit sich selbst zusammengesetzt wird, heisst die 
durch Duplikation von Ü entstandene Ülasse. 

Eintsteht durch Duplikation einer Classe © die Hauptelasse: 

0:C=JH, 

so nennt man Ü eine ambige Classe. Eine Classe CO’, welche 
mit © zusammengesetzt die Hauptelasse 4 hervorbringt, heisst 
aber allgemein die zu Ü entgegengesetzte Classe. Dem- 
nach darf man die ambigen Classen auch als die- 
jenigen definiren, die mit ihrer entgegengesetzten 
Classe identisch sind. Die Formel (4) lässt unschwer er- 
kennen, dass die Anzahl aller ambigen Glassen gleich 
2" ist, wenn uw von den Exponenten m, M,... Mu ge- 
rade sind. 

Bezeichnet man nun mit g(f) jedes der Symbole 


1 P—1 J-1,f-1 
— Au tz: —+ no 
(2), Ns: 1) ; ’ [55 1) ; ’ (2 1) E i ’ 


deren Werthe den Gesammtecharakter einer Form oder Ülasse 
bestimmen, so leistet die so definirte Funktion ersichtlich der 
Gleichung Genüge: 


(5) p(m’) : g(m”) = p(m'm”). 
Sind aber m’, m” durch je eine Form der Classe C und ( 
darstellbar, so ist es m’m” durch eine Form der lasse 
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UQaza 
Demzufolge ergiebt sich aus den Gesammtcharakteren zweier 
Classen C und 0’ auf ganz bestimmte Weise der Gesammt- 
charakter der aus ihnen zusammengesetzten Classe. 

Für die Hauptelasse 7 werden aber sämmtliche Einzel- 
charaktere + 1 sein, denn die Hauptelasse enthält die Haupt- 
form ©° — Dy?”, durch welche die Zahl f=1 dargestellt wird. 
Versteht man also unter Hauptgeschlecht dasjenige Ge- 
schlecht, welchem die Hauptelasse angehört, so hat auch für 
jede Classe des Hauptgeschlechts jeder Einzelcharakter den 
Werth + 1. Mithin bleiben, wenn man irgend eine Classe C 
mit einer Classe des Hauptgeschlechts zusammensetzt, nach 
Gleichung (5) die Einzelcharaktere der Classe © auch die der zu- 
sammengesetzten Ulasse, mit andern Worten: wird eine Glasse 
Ö mit einer Olasse des Hauptgeschlechtes zusammen- 
gesetzt, so gehört die zusammengesetzte Classe dem- 
selben Geschlechte an, wie C. 

Aus (5) folgt ferner, dass aus der Zusammensetzung 
zweier Classen, deren Einzelcharaktere übereinstimmen, eine 
Classe entsteht, deren Einzelcharaktere sämmtlich + .1 sind, 
d.h.: die Classe, welche aus zwei Classen gleichen 
Geschlechtes zusammengesetzt ist, gehört zum Haupt- 
seschlechte. Insbesondere gehört demnach jede Qlasse, 
welche durch Duplikation entsteht, dem Hauptge- 
schlecht an. 

Der erste dieser beiden Sätze darf offenbar auch umge- 
kehrt werden, und daraus folgt u. A., dass die Classe, welche 
einer anderen entgegengesetzt ist, demselben Ge- 
schlechte angehört, wie diese. Auch schliesst man, dass 
der Exponent m, zu welchem eine Classe 0 gehört, 
stets gerade ist, so oft Ü nicht eine Olasse des Haupt- 
geschlechts ist*). 

Auf Grund dieser Sätze zeigt man ferner leicht, dass 
jedes Geschlecht gleichviel Classen enthält**). Nennt 
man demnach H(D) die Anzahl aller Classen eigentlich-primi- 


*”, 8. analytische Zahlentheorie 8. 251. 
*#) Ebendas. S. 251. 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 8 
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tiver Formen mit der Determinante D, K(D) die Anzahl dieser 
Formenclassen im Hauptgeschlechte, und @(D) die Anzahl der 
Geschlechter, so geht unmittelbar die Gleichung 
(6) HD) — K(D): G(D) 
hervor. Eine zweite, ähnliche Formel für H(D) gewinnt 
man aus der Betrachtung der Classen, welche durch Dupli- 
kation entstehen. Bedeutet nämlich A(D) die Anzahl der 
ambigen Classen, @(.D) die Anzahl der Classen, welche durch 
Duplikation entstehen, so findet die Beziehung statt*): 
(7) HD) = MD): QD). 

Vermittelst der Formel (4) kann man sich aber leicht 
überzeugen, dass | 


(8) (DD) <UD) 
ist. Wie schon bemerkt, ist A(D) = 2“, wenn u von den 
Exponenten m,,m,,... mu gerade sind; gehören aber y von 


den Fundamentalclassen nicht dem Hauptgeschlechte an, so 
sind deren Exponenten, wie auch schon angeführt, jedenfalls 
gerade, also ist u>y und 2“ >27. Sei g die Anzahl der 
verschiedenen Geschlechter I, I,,..., in welche diese y Fun- 
damentalelassen sich vertheilen, so wird y>g also 752% 
sein. Nun entsteht durch Zusammensetzung von Classen des 
Hauptgeschlechts unter einander stets wieder eine solche; durch 
Zusammensetzung von (lassen eines vom Hauptgeschlechte 
verschiedenen Geschlechts T', sei es unter einander, sei es mit 
Classen des Hauptgeschlechts, stets wieder eine Classe des 
letzteren oder des Geschlechts I; und folglich kann die An- 
zahl der verschiedenen Geschlechter, welche durch Zusammen- 
setzung aus den Fundamentalelassen entstehen können, d. i. die 
Anzahl sämmtlicher Geschlechter nicht grösser sein, als die 
Anzahl der Glieder des entwickelten Produkts: 


Tee) lee 
»ZG(D). 


Alle diese Ungleichheiten zusammengenommen bestätigen aber 
die Formel (8) oder den Satz: Die Anzahl aller wirklich 


*) S. analytische Zahlentheorie S. 255, 
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vorhandenen Geschlechter ist höchstens gleich der 
Anzahl aller ambigen Classen. 

Diese letztere Anzahl lässt sich nun, wie Gauss in den 
art. 257—259 der Disquis. Arithm. gezeigt hat, ohne andere 
Hilfsmittel als die von ihm definirten reducirten 
Formen und die Sätze über ihre Aequivalenz allgemein 
bestimmen; hier müssen wir uns damit begnügen, den Leser 
auf seine Herleitung zu verweisen; es findet sich so, dass die 
Anzahl der ambigen Classen stets halb so gross ist, als die 
Anzahl aller angebbaren Gesammtcharaktere. Gemäss der 
Formel (8) aber ist dann zu schliessen, dass der einen 
Hälfte dieser Gesammtcharaktere keine Geschlechter 
binärer Formen mit der Determinante D wirklich 
entsprechen. 

3. Eine Anwendung dieses Resultates auf gewisse ein- 
fache Fälle giebt Gauss die Grundlage für seinen zweiten 
Beweis des quadratischen Reciprocitätsgesetzes. Bei 
der Bedeutung dieses Gesetzes sowie des bezüglichen Gauss- 
schen, von seinen übrigen grundverschiedenen Beweises des- 
selben ist es wünschenswerth, nichts unbewiesen zu lassen und 
deshalb nicht auf die Gauss’sche allgemeine Bestimmung der 
Anzahl der ambigen Classen zurückzugreifen. Es soll diese 
Anzahl vielmehr für die in Frage kommenden besonderen 
Fälle direkt ermittelt werden, wo dann der Beweis, auf die 
Formel (8) gestützt, sich folgendermassen gestaltet. 

Vorweg sei daran erinnert*), dass in jeder ambigen Classe 
auch eine ambige Form d. i. eine Form (a,b, c) sich befindet, 
in welcher 2b =0 (mod.«) ist, andererseits eine solche Form 
auch nur in einer ambigen Ülasse enthalten sein kann. 

Demnach wird man alle ambigen Classen repräsentiren, 
wenn man sämmtliche nicht äquivalente ambige Formen auf- 
stellt. Wegen 

2b? — 2ac—=2D 
muss aber bei letzteren a nothwendig ein Theiler von 2D 
sein, und da (a, B,C) mit (a,b,c) äquivalent ist, so oft bei 
gleicher Determinante 


*, 8. El. d. Zahlenth. S. 235. 
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B==b (mod. a) 


ist, darf man sich von vornherein auf solche (eigentlich-primi- 
tive) Formen beschränken, bei welchen b <a also entweder 


b=0 oder b=+- ist. 


Man bemerke ferner, dass, weil es für jede Determinante 
D wenigstens eine Form, die Hauptform x? — Dy? giebt, 
auch die Anzahl der Classen sowie die der Geschlechter min- 
destens gleich 1 sein muss. 

Dies vorausgeschickt, betrachte man nun folgende ein- 
fache Fälle: 

1) Ist D=—1, so giebt es überhaupt nur eine Classe, 
die durch die Hauptform x? + y? repräsentirte Hauptelasse*), 
welche stets ambige ist, also giebt es, wie nur eine ambige 
Classe, so auch nur ein Geschlecht, das Hauptgeschlecht. Nach 
der Uebersicht in nr. 1 ist der einzige für diese Determinante 

a 
vorhandene Einzelcharakter (— 1) ? und folglich für jede 
ungerade durch x? + y? darstellbare Zahl f 
A 
9) a 

2) It D= +2, so kann a nur einen der Werthe 

+1, #2, m4# 


haben; in Rücksicht auf die Bedingung b’ — ac=2 finden 
sich also nur folgende eigentlich-primitive Formen, die in Be- 
tracht kommen: 


 — 2, — +2, 2° —y, — 220° +. 


Von ihnen gehören die erste und vierte, die zweite und dritte 
derselben Classe an; da aber die zweite in die erste durch die 
Substitution 

2—= x —2y, y—x —y 
übergeht, so giebt es auch in diesem Falle nur eine ambige 


Classe und ein einziges Geschlecht, nämlich das Hauptgeschlecht. 
Zi 
Der einzige hier vorhandene Charakter ist (— 1) ® und dem- 








*) El. der Zahlentheorie, S. 222. 
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nach ist für jede ungerade durch eine Form mit der Deter- 
minante 2 darstellbare Zahl f 

Feaseh 
(10) An, 

5) It D=+p=1 (mod. 4), während p eine Primzahl 
ist, so giebt es gleichfalls nur eine ambige Olasse*), repräsentirt 
durch die Hauptform x? py?, also nach dem Satze, auf den 
wir uns stützen, auch nur ein Geschlecht, das Hauptgeschlecht. 


Der einzige in diesem Falle vorhandene Charakter, 4) ‚ hat 


demnach für jede durch p nicht theilbare, durch die Formen 
mit der Determinante + p darstellbare Zahl f den Werth 


£ 
(11) D)=+1. 
Aus diesen Resultaten ist aber Folgendes zu erschliessen. 
Zunächst gilt für jede ungerade Primzahl p die 
Gleichung 


ae 
(12) Fee 
p—1 
In der That, ist (— 1: - 1, nämlich » von der Form 
4n +1, so ist px?” — y? eine I emitive Form mit 


der Dante D=p=1 (mod. 4), durch welche — 1 
darstellbar ist, also nach (11) auch 5) —= +1. Ist dagegen 


BIN ka 
(— 1)? =— 1, so muss auch (—) — — 1 sein, denn sonst 


wäre p durch die Form x? -+ y? mit der Determinante — 1 
p—1 
darstellbar, also nach (9) (— 1) ? = 1, gegen die Voraus- 
setzung. Hiermit ist die Gleichung (12) für alle Fälle be- 
wiesen. 
Zweitens besteht für jede ungerade Primzahl p 
die Gleichung 


(3) O-cn® 


Ist nämlich zuerst (-1)® =+1, so stwtp=-+1 





*) El. der Zahlentheorie S. 259. 
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(mod. 8) oder p—=1-+ 83h und, jenachdem dann h gerade 


oder ungerade ist, ist 
I+P 1+P 
(8, ; eg oder (8, 1 a, 
eine eigentlich-primitive Form der Determinante 
D=-+p=1 (mod. 4) 
und, da 8 durch sie darstellbar ist, wegen (11) 
8 2 
(+) En =) ee 
rede 0 
Ist aber (—1) ® =—1, so muss auch (>) ——1 


sein, denn sonst wäre p darstellbar durch eine Form mit der 
Determinante 2 und folglich wegen (10) 
er. 
Is 1, = 7 

gegen die Voraussetzung. 

Sind drittens p,q zwei von einander verschiedene 
ungerade Primzahlen, von denen wenigstens eine, 
etwa g, von der Form 4n +1 ist, so ist 


led 
(2) =; (2). 
Denn, ist zunächst (2) —= +1, so ist nach (12) auch 
2) —= +. 1. Man wähle also das Vorzeichen so, dass 
+p=1 (mod. 4) 
wird, dann wird g darstellbar sein durch eine Form mit der 
Determinante D=+p=1 (mod. 4) und folglich ist wegen 


(11) (2) = +1. Ist aber umgekehrt (2) — —1, so muss 


auch (2) —= — 1 sein, denn sonst wäre p darstellbar durch 
eine Form mit der Determinante D=9g==1 (mod. 4) und 
folglich nach (11) gegen die Voraussetzung (2) =-+[1. 
Sind dagegen p,g beides Primzahlen von der Form 
4n +3, 
so bedarf es noch der Betrachtung eines neuen Falles, nämlich 
der Determinante pg =1 (mod. 4). Um in diesem Falle 
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sämmtliche ambigen Classen zu finden, muss man für a die 
Werthe +1, +2, +p, +2p, +9, #29, +29, + 2pq 
versuchen. Die geraden darf man aber sofort verwerfen, da, 
wenn a gerade, wegen b’ — ac=»g nothwendig b ungerade, 
dann aber c aus — ac=pg—b?=0 (mod. 4) gerade, die 
Form (a,b,c) also nicht eigentlich-primitiv sein würde. Ist 
aber « ungerade, so wird b=( und es kommen daher nur 
folgende Formen in Betracht: 
na, — tray, par —qy, — pa? +gy 
ep, et, Pe, — +, 
von denen jedoch die vier letzten, weil den vier ersten in um- 
gekehrter Reihenfolge äquivalent, wegzulassen sind. Nun ist 
die Gleichung 
—+tpy—l 
unmöglich, von den beiden Gleichungen 
er a 
aber eine nothwendig auflösbar*), demnach ist eine der beiden 
Formen px? — qy?, — px? + qy? der Form x? — pgy? und 
dann die andere der Form — x? + pqy? äquivalent, dagegen 
die beiden letztgenannten einander nicht äquivalent. Und so- 
nach giebt es in diesem Falle zwei ambige Ülassen, also 
höchstens zwei verschiedene Geschlechter. Diese sind aber 
auch in der That vorhanden, denn der Hauptform x? — pqy? 
kommen die Einzelcharaktere 
Bald 
der Form — x? + pgy? aber, durch welche — 1 darstellbar 
ist, die Charaktere 


ne 


zu. Demnach müssen die Charaktere der Form px? — qy? 
entweder mit den ersteren übereinstimmen, also 


ee ee 
sein, oder sie müssen mit den letzteren identisch, also 


*) El. der Zahlentheorie $. 256. 
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een 


d. h. wieder 


sein, und somit findet man den »atz: 
Sind viertens 9,9 zwei Primzahlen von der Form 
4n + 3, so ist 
Die Formeln (14) und (15) fassen sich zusammen 
in die einzige Formel des Reeiprocitätsgesetzes: 
p—1gq—1 
pP VE Te weni 
(16) HB 
welches damit bewiesen ist. 


4. Aus den Formeln (12), (13), (16) erhält man nun 
bekanntlich allgemeiner 
| P2—1 


OR ee 
(18) DM 


P bedeutet eine ungerade Zahl, die in der ersten Formel 
positiv sein muss; in der dritten sind P,Q zwei ungerade 
relativ-prime Zahlen, von denen wenigstens eine positiv sein 
muss, und die Symbole sind die verallgemeinerten Legendre- 
schen, die sogenannten Jacobi’schen Symbole. Diese Glei- 
chungen führen unmittelbar zu einer Formel, welche von 
Dirichlet gegeben worden ist. Eine beliebige, nur von einem 
positiven Quadrate verschiedene ganze Zahl D kann stets in 
folgende Form gesetzt werden: 


(19) DezbiaBar PS? 


wenn man unter 5? das grösste in D aufgehende Quadrat, 
unter c also O oder 1, unter P eine aus lauter verschiedenen 
ungeraden Primfaktoren bestehende ganze Zahl versteht. Setzen 
wrdö=+ |, wenn + P=1 (mod. 4), dagegen do=— 1, 
+P—1 


wenn + P=3 (mod. 4) ist, sodass immer (1) ? =dÖ 





Vom Vorhandensein der Geschlechter. 121 


wird, ‘und setzen ferner &—= + 1, jenachdem c gleich 0 oder 
1 ist, so folgt aus (19) gemäss den Gleichungen (17) und (18) 
für jede positive zu 2D prime Zahl f die Dirichlet’sche 
Formel 


20) Audi (re: 


Ist nun f irgend eine positive zu 2D prime Zahl, welche 
durch eine Form der Determinante D eigentlich darstellbar 


ist, so muss bekanntlich (7) —= +1 sein oder die Gleichung 


f 
stattfinden: 
JEFUIPFFERE 


(21) 8°... (ee. 





Diese Gleichung, in welcher die linke Seite ein Produkt 
von Einzelcharakteren der bezüglichen Determinante ist, be- 
schränkt offenbar die willkürliche Wahl aller vorhandenen 
Einzelcharaktere und ihre Combinationen in solcher Weise, 
- dass nur die Hälfte aller Combinationen zulässig bleibt. Sie 
giebt also, unabhängig von der Gauss’schen Bestimmung 
der Anzahl ambiger Classen, den mit Hilfe dieser Bestim- 
mung oben gefundenen Satz, dass der einen Hälfte der an- 
gebbaren Gesammtcharaktere keine Geschlechter binärer Formen 
wirklich entsprechen, zugleich aber dient sie dazu, diese Hälfte 
genau zu charakterisiren: derjenigen Hälfte der angeb- 
baren Gesammtcharaktere nämlich, für welche die 
Gleichung (21) nicht erfüllt ist, entsprechen keine 
Geschlechter binärer Formen mit der Determinante D. 


5. Es bleibt nunmehr zu erörtern, ob jedem Gesammt- 
charakter der anderen Hälfte, die hiernach allein noch zu- 
lässig bleibt, stets ein wirklich vorhandenes Geschlecht binärer 
Formen entspricht. Die Frage ist, wie sich zeigen wird, zu 
bejahen, und eben dieser Umstand wird es ermöglichen, die 
weitere Frage zu beantworten, ob auch die im zweiten Öapitel 
definirten Geschlechter ternärer quadratischer Formen sämmt- 
lich vorhanden sind. 

Zu solchem Zwecke wenden wir die im dritten Capitel 
entwickelten Betrachtungen auf die ternären Formen der Ord- 
nung (— 1,1) an. Vorweg sei bemerkt, was erst an späterer 
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Stelle*) bewiesen werden kann, dass sämmtliche Formen dieser 
Ordnung nur eine einzige Olasse bilden, welche repräsentirt 
werden kann durch die-Form 

(22) h=—- + 20%". 

Das in jenem Capitel mit (32) bezeichnete Formensystem re- 
ducirt sich demnach auf diese einzige Form f,. Durch die 
Formen der gedachten Ordnung können aber nach den dortigen 
Auseinandersetzungen nur negative oder unbestimmte binäre 
Formen dargestellt werden, und eine solche Form @ mit der 
Determinante D= — M”& ist auch wirklich durch das Formen- 
system d. i. im vorliegenden Falle durch die Form f, eigent- 
lich darstellbar, wenn für sie die dortige Congruenz (20), die 
hier wegen 2=— 1, /=1 folgendermassen lautet: 


(23) Ny— NY! +9=0 (mod. D), 

möglich ist. Nach (24) daselbst wird dies für eine Form 
p— my’ + 2niyy + my 

der Fall sein, wenn die Form (— m, + n”, — m’) zum Haupt- 

geschlechte für die Determinante D gehört. 

Sei also (u,v”, uw’) eine binäre Form mit der Determi- 
nante D, welche zum Hauptgeschlechte gehört, also eine eigent- 
lich-primitive und im Falle D<O eine positive Form, und 

m=—u, n"=v, m=—u, 
so ist die Form @ d.ı. die Form 
(24) — ug? + 2v"yy — uy” 
durch die Form (22) und folglich die Form 
uy® — 2vyy’ + ug 
durch die Form x? — 2x’x” eigentlich darstellbar; es besteht 
daher eine Gleichung von der Form: 


(25) (et+ Bu)’ —2(at+Pu)la”t+B"u)=ul—2v”tut wu, 
während die drei Zahlen 

(26) a=uoß — ap, b=euß"— a” ß, c=e”ß — aß” 
ohne gemeinsamen Theiler sind; auch können a, 2b,c keinen 
solchen haben d.h. a und c nicht gleichzeitig gerade sein, 


*) Im dritten Abschnitte dieses Werkes. 
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denn aus den Identitäten 


aa +ba+ca=0, aß" +bB+ch = 0 
würden in diesem Falle b« und bß und, da in demselben Db 
ungerade sein müsste, « und ß sich als gerade Zahlen er- 
weisen, wo dann, gegen die Voraussetzung, auch u, u” wegen 
(25) gerade sein müssten. Man nehme also etwa a als un- 
gerade an. Da nun die Form (24) durch die Form f, eigent- 
lich darstellbar ist, so ist die Determinante D durch die Reci- 
proke von f,, das ist aber die Form x? — 2x’x”, mittels der 
Zahlen 

aß — aß, a B—ap, af — ap 

darstellbar, sodass die Gleichung besteht 
(27) D=b? — 2ac; 
folglich ist (a, — b, 2c) eine eigentlich-primitive Form mit 
der Determinante D. Aus (25) aber fliessen nachstehende 
Gleichungen: 


für i=ß,u——«: 

a? Ai uß”? 1 2v” Ba BE u’a’? 
für t=ß,u=—e": 

e@ u uß”? u 2v”B’«e” - RO 
frt=ß,u=—e: 


2ac = uß? + 2v”ßa + we? 
frt=$ + Pf, u=— a —e: 
— ab=ußß +v”(eß + aß) + wau 
fürt=ß+ßP,u=—0—e”: 
ER be Bes ußß”+ yv eß’ + «”ß) nn u'ae” 
fürt=ß +ß’,u=—a — a”: 
b? Be ac ze uBßß + v’ (a BP” + BR. 1 ua” 
also 
20° — u(2B'B"+ BY) +20" (aß + aß +aß)+u (Lad + 2). 
Dieselben lassen unmittelbar erkennen, dass 
(28) (ax? — 2bxy + 2cy?) - (au? — 2bx’y' + 2ey’?) 
= uX?’+2v’XY-+uTY? 


ist, wenn man 
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xX— Pia’ + Bay’ + Bey + 2P"yy’ 
Y=a'ax' + auy' + axy—+ 2e”yy' 


setzt, die Classe, welcher die Form (u, v”, w’) angehört, ent- 
steht also durch Duplikation. In der That, wählt man, was 
möglich ist, z,y; x’, y’ so, dass die Form (a, —b, 2c) eine 
gegen 2D prime Zahl M darstellt, so wird M? nach (28) 
durch (u, v”, u”) dargestellt, und, falls diese Darstellung keine 
eigentliche sein sollte, doch ein quadratischer Divisor von M? 
durch jene Form eigentlich dargestellt, was (s. analyt. Zahlenth. 
S. 258) die Behauptung begründet. Nun ist aber die Ülasse, 
welcher die Form (u, v”, u’) angehört, eine beliebige Classe 
des Hauptgeschlechtes; man erschliesst mithin auf diese Weise 
aus der Theorie der ternären quadratischen Formen einen der 
schönsten Sätze, die Gauss für binäre quadratische Formen 
festgestellt hat: 

Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch 
Duplikation. 

Da auch jede Classe, welche durch Duplikation entsteht, 
umgekehrt zum Hauptgeschlechte gehört, so kommt dieser 
Satz überein mit der Gleichheit: 


(29) K(D) = 0(D). 


Eine unmittelbare Folge dieser und der Glei- 
chungen (6) und (7) ist die andere: 
(30) GDY— AD). 

Bedient man sich nun des Gauss’schen Ausdrucks für 
die Anzahl der ambigen Ülassen, so ergiebt sich hieraus auch 
der Ausdruck für die Anzahl der Geschlechter und mit dem- 
selben der Satz: Die Anzahl der Geschlechter binärer 
Formen einer gegebenen Determinante ist halb so 
gross wie die Anzahl aller für letztere angebbaren 
Gesammtcharaktere. War also bereits gefunden, dass nur 
der einen Hälfte all’ dieser Gesammtcharaktere Geschlechter 
entsprechen können, so ersieht man jetzt, dass auch wirk- 
lich zu jedem Gesammtcharakter dieser Hälfte ein 
Geschlecht binärer Formen vorhanden ist. Oder: die 
Beziehung (21) zwischen den Einzelcharakteren eines Geschlechts 
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ist für das Vorhandensein dieses Geschlechts nicht nur er- 
forderlich, sondern auch ausreichend. 

Auf Grund dieser letzteren Bedingungsgleichung, also unter 
Voraussetzung des Reciprocitätsgesetzes hat Dirichlet die 
Anzahl der Geschlechter ohne die allgemeine Bestimmung der 
Anzahl der ambigen Classen, wie sie Gauss gelehrt hat, auf 
analytischem Wege bestimmt*). Da hier das Reciproecitäts- 
gesetz nach der Methode des zweiten Gauss’schen Beweises, 
jedoch unabhängig von jener allgemeinen Bestimmung der An- 
zahl der Ambigen begründet worden ist, würde nichts im Wege 
stehen, zur Bestimmung der Anzahl der Geschlechter jetzt den 
Dirichlet’schen Weg zu beschreiten, auf ihm also den zuletzt 
ausgesprochenen Satz unabhängig von Gauss und zugleich 
a posteriori vermittelst der Gleichung (30) den allgemeinen 
Ausdruck für die Anzahl der Ambigen wieder zu gewinnen. 


b) Die ternären Formen. 


6. Aber wir wenden uns nun wieder von den binären 
Formen zu den ternären zurück. Das für die ersteren erhaltene 
Resultat lässt sich verwenden zu dem Nachweise, dass die 
im zweiten Capitel definirten möglicherweise vor- 
handenen Geschlechter ternärer quadratischer Formen 
stets auch wirklich vorhanden sind. 

Bezeichnet (2, 1) eine gegebene Ordnung ternärer qua- 
dratischer Formen, so ist die Frage, ob es eine Form f dieser 
Ordnung giebt von der Art, dass, wenn % ihre Reciproke be- 


deutet, die Symbole 
LOBA EEE oa FEzee 


in denen ©,@’,... die sämmtlichen verschiedenen Prim- 
faktoren von 2; 6, ö',... die sämmtlichen verschiedenen 
Primfaktoren von 1 bezeichnen, vorgeschriebene Werthe 
haben. 

Sei nun M” eine positive zu 2% prime Zahl, für welche 
die Gleichungen 


a --- 


*) S. Analytische Zahlentheorie, Abschnitt 9. 
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sowie die Congruenzbedingung 
M"= 8 (mod. 4) 

erfüllt sind, wie es solche Zahlen stets giebt; mit u, w), ... 
bezeichnen wir ihre verschiedenen Primfaktoren. Dann giebt 
es dem in voriger nr. Bewiesenen zufolge stets ein Geschlecht 
(ev. positiver) eigentlich-primitiver binärer Formen mit der 
Determinante 

D=—2M”=3 (mod. 4), 
deren Einzelcharaktere, wenn @ jede durch eine Form dieses 
Geschlechts darstellbare positive, zu 2D prime Zahl bedeutet, 
die folgenden Bedingungen: 


(32) 2-59, =) 


Y—1 
eat 2 
ka le -( = 
erfüllen; denn die letzte dieser Bedingungen lässt sich, da 
— 2M”’=3 (mod. 4) 


ist, auch so schreiben: 
9—1 24’ +1 


ie 
und erweist sich als identisch mit der Dirichlet’schen Bedin- 
gungsgleichung für die Existenz eines dem Gesammtcharakter 
(32) entsprechenden Geschlechtes binärer Formen mit der Deter- 
minante D. Als Repräsentanten irgend einer Classe dieses 
Geschlechts dürfen wir eine Form (m, n”, m’) wählen, deren 
erster Coefficient positiv und prim ist gegen 2&M”. Da als- 
dann die Gleichungen stattfinden: 


9-9, W-0.- 
o 10-59. 0-6 


NE, 


so ist für jeden in M” aufgehenden Primfaktor u 
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en 


also — /m quadratischer Rest von u, und also auch von M”, 
mithin ist nach nr. 4 des dritten Capitels die Congruenzbe- 
dingung | 
(Ny — N’y')’ + Almy? + 2nyy’ + m’y’?) = 
(mod. M”) 


erfüllbar und somit die Form (m, n”, m’) als Bestandtheil in 


m, m’, m” £ 
einer ternären Form ‚  „»}) mit der Determinante 2?4 
n,n,n 
[4 „ 
DI MEEMN: 


und mit der Reciproken ( ) enthalten, während die 


IN NR 
Ordnung der ternären Form, da M” und m positiv sind, die 
Ordnung (+ &, 1) ist. Hiernach giebt es eine ternäre quadra- 
tische Form von der Ordnung (2, 1), deren durch die Zahlen 
m und M” gelieferten Einzelcharaktere nach (31) und (33) die 
vorgeschriebenen Werthe haben, und folglich gehört zu jedem 
der angebbaren Gesammtcharaktere wirklich ein Geschlecht 
ternärer quadratischer Formen der Ordnung (2, 1). 

7. Wir können die Betrachtung des Geschlechts ternärer 
Formen nicht verlassen, ohne einer Definition desselben Raum 
zu geben, die auf einer, von der bisherigen ganz verschiedenen 
Grundlage ruht. St. Smith hat zuerst den Beweis geführt *), 
dass, wenn eine ternäre quadratische Form f der Ord- 
nung (2, 42) durch eine Substitution mit dem Mo- 
dulus Eins und mit rationalen Coefficienten, deren 
Generalnenner prim sei zu 284, transformirt wird, 
die entstehende Form, wenn sie ganzzahlig ist, dem- 


*) Man bemerke hierzu jedoch, was Hermite (J. f. Math. 52 S. 2) 
sagt: J’ai trouve qu’elles jouissent de cette propriete arithmetique gene- 
rale, que pour un syst&me donne de valeurs des invariants les formes 
des diverses classes sont transformables les unes dans les autres par 
des substitutions lineaires au determinant un, mais ä coefficiens frac- 
tionnaires, c’est-A-dire, en adoptant la notion proposde par Mr. Eisen- 
stein, que les diverses classes ne forment qu’un genre. Eisenstein 
ist wohl der Erste gewesen, welcher aus der rationalen Transformation 
der Formen den Gesichtspunkt zur Eintheilung der letzteren in Ge- 
schlechter entnommen hat (Monatsb. der Berl. Ak. 1852 S. 350). 


128 Fünftes Capitel. 


selben Geschlechte angehört wie /, dass aber auch 
umgekehrt zwei Formen desselben Geschlechts durch 
solehe Substitutionen in einander transformirt werden 
können. 3 

Sei, um dies nachzuweisen, 


ee Ey Br y er 
(34) u - ya PR 

7 & & r 104 2 

teten 


eine Substitution vom Modulus 1, deren Üoefficienten rational 
sind und den Generalnenner n haben. Die umgekehrte Sub- 
stitution wird, bei Anwendung früherer Zeichen, die folgende 


sein: 
A,’ A,® 14 A,° „ 
y—it st rt zet 
R-* An Aus 
Or 4 ir. 0 1 [4 2 „ 
(35) Y Tea Bi 3% + 25% 
A AH A 
VERRBSFE BON u [4 ae, „ 
Y PER „et 5% 


Geht nun durch die Substitution (34) die ternäre Form f 
in eine ganzzahlige Form f, über, so verwandelt sich bekannt- 
lich durch die transponirte Substitution (35) die Adjungirte 
F von f in die ebenfalls ganzzahlige Adjungirte F, von fi, 
durch die transponirte Substitution (34) aber umgekehrt F\ 
in F. Aus dem ersten Grunde sind die ÜÖoefficienten von F, 
homogene lineare Funktionen der Üoefficienten von F und 
quadratische Funktionen der Grössen 2 heissen also 2,8, 
resp. die grössten gemeinsamen Theiler aller Coefficienten von 
F und F,, so muss nothwendig 2, - n* durch & theilbar sein, 
und somit ıst, falls n prim gegen 2%4 angenommen wird, 
$2, theilbar durch 2. Umgekehrt sind die Coeffieienten von 
F' homogene lineare Funktionen a 2 von F\ und qua- 


dratisch in den Substitutionscoefficienten — —; daher muss n?- & 


nothwendig durch 2, theilbar sein. Ne a da die Substi- 
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tution (34) unimodular vorausgesetzt ist, die Determinanten der 
Formen f und f, einander gleich; f, ist eine primitive Form, 
und folglich n auch prim gegen 22, 4,, wenn es prim gegen 
2241 vorausgesetzt wird; bei dieser Voraussetzung schliesst 
man daher aus dem Bewiesenen, dass & theilbar sein muss 


durch 2,. In Verbindung damit, dass es auch umgekehrt war, 
findet sich also die Gleichheit 


2%, =% und folglich auch I, = JL. 

Die Formen f und f, gehören mithin zur selbigen 
Ordnung. Sie gehören aber auch demselben Ge- 
schlechte an. Denn, da vermöge der Substitution (34) die 
Gleichheit 
fa, «',) = hy, y') 
besteht, wird für x 

U NE NE Y, NL 
und ganzzahlige 2, 2’, 2” 

f(®, x, x”) =m: h(%, 2, 2”), 
der quadratische Charakter der Formen f und fi in Bezug auf 
alle Faktoren von 824 also der gleiche sein. Und dasselbe 
gilt aus ähnlichen Gründen für die beiden reciproken Formen 
3 und %.- 

8. Somit ist der behauptete Satz in seinem ersten Theile 
bewiesen. Der Nachweis des anderen Theiles d. i. der Um- 
kehrung des soeben Bewiesenen gründet sich auf folgenden, 
der Lehre von den binären Formen entnommenen 

Hilfssatz: Sind 9,, 9 zwei binäre quadratische 
Formen gleichen Geschlechts, so folgt aus der Auf- 
lösbarkeit der Gleichung: 


(36) 9,(2,y) = M 
stets auch die der Gleichung 
(37) Ps (X, y) = Mz’, 


in welcher z als eine gegen die beliebig gegebene 
Zahl N prime ganze Zahl gedacht werden darf. Um 
dies zu zeigen, darf man offenbar ,, 9, durch jede ihnen 


äquivalente Form ersetzen. Da sie aber gleichem Geschlechte 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 9 
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angehören, giebt es in ihren Classen zwei Formen %,, d, und 
im Hauptgeschlechte eine Form x so beschaffen, dass 
»—ı td 
oder, weil jede Form des Hauptgeschlechtes durch Duplikation 
einer eigentlich-primitiven Form % entsteht, 
U, >u 3 y” r vb, 
gesetzt werden kann. Ist nun die Gleichung (36) möglich, so 
lassen sich auch die. Veränderlichen in d, so wählen, dass 
%, = M, und die Veränderlichen in der Form Y so, dass % 
einen zu N primen Werth 2 erhält; mithin findet sich 
V,—= M?’, 
also für geeignete Werthe von &,y auch die Gleichung (37). 
Nun seien f,, f, zwei ternäre, falls sie bestimmte Formen 
sind, positive Formen desselben Geschlechts, %,, %, ihre Reei- 
proken. Dann können, wenn m,, m, zwei positive zu 224 
prime Zahlen bezeichnen, welche durch f, resp. f, eigentlich 
darstellbar sind und so gedacht werden können, dass 
Am, = Am, =1 (mod. 4) 
ist, gleichzeitig mit ihnen durch %,, 3, zwei ebenfalls positive 
zu 2284 prime Zahlen M,”, My” eigentlich dargestellt werden. 
Seien 
Mm, age fı (&y, a, 0), M'= dı (Ay, Ay", Ay) 
die gleichzeitigen Darstellungen von m, und M,”; da für solche 
die Bedingung 
Ay + A + Ay —=0 
erfüllt sein muss, lassen sich drei andere Zahlen «,, «,', a, so 
angeben, dass 
Ama — ig, A—mymy—Ogylg, Ar = — A bg 
ist. Die Darstellung von M,” ist alsdann der eigentlichen 


Darstellung einer binären Form 9, mit der Determinante 
— &M,” durch die Form /, mittels der Formeln 


C—aYLt Roy 
"—aoy+ay 
= ytay 
zugeordnet; der erste Coefficient der Form 9, ist mithin m,. 
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In gleicher Weise ist die Darstellung von M,” der eigentlichen 
Darstellung einer Form 9, mit der Determinante — 2.M,” 
und dem ersten Coefficienten m, durch die Form f, zugeordnet. 
Die Formen 9,,9, sind eigentlich primitiv und, falls f, f 
bestimmte Formen sind, positiv. Ferner gelten bezüglich jeden 
Primfaktors © von & die Gleichungen 


2-0), 9-0) 
also, da f,, fs gleichen Geschlechts sind, die Gleichung 


2-6) 


Ist ferner u ein in M,” und M,” gemeinsam enthaltener Prim- 
faktor, so folgt aus den Gleichungen 


2-69. 0-6 
2-0) 


Man ersieht hieraus, dass die quadratischen Charaktere 
der beiden Formen ,, 9, mit Bezug auf die ihren Determi- 
nanten gemeinsamen Primfaktoren, ebenso auch — zugleich 
mit denen ihrer ersten Coeffiecienten — mit Bezug auf den 
Modulus 4 übereinstimmen, also mit einander verträglich sind. 
Es giebt deshalb gewisse arithmetische Reihen der Art, dass 
die bezüglichen quadratischen Charaktere der in ihnen ent- 
haltenen Zahlen den Gesammtcharakteren der einen wie der 
anderen Form gleich sind, und unter diesen Zahlen befinden 
sich unendlich viel positive und negative Primzahlen, also 
auch eine nicht in 221 enthaltene Primzahl p» desselben Vor- 
zeichens wie 2, und für diese ist /p==1 (mod. 4). Sie kann 
sowohl durch eine Form des Geschlechts von 9,, als auch 
durch eine solche des Geschlechts von 9, dargestellt werden 
und daher giebt es nach dem Hilfssatze zwei zu 281 prime 
Zahlen z,, 2, so beschaffen, dass pz,? durch 9,, p2,” durch 9, 
selbst darstellbar sind; offenbar dürfen zudem letztere Dar- 
stellungen als eigentliche gedacht werden. Die Zahlen pz,?, 
2, sind mithin auch durch die Formen f,, f, resp. eigentlich 
darstellbar. 


die andere: 


9* 
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Man denke sich nun zwei ungerade Zahlen M,, M,, welche 
gleichzeitig mit jenen durch %,, %, resp. eigentlich dargestellt 
werden. Da die Einheit 

rer N LE a 
E=.(—1) ,2 ? 
für je zwei gleichzeitig durch /,, %, oder f,, %, dargestellte 
ungerade Zahlen m, M einen gleichen Werth hat, die Zahlen 


22, P2, aber den Congruenzen 
Apz?+1=Apa? +1=2 (mod. 4) 
genügen, werden M,, M, (mod. 4) congruent sein. Wendet 
man daher das obige Räsonnement statt auf die Formen f}, fs 
jetzt auf %,, 9, an, so erkennt man einerseits die Existenz 
zweier eigentlich-primitiven binären Formen ®,, ®,, welche 
eine eigentliche Darstellung durch %,, %, gestatten, denen die- 
jenigen von 92,°, 92,” durch f,, f, resp. zugeordnet sind, sodass 
zB. 
8,6, a) = HAHN, Arc A, ACH 1,8) 

pearl) — Ay, Ag'ky — Ay Ag, Aydı — Ay Ay) 
ist, andererseits die Existenz zweier durch ®,, ®, resp. eigent- 
lich darstellbarer Zahlen PZ?, PZ, unter P eine Primzahl, 
unter Z,, Z, ganze Zahlen verstanden, die alle prim sind 
gegen 224. 

Man hat also z. B. für passende Werthe von x, x’ 

PIE IE ae Re Ren 

pa? = filhiAg — Ay, AyAy — Ay ig, Ayhy — Ayrdg) 
d. i. zwei gleichzeitige eigentliche Darstellungen der Zahlen 
p2, PZ? durch f, und %,; demnach giebt es eine mit f, 


äquivalente Form 
lee ee a, nn) 
N 
deren erster Coefficient a, = p2,’, in deren Reciproken aber 


der dritte Coefficient YW”= PZ? ist. Ebenso giebt es eine 
mit /, äquivalente Form 





Pf „ 


i Sir Ay, e 
BAD ’ v)? 
by, b,, b, 
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deren erster Öoefficient a, = p2,?, in deren Reeiproken aber 
der dritte Öoeffieient Y,’”—= PZ,? ist. Den Gleichungen 

a, U,’g, Bu A,” (a, = Di + b, ! 2% — (A, ze’ Luis D3) ge 
+ 4,2412”? 
AR. Di 95 22 A, (a, - b, ap! =E b, ‚ 22% zn 2A, x ET, — B,x2”)? 
+ 4,241x”? 
zufolge geht dann die Form 
1 [) „VD 


mit rationalen ER durch die Substitution 








De a e + ua’ 
[73 x 
EX: Ba " [4 Ser 1 Pr 
2, 2, 2, 2, 
[24 1 „ 
DE 2 


mit dem Modulus pP in die Form g,, durch die Substitution 
Ka art 1 Dr 
22 Ra 


2 
A, X ı D, AM 








! 
Fe BZ NURZ, 
„ 1 „H 
X — Zar 


mit demselben Modulus in die Form g, über, und somit ver- 
wandelt sich durch eine unimodulare Substitution mit rationalen 
Coeffieienten, deren Generalnenner, ebenso wie 2, 2, Z, Z 
nur prim gegen 2% sein kann, g, in 9,; Gleiches gilt dann 
offenbar von den mit g,, 9, resp. äquivalenten Formen f}, f> 
w. z. b. w. 
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Positive Formen. Die Form © + x? + x”, 


1. Von nun an beschränken wir uns zunächst ganz auf 
positive Formen der Ordnung (2, 1), für welche demnach 
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2%>0 ist. Vor allem ist eine Betrachtung anzustellen, welche 
Eisenstein zur Einführung eines neuen sehr wichtigen Be- 
griffes veranlasst hat. 

Wendet man auf eine positive ternäre Form sämmtliche 
Substitutionen an, deren Modulus 1 ist, so erhält man alle zu 
ihr äquivalenten Formen, jede von ihnen gleich oft, denn 
unter jenen Substitutionen ‚befinden sich auch diejenigen 
Substitutionen in endlicher Anzahl ®, welche die Form 
in sich selbst verwandeln und genau so oft, wie in sich 
selbst, verwandelt sich (nach nr. 5 des ersten Capitels) die 
Form in jede ihr äquivalentee Nun fand man die sämmtlichen 
Transformationen einer Form f in sich selbst mittels der ganz- 
zahligen Auflösungen gewisser Gleichungen von der Form 

? + Fuu,u)= 6, 
wo F die Adjungirte von f und © eine von der Determi- 
nante von f abhängige Zahl bedeutet. Demnach wird ihre 
Anzahl 8 mit der Förm f selbst veränderlich sein, ganz ab- 
weichend von den binären Formen, bei welchen die Transfor- 
mationen in sich selbst mittels der Auflösungen der Pell’schen 
Gleichung bestimmt werden, ihre Anzahl also nur abhängig 
ist von der Determinante und deshalb für alle Formen gleicher 
Determinante gleich gross. Da aber das System aller unimo- 
dularen Substitutionen für jede Form f dasselbe ist, giebt es 
offenbar um so mehr mit f äquivalente Formen, die Ülasse, 
welcher f angehört, wird um so dichter an Formen sein, 


je kleiner 0 oder je grösser 5 ist, oder die Anzahl Formen 


einer Classe ist proportional mit diesem Bruche, 
welcher deshalb als das Maass (oder die Dichtigkeit, 
nach Smith: weight) dieser Classe, sowie jeder zu ihr 
gehörigen Form benannt werden darf. 

Nennt man r die Anzahl der Transformationen einer bi- 
nären Form in sich selbst, so würde in gleicher Weise 2 
das Maass dieser Form oder ihrer Classe sein, ein Werth, der 
nach dem Gesagten für jede binäre Form derselben Determi- 
nante derselbe, für positive (primitive) Formen im Allge- 
meinen = ist. | 
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Da jeder Transformation einer Form f in sich selbst eine 
solche ihrer Reciproken in sich selbst entspricht und umge- 
kehrt, so ist das Maass für zwei zu einander reciproke 
Formen stets dasselbe. 

Hat man mehrere Classen O;, z. B. diejenigen eines Ge- 
schlechts oder einer Ordnung, so kann man die Summe 


ihrer Maasse, DI, als das Maass des Geschlechts 


resp. der Ordnung bezeichnen. 

Der Begriff des Maasses einer Form überträgt sich auch 
auf jede durch sie dargestellte Zahl oder auf die ent- 
sprechende Darstellung selbst: Das Maass der Dar- 
stellung einer Zahl ist das Maass der Form, durch 
die sie geschieht. Dagegen nennt man Maass der Dar- 
stellung einer binären Form durch eine ternäre das 
Produkt aus dem Maasse der ersteren in das Maass 


1 . . Ä 
der letzteren: —; und wieder wird Maass eines Systems 


To,’ 

von Darstellungen, sei es von Zahlen, sei es von bi- 
nären Formen, die Summe der Maasse aller jener 
resp. aller dieser sein. 

Nach Einführung dieser wichtigen Bisenstein’schen Be- 
griffe stellt sich nun von selbst die Aufgabe dar, das Maass 
eines gegebenen Geschlechts der Ordnung (2, 7) oder dieser 
Ordnung selbst zu bestimmen, und wird im nächsten Capitel 
gelöst werden. An dieser Stelle soll vorläufig nur ein dahin 
zielender Satz hergeleitet werden, der sich aus den bisherigen 
Untersuchungen leicht erschliessen lässt. 


2. Sei ein Geschlecht positiver Formen der Ordnung 
(2,4) gegeben dadurch, dass man den ihm entsprechenden 


Symbolen ee 


bestimmte Werthe beilegt. Versteht man unter M” eine posi- 
tive und zu 28.4 prime Zahl, welche die Bedingungen 


@) Cole Bir and IE 


und M’=8 (mod. 4) erfüllt, so giebt es, wie im vorigen 
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Capitel gezeigt worden ist, ein bestimmtes Geschlecht (posi- 
tiver) eigentlich-primitiver binärer Formen mit der Determi- 
nante D= — QM”, dessen Classenrepräsentanten p so ge- 
wählt werden können, dass die für die Darstellbarkeit durch 
eine Form der Ordnung (2, 2) erforderliche Bedingung, näm- 
lich die Congruenz 


(2) (Ny— Ny”’+4I-9=0 (mod. M”) 
erfüllbar ist. Seien 
(8) 91» Par + 9 


diese Repräsentanten der verschiedenen Classen des genannten 
Geschlechts. Um alle ihre eigentlichen Darstellungen durch 
die Ordnung (2, f) zu finden, muss man verfahren, wie es 
in nr. 6 des dritten Capitels auseinandergesetzt worden ist. 
Man bilde also zunächst für die Form 9, die dort mit (34) 
bezeichneten Formen. Man darf sieh nun aber auf diejenigen 
Formen 


(4) Ri fe, fs; Euer 


des dortigen Systems (32) beschränken, welche dem Ge- 
schlechte ternärer Formen, das man betrachtet, angehören; 
denn jede der Formen f® kann nur einer Form dieses Ge- 
schlechts äquivalent sein, da sie die Bedingungen | 


ee 


und ihre Reeiproke 5” zugleich die Bedingungen 


=. 


erfüllt. Ist wieder u die Anzahl der verschiedenen Primfak- 
toren, aus denen M” besteht, also 2“ die Anzahl der Wurzeln 
der Congruenz (2), so ist die Anzahl der Formen f® ebenso 
gross. Angenommen nun, f® sei äquivalent mit fi, so giebt 
es zunächst so viel von einander verschiedene eigentliche Dar- 
stellungen von , durch f,, als es Transformationen von f, 
in f® oder auch in sich selbst giebt, deren Anzahl 6, heisse; 





das Maass jeder einzelnen dieser Darstellungen ist > und folg- 
1 


lich das Maass ihrer Gesammtheit gleich —. Um alle ver- 


/ 


Positive Formen, Die Form ©? + x’? + x”. #37 


schiedenen Darstellungen von g, durch die Formen (4) zu er- 
halten, muss man diese Betrachtung für jede der Formen f® 


anstellen und findet dann offenbar 2 - E für das Maass sämmt- 


licher Darstellungen von @, durch die Formen (4) des ge- 
gebenen Geschlechts; und wenn dieselbe Betrachtung für jede 
der Formen (3) wiederholt wird, ergiebt sich das Resultat: 

DasMaass sämmtlicher eigentlichen Darstellungen 
der Classenrepräsentanten des gedachten Geschlechts 
binärer Formen durch das Formensystem des gege- 
benen ternären Geschlechts ist 


(5) DIR RERE 


T 


3. Man bezeichne mit 


(6) du, da, dr > 


die Reeiproken zu den Formen (4) des gegebenen Geschlechts. 
Jeder eigentlichen Darstellung einer der Formen (3) durch 
eine der Formen (4) ist bekanntlich eine eigentliche Darstel- 
lung von M” durch die entsprechende Reciproke aus der 
Reihe (6) zugeordnet. — Ist umgekehrt M” durch eine der 
letzteren Formen, etwa durch %, eigentlich darstellbar, so ist 
diese Darstellung der eigentlichen Darstellung einer binären 
Form @ mit der Determinante — &M” durch die Form f, 
zugeordnet; diese Form ist primitiv (nach nr. 3 des dritten 
Capitels) und zwar eigentlich, da die Determinante 


—=3 (mod. 4) 
ist; und weil sie durch f, eigentlich darstellbar ist, muss die 
Congruenz (2) auflösbar, also die Gleichungen 


-- 


ebenso wie auch diese anderen: 


9-4, =(),-- 


und endlich, da für das Geschlecht von @ die Dirichlet’sche 
Bedingungsgleichung statthaben muss, auch die folgende: 
9—1 


2° - (am) 


138 Sechstes Capitel. 


erfüllt sein, d.h. 9 muss dem in voriger nr. bezeichneten Ge- 
schlechte binärer Formen angehörig und deshalb mit einer 
der Formen (3), etwa mit 9,, äquivalent sein. Demnach ist 
dann die Darstellung von M” auch einer eigentlichen Darstel- 
lung dieser letzteren Form durch f, zugeordnet, und zwar 
nicht nur einer, sondern (nach nr. 1,4) des dritten Capitels) 
genau r solchen Darstellungen. Das Maass der Darstellung 


von M” durch %, ist aber =, das jeder einzelnen Darstellung 
1 


von , durch die entsprechende Form fi, ist &, also das 
1 
Maass sämmtlicher Darstellungen von 9, durch f,, denen die- 
jenige von M” zugeordnet ist, gleich > Denkt man fole- 
1 


lich alle eigentlichen Darstellungen von M” durch die Formen 
(6), so ist die Summe ihrer Maasse gleich der Summe der 
Maasse aller eigentlichen Darstellungen der Formen (3) durch 
die Formen (4), denen solche Darstellungen von M” zugeordnet 
sind, d.h. aber nach der anfänglich gemachten Bemerkung 
sämmtlicher eigentlichen Darstellungen der Formen (3) durch 


die Formen (4) überhaupt, also gleich 2“. 2. Oder wir 


T 
erhalten den Satz: 

Ist M’ eine positive zu 2841 prime und mit & 
(mod. 4) congruente Zahl, welche die Bedingungen (1) 
erfüllt, und u die Anzahl der verschiedenen Prim- 
faktoren, aus denen sie besteht, so ist das Maass 
ihrer eigentlichen Darstellungen durch die Formen 
(6), welche den Repräsentanten (4) eines gegebenen 
Geschlechts ternärer Formen der Ordnung (82, [) reci- 


prok sind, gleich 2“ mal dem Maasse e eines (durch 


die Gleichungen (32) vorigen Capitels) bestimmten 
Geschlechts positiver eigentlich-prigitiver binärer 
Formen mit der Determinante — &M”. 

Da jedes Geschlecht solcher Formen gleichviel Classen 
enthält, darf hierbei unter g die’ Anzahl Classen ihres Haupt- 
geschlechts verstanden werden. 
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Die Form + x? +.” 

4. Von den letztgefundenen allgemeinen Ergebnissen 
machen wir jetzt im Besonderen die Anwendung auf die ter- 
nären Formen der Ordnung (1,1). Vorweg sei bemerkt, was 
erst an späterer Stelle bewiesen werden wird, dass alle diese 
Formen nur eine einzige Classe bilden, als deren Repräsentant 
die einfachste Form derselben, die Form 
(2) f=ete’+ 
genommen werden darf. Dieser Form ist es eigenthümlich, 
dass ihre Reeiproke mit ihr identisch ist: 


(8) Sr +e?+e”. 

Da nur eine Classe vorhanden ist, giebt es auch nur ein 
einziges Geschlecht, das Hauptgeschlecht, welches gleichfalls 
durch die Form (7) repräsentirt wird. Auf diese einzige Form 
redueirt sich also das mit (4) bezeichnete System von Formen, 
sowie das mit (6) bezeichnete auf die einzige Form (8). Die 
im Vorigen mit M” bezeichnete positive Zahl, die wir grösser 
als 1 denken, hat man hier nur der einzigen Bedingung zu 
unterwerfen, dass M”==1 (mod. 4) sei. Dem Schlusssatze 
der vor. nr. gemäss ist alsdann das Maass aller eigentlichen 
Darstellungen von M” durch die Form «©? + x’? + x”? gleich 


u. I, wenn g die Anzahl Classen des Hauptgeschlechts bi- 


närer Formen mit der Determinante — M” bezeichnet. Wegen 
M">1list =2; ferner ist das Maass jeder eigentlichen 


Darstellung einer Zahl durch die Form % gleich = wenn 


8 die Anzahl der Transformationen von % in sich selbst, also 
(nach nr. 3 des vierten Capitels) die Zahl 24 bezeichnet. Ist 
demnach A die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von 
M” durch %, so ist 
(9) Ze. oder A=3-tr.g, 
Auf solche Weise geht der Gauss’sche Satz*) hervor: 
Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer 


*) 8. Disquis. Arithm. art. 291. 
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positiven Zahl M” von der Form 4n—+1 als Summe 
dreier Quadrate ist 3-2«+2.g, wenn u die Anzahl der 
verschiedenen Primfaktoren bezeichnet, aus denen M” 
besteht, und g die Anzahl der Classen im Hauptge- 
schleshte binärer eigentlich-primitiver a 
Formen von der Determinante — M”. 


Für Zahlen M” von der Form 8» +35 besteht ein 
ähnlicher Satz: Die Anzahl der eigentlichen Darstel- 
lungen einer solchen Zahl als Summe dreier Quadrate 
ist 24+?.g. Doch kann dieser Satz, obwohl er auf ganz ana- 
logen Betrachtungen beruht, als für den Beweis des ersteren 
verwendet worden sind, aus unseren Entwickelungen nicht ohne 
weiteres abgeleitet werden, weil es dazu auch der Betrachtung 
uneigentlich-primitiver Formen bedürfen. würde, die wir ver- 
mieden haben. 

Die Zahlen von der Form 8%» +7 kommen nicht 
in Betracht, da solche durch die Form # +2”? +2”? 
nicht darstellbar sind. In der That besteht für diese Form 
(s. (41) des zweiten Capitels) die Gleichung 


Bee 


und folglich sind nur solche ungerade Zahlen durch die Form 
darstellbar, welche =1,3,5, nicht aber solche, welche = 17 
(mod. 8) sind. Dies leuchtet auch ohne weiteres ein; denn da 
x? + x’? x”? nur dann von der Form 4» + 35 wird, wenn 
x,x',x” ungerade sind, in diesem Falle aber von der Form 
8n +3 ist, kann eine Zahl von der Form 8%» +7 nicht 


Summe dreier Quadratzahlen sein. 


In gleicher Weise überzeugt man sich, dass nur 
solche gerade Zahlen als Summe dreier Quadrate 
eigentlich darstellbar sind, welche die Form 4 +2 
haben. 

Von den Darstellungen einer ungeraden Zahl als Summe 
dreier Quadrate sind ihre Zerlegungen in eine solche Summe 
zu unterscheiden, indem man bei den letzteren nur auf die 
Werthe der drei Quadrate, nicht aber auf ihre verschiedene 
Folge noch auf die Vorzeichen ihrer Grundzahlen Acht nimmt. 
Dann wird eine Zerlegung in drei von Null und von einander 
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verschiedene Quadrate offenbar je 1-2-3-2°?—= 48, eine Zer- 
legung, bei welcher ein Quadrat Null, die anderen also ver- 
schieden sind, je 1-2-3-2?—= 24, oder bei welcher alle drei 
Quadrate von Null verschieden aber zwei gleich sind, je 
32° — 24 

verschiedenen eigentlichen Darstellungen entsprechen. Fin- 
den sich demnach unter allen Z Zerlegungen in drei Quadrate 
resp. z und & solche von den beiden letzten Arten, so ist 


AB gr Ale 9) 
— 482 — 4(e + 9.*) 


Eine eigentliche Zerlegung M’—= x? + x’? ist aber nur dann 


möglich, wenn — 1 quadratischer Rest von M” ist, und dann 


& 1 : . » F 
giebt es deren — - 247? — 2471; ebenso ist eine eigentliche 
Zerlegung M”= x? + 2x’? nur möglich, wenn — 2 quadra- 


tischer Rest von M” ist, und dann giebt es deren 
= . ui — u—l1, 
Bezeichnet demnach x, jenachdem 
M”=1 (mod. 4) oder M”==5 (mod. 8) 


ist, 39 oder g, so kann man sagen: 


es ist 
Z— ui. 
wenn — 1 und — 2 Nichtreste von M”; 


Z= 2. +1), 


wenn nur eine dieser Zahlen quadratischer Rest; 


Zn. (9), 


wenn sie beide quadratische Reste von M” sind. 


(9a) 


Ist insbesondere M”—=8n +5, so wird die erste oder 
zweite dieser Formeln gelten, jenachdem — 2 quadratischer 


*) Der Fall M”= 3 ist auszunehmen, denn in ihm ist nur eine 
Zerlegung: 3 = 1? -+ 1? + 1? vorhanden, bei welcher alle drei Qua- 
drate gleich sind. 
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Nichtrest oder Rest von M” ist, und da in diesem Falle x = g, 
so zeigen diese Formeln, was die Theorie der binären Formen 
bestätigt, dass die Anzahl der Classen im Hauptgeschlechte 
binärer Formen mit einer Determinante — M”==5 (mod. 8) 
ein Vielfaches von 3 ist. 

Hier ist der Ort, mit Dirichlet (s. den Schluss seiner 
recherches sur l’application de l’analyse infinitesimale ä& la 
theorie des nombres, Örelle’s Journal 21 S. 155) darauf hin- 
zuweisen, wie man durch eine Combination seiner Formeln 
für die Classenanzahl mit den Gauss’schen Sätzen über die 
Anzahl der Darstellungen einer Zahl als Summe dreier Qua- 
drate für diese letztere Anzahl sehr einfache Formeln ge- 
winnen kann, die von jeder Beziehung auf binäre Formen be- 
freit sind. 

In der That, wenn man sich der Kürze wegen auf 
den Fall M’”=1 (mod. 4) beschränkt, so kann man u. A. 
für die Anzahl H(— M”) der Classen eigentlich-primitiver 


binärer Formen mit der Determinante — M” folgende Formeln 
aufstellen: 
2 ZB — 23 
Der Hm 
2) H— M)=—(A— 8), 


in denen «, ß alle zu 4M” primen Zahlen <4M” bedeuten, 
für welche resp. 


@—1 ——A 
er 
ist, während VA, die Anzahl dieser Zahlen «, ß sind, welche 

2 M” nicht übersteigen; 
3) BH(— M)—2(4— B,, 
wo A, B die Anzahl aller gegen M primen Zahlen a, b be- 


zeichnen, welche < ee sind und resp. die Gleichungen 


(=, 


erfüllen, einfacher: 


mn. 3), 
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falls man dem Symbole I ‚so oft s und M” einen ge- 


meinsamen 'Theiler haben, den Werth Null beilegt. — Da nun 
. H(— M”) 


1 


ist, findet man aus dem Gauss’schen Satze entsprechend 
folgende drei Formeln für die Anzahl A der eigentlichen Dar- 
stellungen von M” als Summe von drei Quadraten: 
All ZB — 2 
I) A=3. ur 


a n 


iD a 


von denen wohl die letzte die einfachste zu nennen ist. 
Wenn M"==5 (mod. 8) ist, so findet man ähnlich 


(10a) orte 8. Su ar): 


5. Für die ausgezeichnete ternäre Form 


fa tar ta”, 
die wir soeben betrachtet, waren bereits vor Gauss die haupt- 
sächlichsten Sätze seiner allgemeinen Darstellungstheorie von 
Legendre hergeleitet worden*), doch stellen sie sich bei ihm 
unter anderer Form dar, weil er sich einer den Mathematikern 
vor Gauss eigenthümlichen Ausdrucksweise bedient. So nennt 
er jede eigentliche Darstellung einer Zahl als Summe dreier 
Quadrate eine trinäre Form dieser Zahl, jede (positive) 
binäre quadratische Form der Determinante — D heisst ein 
Theiler von ??-+ Du?, und, wenn sie einer eigentlichen Dar- 
stellung durch die Form f= x? +x”+ x”? fähig ist, ein 
trinärer Theiler dieses Ausdrucks. Hierbei gelten äqui- 
valente binäre Formen nur als ein einziger Theiler desselben, 
Von den Methoden zwar, welche Legendre angewendet, seine 
Resultate zu erreichen, und welche durchweg elementarer Art 


(10) 





*, Legendre, theorie des Nombres. - 
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sind, können wir hier keine Darstellung geben, aber es scheint 
zur Orientirung über die ältere zahlentheoretische Literatur 
nicht unwichtig, in Kürze das Verhältniss zu kennzeichnen, in 
welchem seine Betrachtungen zu der hier dargestellten Gauss- 
schen Theorie stehen. 

Vorweg ist zu bemerken, dass Legendre als ver- 
schiedene trinäre Formen einer Zahl oder einer binären Form 
p nur die verschiedenen Zerlegungen derselben in die Summe 
dreier Quadrate zählt, daher die r—= 2 Darstellungen von g: 
11) = aythßy,a= ay+phy,oa—= 0yr+ßy 
und 
(11a) = —ay— Py, = —-ay— By, = —uy By, 
denen ein- und dieselbe Darstellung ihrer Determinante ent- 
spricht, nur eine einzige trinäre Form des Theilers g geben. 
Dies vorausgeschickt, folgt zunächst aus nr. 1, 1) und 2) des 
dritten Capitels, wenn man daselbst die Form f und ihre Reci- 
proke % mit 2° + x”? + x”? identifieirt: Jedem trinären 
Theiler von ?-+ M’uw? ist eine trinäre Form von M” 
zugeordnet (Legendre nr.269) und umgekehrt (L.nr. 272); 
auch kann (L. nr. 274) jede trinäre Form von M” nur 
einem einzigen trinären Theiler von f?+ M’u? zuge- 
ordnet sein (nach Capitel 3 nr. 1, 5)). 

Ist aber eine Form (p,g,r) Giastiien durch f darstell- 
bar mittels der Formeln (11) und A, A’, A” die zugeordnete 
Darstellung von M”, so wird die Inte Form (p, 
— q,r) durch f dargestellt mittels der Formeln 


= ay— By, —ay— By, d—=ay— Ppy' 
und die zugeordnete Darstellung von M” ist 
—A, — A, —M. 

Wenn nun die Form (p,g,r) einer ambigen Classe angehört, 
also äquivalent ist mit (p, —g, r), so ist die letztere Dar- 
stellung (nach Cap. 3, nr. 1, 3)) auch einer Darstellung von 
(p,g,r) zugeordnet, welche von der Darstellung (11) oder 
(11a) verschieden sein muss. Die genannten beiden Darstel- 
lungen von M” geben jedoch nur eine trinäre Form von M”:. 


M'’ = A? -- AN? -- Ar 2 
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Man findet also: Während im Allgemeinen jeder 
trinären Form von M” nur eine einzige trinäre Form 
des zugeordneten Theilers von ?-+ M’u? entspricht, 
entsprechen ihr zwei solche Formen, so oft der Theiler 
ambige (nach Legendre’s Ausdrucksweise: bifide) ist (L. 
nr. 275— 278). 

Wenn = (p,g,r) eine Form der Determinante — M”, 
wenn ferner p, M” relative Primzahlen und — p quadratischer 
Rest ist von M”, P aber irgend eine durch (p,g,r) dar- 
stellbare zu M” prime Zahl, so ist auch — P quadratischer 
Rest von M”, also M” durch eine Form % mit der Deter- 
minante — P darstellbar. Dies folgt sogleich, wenn man 


P= pa? + 2geß + rf? 


annimmt, aus der Gleichung 


p-P=(pa+ aß)" + MÜPR. 

Legendre nennt alsdann die Form g einen reciproken 
Theiler von # + M’w. Die Congruenz nun, deren Auf- 
lösbarkeit die nothwendige Bedingung für die eigentliche 
Darstellbarkeit einer Form @ durch die Form 


f- +0? +2”: 


ist, lautet folgendermassen: 
(12) (Ny— Ny)”’+g9=0 (mod. M”); 


für diese besondere Form f ist sie nach nr. 5 und 6 des dritten 
Capitels zugleich die ausreichende Bedingung der Darstell- 
barkeit, denn das Formensystem (32) daselbst reducirt sich 
im gegenwärtigen Falle auf die einzige Form f. Aus der Con- 
gruenz folgt aber für jede durch g darstellbare Zahl P, dass 
— P quadratischer Rest von M” ist; und umgekehrt wird 
sie auflösbar (nach nr. 4 daselbst), wenn dies für irgend eine 
durch @ darstellbare, gegen M” prime Zahl, z. B. für ihren 
ersten Coefficienten p erfüllt wird. Hieraus ergiebt sich offen- 
bar: Jeder trinäre Theiler von + M’”u? ist ein reci- 
proker Theiler dieses Ausdrucks, und umgekehrt (L. 
nr. 302 und 304). Für den Fall M"=1 (mod. 4) wären 


hiernach die (nicht äquivalenten) reciproken Theiler jenes Aus- 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 10 
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drucks mit den durch 9,,@,...9, bezeichneten Formen in 
nr. 2 identisch. | 

Das Vorhandensein solcher Theiler — welches in dem 
angegebenen Falle sich aus dem im vorigen Öapitel gegebenen 
Nachweise ergiebt, dass ein Geschlecht binärer Formen 
existirt, für welches die Congruenz (12) auflösbar ist — wird 
von Legendre in den nr. 295—301 allgemeiner untersucht. 
Aus den mitgetheilten Resultaten erschliesst er dann neben 
anderen ähnlichen Sätzen den Satz: dass jede ungerade 
Zahl, welehe nicht die Form 8» +7 hat, als Summe 
dreier Quadratzahlen darstellbar ist (L. nr. 317 sqg.). 

6. Bewiesen haben wir diesen Satz bisher erst für die 
Zahlen von der Form 4» +1, für diejenigen der Form Sn +3 
noch nicht; derselbe Satz gilt aber auch noch für die geraden 
Zahlen von der Form 4n + 2, so dass man aussagen darf: 

Jede Zahl, welehe keine der Formen 4n oder 
8n +7 hat, kann (eigentlich) in der Form 


tg? g”2 
d.i. als Summe dreier Quadratzahlen (ohne gemein- 
samen Theiler) dargestellt werden. Da dieser Satz zu- 
gleich den Ausgangspunkt für eine ganze Reihe weiterer, sehr 
interessanter Entwickelungen bildet, ist es nöthig, ihn in seiner 
ganzen Allgemeinheit zu beweisen; und wenn man dabei von 
der Anzahl der Darstellungen ab und nur auf die Möglich- 
keit der Darstellung sieht, lässt sich dieser Beweis, wie 
Dirichlet gezeigt hat*), .ohne die allgemeine Gauss’sche 
Theorie mittels verhältnissmässig sehr einfacher Betrachtungen 
folgendermassen erbringen. 

Es ist bereits bemerkt, dass alle ternären Formen der 
Ordnung (1,1) oder, was dasselbe sagt, alle positiven ternären 
Formen mit der Determinante 1 nur eine Classe bilden, also 
sämmtlich der Form x? + x’? + x”? äquivalent sind. Giebt 
es mithin eine positive Form mit dieser Determinante, durch 
welche die gegebene positive Zahl a eigentlich darstellbar 


*, Dirichlet, über die Zerlegbarkeit der Zahlen in drei Qua- 
drate, Journ. f. Math. 40 $. 228, oder Journ. des Math. v. Liouville, 
2. serie, t. 4. 
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oder, noch bestimmter, eine solche Form, deren erster Üoeffi- 

cient gleich « ist, so ist a auch eigentlich darstellbar als 

Summe dreier Quadratzahlen. Demnach ist nur erforderlich 

| a,a,.a” 

DU DATE 

folgende Bedingungen erfüllt: 
erstens: 


(135) aaa” + 266” — a? — ab? — all?’ —=1, 
zweitens, wodurch die Form bekanntlich als eine posi- 
tive charakterisirt wird: 
(14) A’= aa” —b’?’>O. 
Wählt man zu diesem Zwecke b’=1, b"=0, so wird 
die Gleichung (13), wenn A = a’a” — b? gesetzt wird, 
(15) a —=aA—1. 
Kann man nun eine positive Zahl A nachweisen von der Be- 


schaffenheit, dass — A quadratischer Rest von «’ ist, sodass 
die Congruenz 


zu zeigen, dass eine Form ( ) vorhanden ist, welche 


= — A (mod. a’) 

auflösbar oder, was dasselbe ist, zwei ganze Zahlen b und a” 
der Gleichung 

A = a’a” — D? 
‘gemäss angebbar sind, so wird, da «> 1 gedacht wird, a’ und 
folglich nach Gleichung (13), der man die Gestalt 

aA’=ab?+1 

DR 
ai ) 
allen Bedingungen genügen. Eine solche Zahl A ist aber in 
der That nachweisbar. 
Sei zuerst a von der Form 4n +2. Denkt man dann 

A positiv und von der Form 4n + 1, so wird auch a’ der 
Gleichung (15) zufolge von der Form 4» + 1 und prim zu A 


und folglich 
-9-0--1 


Nun ist aber @’ von der Form 
! 
a=4an+a—], 


geben kann, auch A’ positiv sein und die Form ( 
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in welcher, dem Dirichlet’schen Satze von der arıthmetischen 
Progression gemäss, jedenfalls eine positive Primzahl «’ ent- 
halten ist, von welcher also dann, wie verlangt, — A quadra- 
tischer Rest ist. 

Sei zweitens a ungerade, aber nicht von der Form 
Sn +T. Setzt man dann A=8m-+ e und wählt, was auf 
zwiefache Weise möglich sein wird, & aus der Reihe 1,3, 5, 7 
so, dass aA==5 (mod. 4) wird, so wird 

a=aA—]1 
gerade, jedoch nicht theilbar durch 4 Wird demgemäss 
di 2.0 

gesetzt, wo «’ ungerade, so folgt aus vorstehender Gleichung 
ohne Schwierigkeit 








"LI.ArI ae 

N, “ ee 
)=-—-(1° 2 5 ) 

und indem man nun nach einander für a die verschiedenen 
Formen 8% + 1, 3,5 wählt, findet man folgende Combinationen: 


a=8n +1, A=-83m+3, «=-4+1, CAH—+1 
| ‚ o (A 
” .. d=8m +4,00 Ah, F)--1 
5) ‚ — A 
a=8n+5, A=8dm+1, “=4h-+]|T, A)—+1 
” ’ A=8m-+5, «=4h-+35, Z)-+1 
a=8n +5, A=85m+3, “=4h+35, (==) 
5 Amt, det, 1 


Man sieht demnach, dass in allen Fällen A so wählbar 
ist, dass die Bedingung: 
en 


erfüllt wird. Aus Gleichung (15) folgt aber 
@ — (aA— 1)=4am + = (ae — 1), 





1 
wo zugleich mit «’ auch — (as — 1) zu 4a prim sein muss. 
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In dieser arithmetischen Progression findet sich somit auch 
eine positive Primzahl «@’ und in Bezug auf diese, ebenso aber 
dann auch in Bezug auf a’ =2«’ wird — A, wie es sein 
soll, quadratischer Rest sein“). 
7. Aus dem solcherweise bewiesenen Satze ziehen wir 
sogleich noch ein paar weitere Folgerungen. 
Ist zunächst 
4n+2="+x?’+x”, 
so müssen nothwendig zwei der Zahlen x,x,,x”, etwa die 
beiden ersten ungerade, die dritte gerade sein; setzen wir " dem- 
gemäss 
uU —y Tyan 2y, 
so ergiebt sich unmittelbar 
Zn ey 2y 
d. h. der Satz: Jede ungerade Zahl ist als Summe von 
zwei einfachen und einem doppelten Quadrate dar- 
stellbar. 
Ist ferner 


Q2 ee 2 7 2 BarleD 
Ssn-3=r"+r"'+x”, 
so müssen alle drei Zahlen x, x, ©” ungerade, also 
[4 14 ErtE ne y „ 
a 24 71, X =2y-1 ce =2y +1 
sein, woraus dann sofort die Gleichung 


ABanDLE SE vn = 1) 








n = 


d. i. folgender Satz hervorgeht: Jede ganze Zahl lässt sich 
als Summe von drei Trigonalzahlen darstellen**). 


*) Dirichlet zeigt a. a. O., dass dasselbe Verfahren auch noch 
in anderen Fällen, z. B. anwendbar ist, um nachzuweisen, dass jede 
durch 3 nicht theilbare Zahl in der Form x? +x’?+3x”? 
eigentlich darstellbar ist. Nach derselben Methode hat Lebesgue 
(in Liouv. Journal des Mathe&m. 2. serie, t.2 p. 149) bewiesen, dass jede 
ungerade Zahl als Summe von vier Quadraten, deren zwei einander 
gleich sind, d.h. in der Form x?+ x’?+ 2x”? eigentlich dar- 
stellbar ist. 

*#) Bezeichnet man Trigonalzahlen zur Abkürzung mit 4, 1’, 4”, 
so ist dem Satze zufolge jede ganze Zahl iin der Form 


n=d4+4 +4” 
darstellbar. Aus 
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Sei nun n—=4".n', wo 4” die höchste in n aufgehende 
Potenz von 4 vorstellt, sodass »’ entweder ungerade oder das 
Doppelte einer ungeraden Zahl ist. Ist erstens »’== 1 (mod. 4), 
so wird n’ — x? es ebenfalls sein, wenn x gerade gewählt 
wird; ist n =3 (mod. 4), so wird n" —a®=2, wenn % un- 
gerade gewählt wird; ist endlich n’==2 (mod. 4), so wird 
n — x ==1 oder 2, jenachdem x ungerade oder gerade ge- 
wählt wird. In allen diesen Fällen ist also »’ — x? als Summe 
dreier Quadratzahlen darstellbar oder 


w —— 72 +2”? +2”? + 2”? 


und Fleliche indem man 


Y Een Iv r er y > N ER y” w 2 N Dr ya 2v ® nr 


? 
setzt, auch 
n—=y 4, 24 Eye 
Somit ergiebt sich der Satz: Jede ganze Zahl lässt 
sich als Summe von vier Quadratzahlen darstellen. 





int 2= Bst + or + Uta 
folgt, wenn man 
22’ 1=ı +y+1, 2 =-x—y 
Int2<- et; yt DT @ Wire 
Zu ED) so 
2 2 


setzt, 


a 
1 
also ist jede ganze Zahl auch in der Form 

n=4+2' 1242” 
darstellbar. Aehnlich findet sich, dass jede ganze Zahl auch 
durch jede der folgenden Formen 

Ar 444”, 424124, Ir ass 
Ab EAST I EN DA 
darstellbar ist. Jedoch sind die genannten Ausdrücke auch 
die einzigen Ausdrücke von der Gestalt 
ad+bd’+ cd”, 

welche diese Eigenschaft besitzen. Es ist vergleichsweise inter- 
essant‘ zu bemerken, dass es Ausdrücke von der Gestalt 

ax + be’? + cx”?, 
durch “alehe jede ganze Zahl darstellbar wäre, nicht giebt (S. Liou- 
ville in s. Journal 2. ser. 8, S. 73). 
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Von diesem Satze, der, wie der vorhergehende, in einem 
allgemeineren, von Fermat angegebenen Theoreme enthalten 
ist, gab Lagrange den ersten Beweis, der dann von Euler 
sehr vereinfacht worden ist*). Derselbe ruht auf ganz anderer 
Grundlage, als der hier gegebene, und stützt sich auf folgende 
drei Momente: erstens wird gezeigt, dass es für jede gegebene 
Primzahl p eine Summe von vier Quadraten giebt, welche 
theilbar ist durch p; zweitens wird hieraus gefolgert, dass 
p als Summe von vier Quadraten darstellbar ist, und drittens, 
dass dasselbe dann auch von jeder beliebigen Zahl gelten muss. 

Den ersten, wichtigsten Punkt erledigen wir, indem wir, 
uns zum Theil auf Euler’s Betrachtungen stützend, einen 
Satz beweisen, den Lagrange zum Ausgangspunkte nimmt. 
Er lautet folgendermassen: Ist p eine ungerade Primzahl, 
durch welche A und D nicht theilbar sind, so können 
drei ganze, nicht sämmtlich durch p theilbare Zahlen 
x,y,2 so gewählt werden, dass der Ausdruck 


(16) x + Ay’ + Be | 
durch p aufgeht. Denn, wäre dies unrichtig, so würde — A 
nothwendig ein quadratischer Nichtrest von p sein, weil sonst 
für ein passendes x | 

x —+4:1?+B-:0°?= 0 (mod. p) 
wäre; dasselbe gilt von — B. Nun sei zuerst p von der 
Form 4n + 1 und db ein beliebiger Nichtrest von p, dann darf 
man 


— Ab=u, — Bbb= ß? 
setzen, wodurch 
b(a® + Ay? + Be) = bat — (ay)? — (Be) 
also durch p theilbar wird, wenn man = (0 und, was be- 
kanntlich für eine Primzahl p von der Form 4» + 1 möglich 
ist 
| (ey)? + (Be)? = 0 (mod. p) 


wählt; also wird dann auch, gegen die Voraussetzung, der 


*) Lagrange in den M&m. de l’Academie de Berlin 1770; Euler 
in den Acta Petrop. I, II 1775; s. auch Commentationes Arithmeticae 
collectae I S. 538: novae demonstrationes circa resolutionem numerorum 
in quadrata. 
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Ausdruck (16) durch p» aufgehen. — Ist aber zweitens p von 
der Form 4» +3, so werden A und 5 quadratische Reste 


von p also etwa 
B=y, A=2? (mod. p) 





sein, woraus | 

Ay + B®?=2AB 
folgt; mithin muss 2AB und folglich 2A ein quadratischer 
Rest sein, denn sonst wäre — 2AD ein solcher, also 

x” = —2AB 
und 
+ Ay? + Be? =0 (mod. p) 

gegen die Annahme. Ist aber 2A ein quadratischer Rest, so 
hätte man Congruenzen von der Form 

b=y, 24=3»%, 
woraus 

Ay” + B?=3AB 
und weiter auf gleiche Weise wie vorher 5A als ein quadra- 
tischer Rest hervorgehen würde, u. s.w. Aber die Zahlen A, 
2A, 3A, .... geben sämmtliche Reste (mod. p), unter denen 
es nicht nur qüadratische Reste giebt, und man kommt also 
auch im jetzigen Falle auf einen Widerspruch. 

Setzt man nun insbesondere A= D= 1, so erkennt man, 

dass es stets Zahlen &, y, 2 giebt, die nicht sämmtlich durch 
p aufgehen und für welche x? + y? + 2°*) oder auch allge- 


meiner eine Summe von vier Quadratzahlen: 


typ? +2 u 
durch p theilbar ist. Nachdem dieser erste Punkt festgestellt 





*) Diese Thatsache lässt sich nach Hermite (Crelle’s Journal 
Bd.47 8.343) einfach folgendermassen erhärten: Setzt man p = e (mod.4), 
wo also ge gleich +1 oder —1 ist, so enthält die arithmetische Progression 


4p2 +2ep —1 
offenbar nur Zahlen von der Form 4n +1; ausserdem aber ist 2829 — 1 
prim zu 4p, und demnach enthält sie auch eine Primzahl g jener 
Form, welche dann bekanntlich als Summe zweier Quadratzahlen dar- 


stellbar ist, also 
4p2+2ep—-1=x?’4+ y? 


x? + y?-H1?= 0 (mod. p). 


oder 
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worden, begründet sich der zweite folgendermassen. In der 
Gleichung | 

(17) +y+?+W=p:-P 

darf man P<p voraussetzen. Denn, wäre dies noch nicht 
der Fall, so zieht man für irgend welche ganze Zahlen &, n, 
&, v aus derselben die andere: 


Eure te - op’ + Bu —p. FR, 
in welcher nun, da &, y, 2, u nicht sämmtlich durch p aufgehen, 
&,n,&,v so gewählt werden können, dass die Quadrate, ohne 


‚fP’ also eine posi- 


sämmtlich zu verschwinden, kleiner als 2 
tive ganze Zahl <p wird. Indem also von vornherein P<p 
vorausgesetzt wird, liefert die Gleichung (17), falls P=1 ist, 
eine Darstellung von p als Summe von vier Quadratzahlen, 
entgegengesetzten Falls darf man weiter annehmen, dass nicht 
sämmtliche Quadrate durch P theilbar sind, denn sonst er- 
hielte man, falls P eine Quadratzahl ist, sogleich wieder eine 
Darstellung von p als Summe von vier Quadraten, andernfalls 
müsste p theilbar sein durch einen Faktor von P, was der 
Annahme, dass P<p, widerspricht. Nunmehr aber liefert 
die Gleichung (17) für irgend welche ganze Zahlen 8, n, &, v 
die andere: 


(e— P&? + (y— Pn)? + @— PO? + (u— Po = P-Q 
und man kann über jene Zahlen so verfügen, dass jedes der 
Quadrate, ohne dass sie sämmtlich verschwinden, kleiner als 
2 
3 und somit O < P wird. Multiplieirt man nun mit Hilfe 
der Formel (22) des ersten Capitels, indem man in derselben 
% —Yy, — 2, —u statt &,0,0,x", 
z—P&E,y—Pn,2— Pt,u— Po statt n,y,y',y” 
setzt, die vorige Gleichung mit der Gleichung (17), so findet 
man sogleich, dass die vier Quadrate, aus denen die linke Seite 
sich zusammensetzt, durch P? theilbar werden, und somit 
folgende Gleichung: 
(p — 28 — yn — 28 — uv”’ + (an — yE — uß-+ zv)? 
+@&—- 8 ywto)® tw ut 0 
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Dies ist eine Gleichung von der Gestalt der Gleichung (17), 
aber es ist Q<P. Da hiernach Q auch <p ist, können 
wieder nicht sämmtliche Quadrate durch © theilbar sein, und 
folglich kann man auf ähnliche Weise weiter fortgehen u. s. w. 
und muss so endlich zu einer Gleichung derselben Form ge- 
langen, deren rechte Seite p selbst ist, d. ı. zu einer Darstel- 
lung der ungeraden Primzahl p als Summe von vier Quadrat- 
zahlen. 

Dass die einzige gerade Primzahl 2 gleichfalls so dar- 
stellbar ist, bedarf keines Beweises, es ist 


?’+1?+0+0(9-2. 

Ist aber jede Primzahl so darstellbar, so folgt drittens 
ohne weiteres aus der angezogenen Formel des ersten Capitels, 
dass auch jede beliebige Zahl als eine Summe von vier 
Quadratzahlen dargestellt werden kann*). 

Wie gross die Anzahl solcher Darstellungen ist, wird 
später ermittelt werden (zweiter Abschnitt, zehntes Capitel). 


8. Wir wenden uns nunmehr zu dem allgemeinen 
Fermat’schen Theoreme, dessen wir bereits gedachten und 
von welchem die beiden Sätze von den Trigonalzahlen und 
den vier Quadratzahlen nur die beiden einfachsten Fälle sind. 
Dieses schöne Theorem behauptet: Jede positive ganze 
Zahl kann als Summe von n (oder weniger) Polygonal- 
zahlen n'® Ordnung dargestellt werden. Fermat hat 
leider seinen Satz nur ausgesprochen, ohne von seiner Beweis- 


*) Vgl. hierzu noch die Sätze von Lionnet, welche Lebesgue 
(Nouv. Ann. 2. ser. 11, p. 516) aus der Zerlegung der Zahlen in die 
Summe dreier Quadrate hergeleitet hat, sowie auch Realis (ebendas. 
2. ser. 12 p. 212), wo Darstellungen von Zahlen als Summe von vier 
Quadraten nachgewiesen werden, bei denen die Grundzahlen der Qua- 
drate gewisse Bedingungen erfüllen. Ferner sei auf Liouville’s Notiz 
in s. Journal 2. ser. 1 p. 230 über die Darstellbarkeit der Zahlen durch 
‘die Form 

x” + ay? + b2? + abu? 
sowie auf die Unmenge von Sätzen, die er in späteren Bänden des- 
selben Journals über die Darstellbarkeit durch besondere quadratische 
Formen mit vier Veränderlichen (ohne Beweis) gegeben hat, hier ver- 
wiesen. 
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methode irgend welche Andeutung zu geben. Erst Cauchy*) 
gelang es, einen aus sehr einfachen Betrachtungen geschöpften, 
wenn auch umständlichen Beweis dafür zu erbringen, welchen 
Legendre mit mancherlei Modifikationen, die zu seiner Ver- 
einfachung dienen sollen, in der dritten Ausgabe seiner theorie 
des nombres (t. 2, sixieme partie) wiederholt hat; auch gab 
Cauchy dem Satze eine noch bestimmtere Fassung, indem er 
ihn in folgender Form aufstellte: 

Jede positive ganze Zahl kann als Summe von 
m-+ 2 Polygonalzahlen m +4 2‘ Ordnung dargestellt 
werden, von welchen m — 2 gleich O oder 1 sind. 

Wir wollen versuchen, seinen Beweis hier möglichst ein- 
fach darzustellen. 

Zunächst sei an die Definition der Polygonalzahlen 
erinnert. Sind 


1,m +1, 2m +1, .--(u— Dm-+1 


die ersten 4 Glieder einer arithmetischen Reihe mit dem An- 
fangsgliede 1 und der Differenz m, so heisst die Summe der- 
selben, nämlich 


Er 
(18) mM Fe) er u, 
eine Polygonalzahl m + 2'® Ordnung. Fürm=1 erhält 
man die Trigonalzahlen SER, für m—=2 die Quadrat- 


zahlen u?. Der Definition gemäss wird u als eine nicht- 
negative ganze Zahl vorausgesetzt werden, obwohl man das 
in der Formel. (18) enthaltene Bildungsgesetz auch auf die 
negativen Werthe von u ausdehnen darf, wodurch, wenigstens 
wenn m > 2, zwei verschiedene Reihen von Polygonalzahlen 
hervorgehen werden. Im Fermat’schen Matze sind jedoch 
nur Zahlen derjenigen Reihe gemeint, welche nicht-negativen 
Werthen von u entspringen. In jeder Ordnung dieser 
Polygonalzahlen kommen dann die beiden Zahlen O 
und 1 vor, welche in der That aus (18) entstehen, wenn 
man u=0 resp. u=1 wählt. 


*), Cauchy’s Abhandlung wurde der Pariser Akademie am 13. Novb. 
1815 vorgelegt. 
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Nach diesen Vorbemerkungen wird daher der Fermat’sche 
Satz in der Fassung von Cauchy auch folgendermassen aus- 
gedrückt werden können: Ist N eine positive ganze Zahl, 
so kann man 


DDmENT (m nz + N) E: (m os == u) 2. (m a + v) 
kn +r 


setzen, während r eine bestimmte Zahl der Reihe 
0,1,2,---m — 2, 


ee Ba, 








t, u, v, w aber nicht-negative ganze Zahlen sind. 
Es gilt also zu zeigen, dass N in der Gestalt 


(20) N=Z(.@—s)+s+r 

dargestellt werden kann, wo r eine Zahl der Reihe 0,1,2,... 
m — 2; x» und s aber nicht-negative ganze Zahlen sind, welche 
eine gleichzeitige Darstellung mittels nicht-negativer ganzer 
Zahlen t,u,v, w gemäss den Gleichungen 
=" +w 
s-t+tu+v-tw 


gestatten. Man sieht sogleich aus dem Umstande, dass 


”+z=z2c-+]1) 
stets eine gerade Zahl ist, dass auch «+ s eine solche und 
folglich x und s gleichartige Zahlen, beide gerade oder 
beide ungerade sein müssen. Auch folgt aus der Identität 


4? + wW+v? + w?) 
—(t+u+v+w?’+ (tt +u—v— w? + (t—u+v— w) 
+ (t—u—v+w), 


(21) 


dass 


Au) 


sein muss, also s<yY4x. Diese beiden Bedingungen, welche 
die Zahlen x und s erfüllen müssen, reichen nun zwar zur 
Möglichkeit ihrer Darstellung gemäss den Gleichungen (21) 
nicht aus. Aber man kann folgenden Satz beweisen: Ist % 
eine ungerade und s eine zwischen Y3« —2— 1 und 
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V4x enthaltene gleichfalls ungerade Zahl, so giebt es 
nicht-negative ganze Zahlen £,u,v, w, welche die Glei- 
chungen (21) erfüllen. 

1) Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir erstens, 
dass, so oft &,y,2 nicht-negative Zahlen sind, zufolge der 
Ungleichheiten 

Ve 
@try+rD’<a+ty+2?+W- re’ +@— N 
aus einer Gleichheit 
ara it, 

sogleich die Ungleichheiten 
(22) Ve<zz+y+2z<y3a 
sich ergeben. 

2) Sei nun x eine ungerade Zahl und s eine zwischen 
V3x — 2 —1 und Y4x enthaltene gleichfalls ungerade Zahl. 
Da alsdann 44 — 5? von der Form 8n + 3 ist, giebt es nach 


dem Satze in nr. 6 positive ungerade Zahlen x,y,z von der 
Beschaffenheit, dass 


4 — =? +yf +2 
oder 


(23) «4-7 +2?-+$ 
ist. Da ferner VB +2 —1<s, also 3a <®-+2s +3 
ist, folgt nach (22), wenn man a = 4% — s? wählt, 
Byte VAt 852 <sHA 
Bildet man daher die acht Zahlen 
st&s+yt2 
4 ? 
entsprechend den verschiedenen möglichen Combinationen der 
Vorzeichen, so ist die algebraisch kleinste von ihnen, 
sS— 2 —- y—i 
4 ? 
noch algebraisch > — 1, und demnach werden sie, falls sie 
ganze Zahlen sind, Null oder positiv sein müssen. Nun sind 
die beiden Zahlen 
stı+y+32, ee re u 


da s,2,y, 2 ungerade sind, gerade Zahlen und ihr Unter- 
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schied congruent 2 (mod. 4), also ist eine von ihnen theilbar 
durch 4, mithin entweder 


EN VE TTEEAITET RE 
4 


eine ganze Zahl und dann sind auch 


Te 3 rt FE 
W=— 0, Va 0, , U 
ganze Zahlen; oder 

I S—-2—y—2 

2 4 
ist eine ganze Zahl, und dann sind auch 


EERD IT Va u 
br 4 - 4 aa der a) 








u . 


ganze Zahlen. In beiden Fällen aber findet man 


tmu+vtw=s 


und 
et @ +" tW=- et + PD) 

Man erkennt hieraus die Richtigkeit des ausge- 
sprochenen Satzes. 

3) Vor Allem ist nun weiter zu bemerken, dass zwischen 
den Grenzen 

Var 2 le any 

stets eine mit x gleichartige Zahl s vorhanden ist. Man be- 
stätigt dies leicht durch den Versuch für die Zahlen «<9, 
für «> 9 folgt es allgemein aus dem Umstande, dass dann, 
wie sehr einfach zu erkennen, die Differenz 


apa 

ist, zwischen diesen Grenzen also mindestens zwei aufeinander- 
folgende ganze Zahlen enthalten sind. Für x = 121 wird die 
Differenz sogar gleich 4 und bleibt für alle «> 121 grösser 
als 4; für diese Werthe von x liegen also zwischen den an- 
gegebenen Grenzen mindestens vier aufeinanderfolgende, gewiss 
also mindestens zwei mit x gleichartige ganze Zahlen und 
ebenso mindestens zwei mit # ungleichartige. Gesetzt daher, 
für eine ungerade Zahl x fände sich zwischen den Grenzen 


V3«@ +1) —2 ze and V4% +1) 
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nur eine ungerade Zahl s, so muss x + 1 < 121 sein. Solcher 
Zahlen x giebt es mithin nur eine mässig grosse endliche 
Anzahl, und man kann — wovon Cauchy durch eine ganze 
Reihe von Sätzen den strengen Nachweis bringt — sich durch 
den Versuch davon überzeugen, dass man für jede dieser 
ungeraden Zahlen x und die zugehörige ungerade Zahl 
s einem der beiden folgenden Systeme von Gleichungen 
durch nicht-negative ganze Zahlen £,u,v, w Genüge 
leisten kann: 


entweder: 
«l=+W+0-4w 
s—l=t+u+tv-+tw 
oder 
«+1="+W+ v4 w 
s+-1l=t-+u +v +w. 
4) Nachdem auch dieser Punkt festgestellt worden, denke 


man sich für eine ungerade Zahl x sämmtliche verschiedene 
ungerade Zahlen, die zwischen den Grenzen 


V3x—2 —1 und Y4« 
enthalten sind, und nenne s, die kleinste, s, die grösste von 
ihnen, indem man s, = s, setzt, sobald etwa nur eine solche 
Zahl dazwischen enthalten ist. Indem man in dem Ausdrucke 


(25) A,=m."——+s+r 








sowohl für r alle seine zulässigen Werthe 
0,1, 2,---m—.2, 
als auch für s die Werthe 
9,4 rt, rt: 
einsetzt, erkennt man leicht, dass der kleinste aller so ent- 
stehenden Werthe der Werth 


(26) Bm abs 


2 





der grösste aber der Werth 
(27) OG,=m: 2. +s +m—2 
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ist; denn man findet nach den Voraussetzungen 
m EN 
A—B—( 1). —9+r>0 
OÖ, — 4A, (tl — 1): u) m ag 
da m >2 angenommen werden darf. Die verschiedenen 
Werthe des Ausdrucks A, bilden aber die gesammte 
Reihe aller ganzen Zahlen von D, bis O,, sodass jede 
Zahl N dieser Reihe in die Gestalt 
N=5(@—s)+s+r 
gesetzt werden kann. In der That, jene Werthe sind der 
Reihe nach die folgenden: 


>a—s)+ 8, >@—s)+s +1, Er 
76. —s)+s3 +m—2 

es +9)+%8 2, 7a, +9)+8%-1, f1% 
+7 — 42) Ss Rs 


m Mm 


Se Se a 5 (% — 8 + 4) sa 
368 +4)+8+m— 6 


m mM 


es) +5 5716 — Ss) 8 Sasee 
z@-)+ts+m—2, 


und man sieht, wie jedes erste Glied einer Reihe dem letzten 
der vorangehenden gleich ist, mithin die Glieder vom ersten 
an, welches 5, ist, die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen 
darstellen bis zum letzten, welches C, ist. — Verbindet man 
dies Resultat nun mit dem zuvor bewiesenen Satze, (unter 2)), 
so darf man sogleich schliessen: Jede Zahl zwischen den 
Grenzen B, und (, inelusive lässt sich als Summe 
von m + 2 Polygonalzahlen m + 2‘ Ordnung dar- 
stellen, von denen m — 2 gleich O oder 1 sind. 
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5) Hierdurch ist der Satz von Fermat für alle Zahlen 
des Intervalls von B, bis CO, bewiesen. Aber x ist jede be- 
liebige ungerade Zahl; demnach wird der Satz auch Geltung 
haben für das Intervall von B,ıs bis O,+s, wenn man 


(26a) B,+. = - Was) 


(27a) O,+r2 = . “+2 —s) 3 +m—2 


setzt und dabei unter s,’,s, die kleinste und die grösste der 
ungeraden Zahlen versteht, welche zwischen den Grenzen 


V33@ +2) —2 —1 und Ya -+2) 


enthalten sind. Nun ist sowohl der Unterschied 


1202272 1),.(93% 721) 
als auch der Unterschied 

Va) — VRr, | 
wie leicht ersichtlich, kleiner als 2, und folglich kann s,’ nur 
entweder gleich s, oder gleich s, + 2 und ebenso s, nur ent- 
weder gleich s, oder gleich ss, +2 sein. Aus (27a) folgt 
hiernach sogleich C, 12 > C, + 2; da aber dasselbe Räsonnement 
beliebig oft wiederholt werden kann, sieht man, dass die 
Reihe der analog gebildeten Zahlen (O,, O,412, Oura, :-. 
mit wachsendem Index über jede Grenze hinauswächst. 
6) Ist nun erstens , — s, > 2, so folgt leicht aus (26a) 


B.+2 <a+ U: 

weil aber der Satz von Fermat für jede zwischen B,ıs und 
Ö,+s inclusive enthaltene ganze Zahl schon erwiesen ist, so 
gilt er a fortiori für jede zwischen CO, 1 und Ü,+s inclusive, 
und, weil er auch für ©, richtig ist, für jede zwischen Ü, und 
Ö,+s enthaltene Zahl. Mit Beachtung des in 4) Bewiesenen 
folgt hieraus offenbar: Der Fermat’sche Satz gilt für 
jede ganze Zahl zwischen 5, und Ü,1s. 

Ist zweitens aber , — s,=0 d.h. nur eine einzige 
ungerade Zahl zwischen den Grenzen. 


V3#« _—2 — 1, und VYAlx -- 2) 


also auch nur zwischen den engeren Grenzen 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 11 
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Vv3@ PDF Dany 
enthalten, so besteht für s= s, nach 3) eins der beiden Glei- 
chungssysteme (24) und gleichzeitig wird 
D,+3 Pre 04 ss 2. 

Da nun der Satz von Fermat im Intervalle von B,+» 
bis Ö,ı+s, jedoch auch für C, schon erwiesen ist, so ist er 
im Intervalle von (©, bis O,ı1s für die einzige Zahl C, +1 
noch fraglich. Diese Zahl jedoch, nämlich die Zahl 


—m-—]1, 


nimmt, je nachdem von den beiden Gleichungssystemen (24) 
das erste oder das zweite gilt, entweder die Form | 


(m == t) + (m- ae + u) 
. (m Zur v) + (m + “) 


oder dieselbe Form + m — 2 an und gehorcht somit dem 
Fermat’schen Satze. Man findet also auch im gegenwärtigen 
Falle, dass dieser Satz für jede ganze Zahl zwischen 
B, und O,ıs besteht. 

Wegen 5) schliesst man nun offenbar: derselbe Satz 
gilt für jede ganze Zahl, welche gleich oder grösser 
ist als D,. Nimmt man endlich für « die ungerade Zahl 1, 
für welche B, ebenfalls gleich 1 wird, so erschliesst man 
aus dem Bewiesenen die Giltigkeit des Fermat’schen 
Satzes von den Polygonalzahlen genau in der Fassung, 
welche Cauchy ihm gegeben, für jede positive ganze 
Zahl. — 

Legendre hat diesem Satze noch eine Reihe von spe- 
cielleren Sätzen hinzugefügt, aus welchen hervorgeht, dass 
über eine gewisse, für jede Ordnung der Polygonalzahlen leicht 
angebbare Grenze hinaus jede Zahl sich in vier, höchstens 
fünf Polygonalzahlen zerlegen lässt. Hier mag es genügen, 
auf diese weiteren Sätze über Polygonalzahlen noch hinge- 
wiesen zu haben *). 











”) Legendre, theorie des nombres 3. dd. 
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Bestimmung des Maasses eines Geschlechts und einer 
Ordnung positiver Formen. 


1. Von der besonderen Form #°? + x’? + x”? wenden 
wir uns zur Betrachtung der positiven Formen überhaupt 
wieder zurück, um jetzt allgemein das Maass zunächst eines 
Geschlechts solcher Formen zu ermitteln. Eisenstein, 
dem man die Einführung dieses Begriffs verdankt, hat auch 
bereits eine Reihe von Formeln angegeben*), die zur Be- 
stimmung des Maasses eines Geschlechts oder einer Ordnung 
dienen. In seiner vortrefflichen Arbeit „Vergleichung von 
solchen ternären quadratischen Formen, welche verschiedene 
Determinanten haben“ in den Monatsber. der Berl. Akad. v. 
J. 1852 berichtet er, dass er zu seinen Resultaten geführt 
worden sei, als er sich vergeblich bemüht habe, die scheinbar 
weit näher liegende Aufgabe: die Bestimmung der Ülassenan- 
zahl, zu lösen. 

Inwieweit er dabei der Dirichlet’schen Methoden sich 
bedient haben mag, geht aus seinen Angaben nicht klar her- 
vor**), und so kann man auf seine Herleitung der erwähnten 
Formeln nur aus der Methode. schliessen, die er in der eben 
angeführten Arbeit v. J. 1552 ausführlich dargestellt hat, eine 
Methode, welche ausser dem Interesse, das sie an sich gewährt, 
darum Aufmerksamkeit verdient, weil sie nur ganz elemen- 
tarer Hilfsmittel bedarf. 

Ihrer Darstellung müssen einige allgemeine Betrachtungen 
über lineare Substitutionen voraufgeschickt werden, die eben- 
falls zuerst Eisenstein verwendet hat**"); es genüge, sie 


*) S. seine Arbeit „Neue Theoreme der höheren Arithmetik“ in 
Crelle’s Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 35, sowie die Abhandlung 
„Tabelle der reducirten pos. ternären quadrat. Formen u. s. w.“ ebendas. 
Bd. 41; die letztere ist auch als ein besonderes Werkchen 1851 bei 
Reimer, Berlin, erschienen. 

**) S, den Schluss seiner Arbeit „Neue Theoreme u. s. w.“ 

*#*) Im $ 6 seiner Abhandlung „Allgemeine Untersuchungen über 
die Formen dritten Grades mit drei Variabeln u. s. w.“ in Crelle’s 
Journal Bd. 28 S. 328 und 330. 

Li 
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hier für den Fall dreier Variabeln zu entwickeln, doch gelten 
sie, wie leicht zu übersehen, für jede Anzahl derselben. — 
Sei 
e=ay +ßy try 
(1) «—=ay+ßy +rY 
=a"y+Pß’y +rYy” 
eine Substitution $ mit dem positiven Modulus M und 7 
irgend eine Substitution 


y=4Az 4uz +4 vz” 
(2) vr de Hour" 

y'—=A'2+ u” + v”z” 
mit dem Modulus 1, so wird der Modulus der zusammen- 
gesetzten Substitution U= 8: T gleich M sein. Die sämmt- 
lichen, aus $ durch Zusammensetzung mit den sämmtlichen 
unimodularen Substitutionen 7’ entstehenden Substitutionen U 
nennt Eisenstein die Olasse der mit $ äquivalenten 
Substitutionen, wobei sogleich einleuchtet, dass diese Olasse 
unverändert bleibt, wenn man 5 durch irgend eine andere 
Substitution ihrer Classe ersetzt. Es soll nun gezeigt werden, 
dass es für jede gegebene Substitution 5 eine einzige, völlig 
bestimmte Substitution 7’ giebt von der Beschaffenheit, dass 
die zusammengesetzte Substitution U die Form hat: | 


RT 
(3) U—lE. OR 

TR OR RATE 
wo 6,0’, 0” positive ganze Zahlen sind, deren Produkt gleich 
M ist, während &',n”,6” den Bedingungen genügen, dass 


„ 


ee Äh, 
(4) 0, En O0 12 0 


Nennt man eine solche Substitution mit Eisenstein 
eine reducirte Substitution vom Modulus M, so kann 
man die Behauptung auch so aussprechen: in jeder ÜÖlasse 
äquivalenter Substitutionen giebt es stets eine einzige 
reducirte Substitution. 
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Um dies nachzuweisen, stellen wir vor allem die zusammen- 
gesetzte Substitution auf: 


x —(al HPA +yiT)e +lau + Bu’ + Yu”)e’ 
+ (av + Bv’ + ya” 
x—lea Hp ya) tl + Bu + ra)e’ 
+ (@v +BV Hy")a” 
e— (ler para) + let + Bu + yTu”)z 
\ + (ev + B’V + 2"v")a”. 
Bezeichnet nun ö den (positiven) grössten gemeinsamen Theiler 


von &,ß,y, so lassen sich ganze Zahlen 4,%’,A” so wählen, 
dass 


(5) 


& ß r yY ER 
ae ee 


wird, und, wenn A,,A,,4, eine Auflösung dieser Gleichung 
bedeutet, so ist ihre allgemeine Auflösung folgende: 


6 ae en N Re a le 
N A RN 


wenn h,i,%k unbestimmte ganze Zahlen bedeuten. Sollen nun 
zuerst 


eu +Bu'tyrui=0, av+ vr Hyv—0 
werden, so müssen 


BE H IR} & 7 „ ‚ r 
(7) Br 5 vw —h, uv’ — ur — 


sein, Gleichungen, denen man nach dem Gauss’schen Hilfs- 
. ® 14 „ 
satze stets genügen kann, und zwar ist, wenn Uy, Kg, Un , Yo» 
vg,vo eine Lösung derselben bilden, ihre allgemeine Auf- 
lösung durch die Formeln 
’ ’ ’ Z „ „ 
u=mwTtrv, W MW trV, u —Mio TV 
Nd ’ ’ „ „ „ 
von 5%, v NW tSV, v —NnW 5% 
gegeben, wenn die ganzen Zahlen m, n,r,s der Gleichung 
(8) ms—nr =1 


gemäss gewählt werden. Hieraus fliessen die Beziehungen 
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utßutre 
= nl + Bw tr )tren + Bm + rV) 
a a 
= new rn trw) + sen th +7) 
Bedeutet nun Ö’” den (positiven) grössten gemeinsamen Theiler 
von 
mw tem tr undamn + +Y7% , 
eine Zahl, welche den voraufgehenden Beziehungen gemäss 
von der besonderen Wahl der Lösung u, Kg, Yo» Yo Yo don 
unabhängig ist, so wird man 
ev + Bv + yv’—=oO 
machen, wenn man 
“+ 2 7 dos o + = Yo 
wählt, und, bedeutet dann m,, r, eine Lösung der Gleichung 
(8), so ist ihre allgemeine Lösung 


nm=m tin r=n-+1t-s, 
und man findet einerseits 
eu + Put yu”=0 
«u + B'v' + yV” 

nr rw) + Sen + BV + rYW) 
— 57 I (wtPw + rw) lan FEm trWw 

: + (a + Bi rw) (e’vo + B"v + Y"vo )] 
Teer (aß — a’ B’)(koVo — Up Yo) 

+ (B'y” — 8") (WDo” — oo) 

+ (Ya — ya) (Up vu — Bovo )) 

M 


n—= — 





s— 





andererseits 


06’ 
Da der Ausdruck zur Linken aber eine ganze Zahl ist, welche 
ö” heisse, so ergiebt sich M als das Produkt der drei Zahlen 
Ö, 6, 0, 
ie) M'=.0..0%: 0% 


ee v+-h"vV'y'v’ = Ö 
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Ferner kommt 
au + Pu + ya” 
= me + Pin + rw) + reed. PB tr W) 
= me WR tr )trledv +ßv +r"W ) 
7 L: ur 
wo nun über die ganze Zahl ?t in eindeutiger Weise so ver- 
fügt werden kann, dass 
oe w+ B’u’ + ya” 
zwischen OÖ inclusive und 6” exelusive zu liegen kommt. End- 
lich nehmen die Ausdrücke (6) für A,A',A”, wenn man 


hu-tiu +kul=! 
hv +iv’ + kv"—= 1" 
setzt, nachstehende Gestalt an: 
i=,—-Vu+lv, !=ıh uw + lv, 
“=h Vu” + lv”, 
in Folge wovon man findet: 
at Bat ya = a + By + 2A 1 8, 
a Ba u A ir 
ah neh ia urn Hr) TE 
Hier kann aber zunächst die ganze Zahl I” auf Fe 
Weise so gewählt werden, dass der erstere dieser Ausdrücke, 
und sodann auf eindeutige Weise auch die ganze Zahl 7’ so, 
dass der zweite derselben zwischen die bei (4) angegebenen 
Grenzen zu liegen kommt, und somit ist das Behauptete voll- 
ständig erwiesen. — 

Da andererseits die Substitution (3) für jedes der Werth- 
systeme 0,0',0°, &,n',0”, welches die angegebenen Bedin- 
gungen erftillt, eine nn vom Modulus M ist, so giebt 
es so viel reducirte Substitutionen mithin auch soviel Classen 
nicht äquivalenter Substitutionen vom Modulus M, als die 
Anzahl jener Werthsysteme beträgt, d. ı. für jede Zerlegung 
M=6.0'.0” genau 6’0”?, im Ganzen also 


S’yarı, 
az 


die Summe auf alle Lösungen der Gleichung (9) bezogen. 
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Besteht z. B. M aus lauter verschiedenen Primfaktoren 


P,P,Pıy en 
so ergiebt sich die gedachte Anzahl gleich 
2 s— 1 

[lu+r+m-11l7—” 
p p 

2. Der Ausgangspunkt der Eisenstein’schen Be- 
trachtung ist nun der folgende: Transformirt man eine 
ternäre quadratische Form, z. B. die Form 


g— 42°? 4 2” 

mittels einer Substitution, deren Modulus M ist, so geht sie 
bekanntlich in eine andere quadratische Form % über, deren 
Determinante gleich derjenigen der ersteren mal M* ist; wenn 
also M = D?, so wird die Determinante von ı gleich D* sein. 
Kann man aber die Substitution so wählen, dass die sämmt- 
lichen Coeffieienten von d» durch D theilbar sind also 

De 

gesetzt werden kann, wo f eine ganzzahlige ternäre Form, so 
wird diese letztere die Determinante D haben. Auf solche 
Weise lässt sich demnach durch eine ganzzahlige 
lineare Transformation aus der Form p mit der Deter- 
minante 1 eine ternäre Form f mit beliebig vorge- 
schriebener Determinante D herleiten. Diese Betrach- 
tung, welche in gleicher Weise auf quadratische Formen mit 
einer beliebigen ungeraden Anzahl 2» +1 von Unbestimmten 
übertragen werden kann, wenn man Substitutionen vom Mo- 
dulus D”+! verwendet, fordert zu der Aufgabe heraus, die 
sämmtlichen Substitutionen 5 zu ermitteln, welche 
das Gesagte leisten, nämlich die Form p in das D-fache 
einer Form mit der Determinante D verwandeln. Der 
in voriger nr. gemachten Vorbemerkung zufolge kommt es 
nur darauf an, die nicht-äquivalenten oder auch die redu- 
cirten Substitutionen von der geforderten Beschaffenheit zu_ 
finden, und diese Aufgabe soll hier, jedoch unter Be- 
schränkung auf solche Werthe von D, welche ungerade 
und ohne quadratischen Theiler sind, behandelt werden. 





*) Vgl. zu dieser Nummer Cap. 3, nr. 10 des zweiten Abschnitts. 
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Sie fordert offenbar, die Elemente der Substitution (3) 
so zu bestimmen, dass die Congruenz 


ey rey Fan yreyFroyy=0 (mod.D) 


für alle Werthe von y,y’,y” erfüllt wird, d. h. dass sie den 
Congruenzen 


”+eEe?+n1°=0, I?’+0"”’=0, N) 
80 4 n 0” _ 0, no" es 0, Dome = 
genügen. Die dritte derselben erheischt, dass ö” theilbar ist 


durch D, wodurch dann die beiden letzten ebenfalls erfüllt 
werden, sodass nur noch den dreien: 


Bar no 821 07°= 0,804 70’ 0 


zu genügen bleibt. Die zweite der letzteren kann aber nur 
bestehen, wenn Öö’, 8” durch jeden Primfaktor von D, welcher 
die Form 4h + 3 hat, theilbar sind, und da 06’6” = D? und 
ö” schon durch D theilbar ist, so kann Ö keinen jener Prim- 
faktoren enthalten. Dagegen vertheilen sich die Primfaktoren 
von D, welche die Form 4% + 1 haben, auf ö und Ö’ so, dass 
jeder, der nicht in ö’ aufgeht, in Ö enthalten und dass folg- 
lich 6” = D ist; denn, ist p ein solcher Primfaktor, so folgt 
aus den Öongruenzen (10) 


of mod. D) 


BO 


= ne = — n”?6'? (mod. p) 


en a 


und folglich auch 6? sowie Ö selbst theilbar durch p. 
Hieraus findet sich 


we ld 


dh, 


? 
wenn man 


D_=P,P.0 
setzt, und unter Q das Produkt aller Primfaktoren von D von 
der Form 4h +3, unter P,- P, irgend eine Zerlegung des 
Produktes P aller Primfaktoren von D von der Form 4h +1 
in zwei Faktoren versteht. In Folge dieses Resultats lassen 
sich aber die Congruenzen (10), wenn man den Modulus in 
seine Faktoren auflöst, durch die andern ersetzen: 
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e+n’= | 
P>Q?+60"”=0) (mod. P,), 
P,QE! ne =0 
Pitt +20 
9? —= 0) (mod. P,Q). 
no'"=V0 
Aus ihnen folst zunächst 
0 —=BQ-A, 
wo 4 eine ganze Zahl ist, welche nicht-negativ und < P, an- 
zunehmen ist, damit der vorgeschriebenen Bedingung 
0 00% 
genügt werde. Die beiden letzten Congruenzen (mod. P,) 
gehen hierdurch in die anderen: 


(11) 1+”=0, ®+n’i=0 (mod. P,) 


über und zeigen, dass die erste jener Congruenzen eine Folge 
von ihnen ist, sodass man nur noch den eben geschriebenen 
Congruenzen, sowie der ersten der Congruenzen (mod. P,Q): 


(12) P?+.?’+n”=0 (mod. P,0) 
zu genügen hat. — Sei p, jeder Primfaktor von P, und ©, 
ihre Anzahl, q jeder Primfaktor von Q; die Anzahl der (mod. 0°) 


d.i. (mod. P,Q) incongruenten Systeme €’, n'‘, welche die 
letzte Congruenz erfüllen, ist dann 


T—=I9,— 1) Ha). 

Ist nun €’, n irgend eins dieser Systeme und A irgend eine 
Wurzel der ersten der Congruenzen (11), so kann man eine 
Zahl n” so wählen, das n”=n (mod. P,Q) und zugleich 
auch &@ + n”A=0 (mod. P,) wird, sodass e’ und diese ein- 
deutig (mod. P, - P,Q) = (mod. d”) definirte Zahl 7” die Con- 
gruenzen (11) und (12) erfüllen. Für jede Wurzel A der ersten 
dieser Congruenzen — und deren Anzahl beträgt 2%, wenn 
P, aus ©, Primfaktoren besteht — erhält man also I/, und 
somit im Ganzen 


*) Dies folgt leicht aus den Formeln für die Anzahl Wurzeln qua- 
dratischer Congruenzen im siebenten Capitel des zweiten Abschnitts. 
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(13) 2%. 7 — 2% I — 1) g+ 1 
Systeme 8’, 7”, welche zugleich mit den Congruenzen (11) und 
(12) die Bedingungen (4) erfüllen. Ebenso gross ist demnach 
auch die Menge der reducirten Substitutionen, die wir suchen 
und welche der bestimmten Zerlegung 

D=P,.R-% 
entsprechen. Um ihre Gesammtmenge zu finden, sind die 
Ausdrücke (13), die allen möglichen solchen Zerlegungen von 
D zugehören, zu summiren. Nun kann man den Ausdruck 
(13), indem man ©, + ö,, d.h. die Gesammtanzahl der ver- 
schiedenen Primfaktoren, aus denen P=/P,P, besteht, mit 
© bezeichnet, folgendermassen schreiben: 


». «+2 I IC): 


wo die zwei ersten Faktoren von der Zerlegung von P in 
zwei Faktoren unabhängig sind; die auf alle diese Zerlegungen 
bezügliche Summe der Ausdrücke ist also 


Nee > 


doch ist die Summe offenbar nichts anderes als das folgende 
Produkt, das auf sämmtliche Primfaktoren p von P erstreckt 


gedacht wird, 
In 4S59- 11): 


mithin findet man endlich die Gesammtanzahl der ver- 
langten reducirten Substitutionen gleich 


IKg+1l)-Ap+)) 
d. i. einfacher gleich 
Id+1), 
wenn man das Produkt auf sämmtliche Primfaktoren 
d von D erstreckt; sie ist also ebenso gross, wie die 
Summe aller Theiler von D. 

3. Bei der soeben angestellten Betrachtung handelte es 
sich um die Transformationen vom Modulus D?, welche g in 
das D-fache einer ternären Form mit der Determinante D 
überhaupt verwandeln; verschieden davon ist die Aufgabe, 
diejenigen Transformationen der angegebenen Art zu er- 
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mitteln d. i. aus den gefundenen auszuscheiden, welche p in 
das D-fache einer gegebenen ternären Form mit der Deter- 
minante D überführen. Man kann jedoch durch eine einfache 
Bemerkung die neue Aufgabe auf eine andere zurückführen, 
welche der bereits gelösten ganz analog ist. Seien 
a,0,40 A; 459 
nLez (5 br, y) md F- (® B', Ei) 

die gegebene ternäre Form mit der Determinante D und ihre 
Adjungirte. Bezeiehnet man mit $ irgend eine Substitution, 
durch welche die Form @ in D- f übergeht, so folgt aus den 
Sätzen in nr. 4 des ersten Capitels, dass die Substitution 2, 
welche durch Transposition von $ entsteht und daher den- 
selben Modulus D? hat wie 8, die Form F überführt in D?. o. 

Jede solche Substitution & kann man aber gleich &,-7 
setzen, wo 2, eine reducirte Substitution vom Modulus D? 
und 7 eine unimodulare Substitution ist; und, weil & die 
Form F in D?.g verwandelt, und eine unimodulare Substi- 
tution 7’ den gemeinsamen Faktor aller Coeffieienten einer 
Form nicht verändert, muss die Form, in welche F' durch 2, 
übergeht, gleichfalls von der Gestalt D®-v und Yy mit p äqui- 
valent sein, nämlich durch die Substitution 7’ in g übergehen. 
Andererseits ergiebt sich aus der Beziehung zwischen den 
Determinanten der ursprünglichen und der transformirten Form, 
dass F durch eine Substitution vom Modulus D? nur in das 
D?-fache einer solchen Form % verwandelt werden kann, 
welche mit @ äquivalent ist. Somit kann die Aufgabe, alle 
gedachten Substitutionen & zu finden, auf die andere zurück- 
geführt werden, sämmtliche reducirte Substitutionen &, vom 
Modulus D? zu ermitteln, welche F in das D°-fache einer 
ternären Form überhaupt verwandeln. Hat man diese näm- 
lich gefunden und ist 7, eine Substitution, durch welche die 
der Substitution &, entsprechende Form % in @ übergeht, 
© aber jede Substitution, welche p in sich selbst verwandelt, 
so haben die sämmtlichen Substitutionen & den Ausdruck 

>,T,9. 

Hieraus entstehen aber endlich, wie leicht zu erkennen, die 
gesuchten Substitutionen S, wenn man 
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ger, 


setzt und unter S,, ® die durch Transposition von &,7,, © 
resp. hervorgehenden Substitutionen versteht, wo zu bemerken 
ist, dass dann ® ebenso wie © die sämmtlichen Substitutionen 
der Form @ in sich selbst bedeutet. 

Bei dieser Untersuchung darf man nun (vgl. nr. 11 des 
zweiten Capitels) zur Vereinfachung voraussetzen, dass der 
dritte Coefficient A” in F, sowie der erste Coefficient a in f, 
prim sei zu D, sodass die Aufgabe dann so gefasst werden 
kann: alle reducirten Substitutionen &, vom Modulus D? zu 
finden, welche, in A”. F eingeführt, den Ausdruck theilbar 
machen durch D?. Der algebraische Ausdruck dieses Um- 
standes ist das Stattfinden der Congruenz 

(B’x + Bx’ + A’2”)’ + D. (a’a? — 2b”’ca’ + ax?) = 0 
(mod. D?) 
für 
—ödy, KeeyHey, ny49ry 4 ty", 
eine Congruenz, welche offenbar dem Systeme der beiden andern: 
Bc+ Ba +4’ =0, a — 2b’ae +aR’=O 
(mod. D) 
äquivalent ist, und diese erfordern die folgenden sechs: 
Bö+B!’+A'n"=0, DB’ +HAN=0, AO =O 
a6? — 2b"de +as?=0, —b’ö0’ + art’ =0, ad’. 
Aus ihnen folgt zunächst nach der über «a, A” gemachten An- 


nahme, dass 0’, 6” theilbar sind durch D oder vielmehr wegen 
der Gleichung | 
000 — D#, 

dass 

000 — N undd—'l 
sind. In Folge davon ist die vorletzte Congruenz von selbst 
erfüllt, die zweite ergiebt — mit Rücksicht auf die vorge- 
schriebene Bedingung (4) — | 


7 Ben 0, 
und die noch übrigen nehmen die Form an: 


(14 B+B’ +4" =0, « — 2! taf’=0 


? 
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deren letzte auch so gestaltet werden kann: 


(14a) (ae —b"% = b"? — aa’ = — A” (mod. D). 
Hieraus ersieht man, dass es Substitutionen der 
verlangten Beschaffenheit nur giebt, wenn — A” qua- 


dratischer Rest von D ist, d. h. wenn die Form feinem 
durch diese Bedingung (da &—=1 ist) vollständig be- 
stimmten Geschlechte @ von Formen angehörig ist. 
Setzt man also f als eine Form dieses Geschlechtes voraus, 
so hat die Congruenz (14a) 2* verschiedene Wurzeln, wenn x 
die Anzahl der Primfaktoren bezeichnet, aus denen D sich zu- 
sammensetzt, und zu jeder dieser Wurzeln gehört eine be- 
stimmte Zahl e® <_D d.h. <ö’, welche die Congruenz erfüllt, 
und sodann auch nur eine bestimmte Zahl 7” <Dd.i. <0”, 
für welche die andere der Congruenzen (14) erfüllt ist. So- 
mit giebt es 2” Systeme e,n’ d.i. 2* reducirte Sub- 
stitutionen 


15 00:0 
ah le 
2 DD 


wie sie gesucht werden. 

Ebenso viel Substitutionen 5, sind aber vorhanden, und 
da die Anzahl der Substitutionen 9, welche @ in sich selbst 
verwandeln, nach nr. 3 des vierten Capitels gleich 24 ist, so 
ist 24.2” die Anzahl der Substitutionen S, um die es sich 
hier handelt: Für jede Form f des Geschlechts @ giebt 
es 24.2” Substitutionen, durch welche p in D-f ver- 
wandelt wird. 

Ist aber 5 eine solche Substitution, so ist ersichtlich 
jede Substitution $- 7 auch eine solche, wenn 7 jede der 
Substitutionen bezeichnet, durch welche f in sich selbst über- 
geht und deren Anzahl 9 heissen mag; diese sind sämmtlich 
äquivalent; aber auch umgekehrt ergiebt die Formel $. 7 
offenbar alle mit 5 äquivalenten unter den 24 .2* Substi- 


tutionen, wenn man für 7 jene $ Substitutionen einsetzt, und 
24 , 2° 
8 


Classen äquivalenter Substitutionen der gedachten Art, oder: 





somit vertheilen sich die 24 - 2* Substitutionen auf 
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24 . 2% 
(8) 
welche p übergeht in D- f. 

4. Da jede Substitution vom Modulus D® durch Zusammen- 
setzung mit einer bestimmten unimodularen Substitution 7’ in 
eine reducirte Substitution vom Modulus D? übergeht, die 
Substitution 7 aber die Form f in eine äquivalente ver- 
wandelt, kann man dies Resultat auch so aussprechen: es 
241. 2° 

8 
welche @ in das D-fache einer Form der Ülasse ver- 
wandeln, der f angehört. Den so gewonnenen Satz ver- 
binden wir nun mit demjenigen der nr. 2. Denkt man sich 
die verschiedenen Classen C, 0’, C”,... des Geschlechts @ 
und bezeichnet mit 8,6',8”,... die diesen Olassen zugehörigen 
Transformationszahlen d.h. die Anzahl der Substitutionen, 
durch welche resp. jede ihrer Formen in sich selbst übergeht, 
so giebt es beziehungsweise 





es giebt nicht-äquivalente Substitutionen, durch 


giebt 





redueirte Substitutionen vom Modulus D#, 











(15) 24 - 27 | zu nr 

reducirte Substitutionen vom Modulus D?, welche @ in das 
D-fache einer Form jener Classen verwandeln. Da aber die 
Anzahl solcher Substitutionen, welche überhaupt in das 
D-fache einer ternären Form mit der Determinante D ver- 
wandeln, gleich I/(d + 1) ist, und die ternäre Form dann nur 
dem Geschlechte G angehören kann, muss die Summe der 
Zahlen (15) dieser Zahl I/(d + 1) gleich, oder 


1 1 1 
BI Nasa Koh). 
d.i. das Maass des Geschlechts @ gleich 


(16) a] Je+D 

sein. Dies ist die Formel, welche Eisenstein an der ange- 
gebenen Stelle der Berl. Monatsberichte abgeleitet hat; sie ist 
als besonders einfacher Fall in einer anderen enthalten, die 
von ihm ohne Beweis im 35. Band des Crelle’schen Journals 
mitgetheilt worden ist und durch eine Verallgemeinerung der 
voraufgehenden Untersuchung gewonnen werden kann. Zur 
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Herleitung der letzteren bedienen wir uns aber nunmehr nach 

dem Vorgange von Smith und Minkowski*) allgemeinerer 

Prineipien, nämlich der analytischen Methoden von Dirichlet. 
5. Betrachtet man zu diesem Zwecke ein gegebenes Ge- 

schlecht ternärer Formen der Ordnung (2, 2) und bezeichnet 

mit 

(17) hr,f,.-- 

irgend welche Repräsentanten der Classen, welche es bilden, 

sowie mit | | 

(18) HI,d,.-- 

ihre bezüglichen Reciproken. Man verstehe weiter unter M” 

jede positive zu 2%_1 prime Zahl, welche der Bedingung 


2M”=1 (mod. 4) 


Genüge leistet. Soll eine Zahl dieser Art durch eine der 
Formen (18), etwa durch %, darstellbar sein, so muss sie die 
quadratischen Charaktere des Geschlechts aufweisen, d.h. es 


muss ke ee 
ne 3 

sein, wenn wieder 0,0',0”,... die verschiedenen Primfaktoren 
von I bedeuten. Umgekehrt folgt aber aus nr. 6 des fünften 
Capitels, dass jede der Zahlen M”, welcher diese quadratischen 
Charaktere eignen, durch die Reciproke einer der Formen des 
Geschlechts also durch eine der Formen (18) darstellbar ist. 
Indem man nun die Gesammtheit aller so bestimmten 
Zahlen M” oder vielmehr die ihrer Darstellungen 
durch das System der Formen (18) ins Auge fasst, 
wird eine doppelte Abzählung ihrer Maasse zu einer 
Gleichung führen, aus welcher das Maass des Ge- 
schlechts sich unmittelbar ausdrücken lässt. 

Offenbar werden alle jene Darstellungen erhalten, wenn 
in den sämmtlichen Formen (18) die ganzzahligen Unbe- 
stimmten x, x’, x” auf alle Weise so gewählt werden, dass 
die Werthe der Formen, welche, da es sich um positive Formen 


*) S. die im zweiten Capitel angeführten Abhandlungen der ge- 
nannten beiden Mathematiker. 
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handelt, von selbst positiv sein werden, auch prim zu 224 
werden und für % der Congruenz 2-% == 1 (mod. 4), für die 
anderen Formen den analogen Congruenzen genügen. Bezeichnet 
man durch 6(75) die Anzahl der Transformationen von % in 
sich selbst, so ist 0(%)-! das Maass jeder Darstellung, welche 
durch die Form % geschieht. Dieses Maass soll mit 

1 


multiplieirt werden, wo oe eine positive Veränderliche bedeute, 
das so definirte Produkt für die Gesammtheit der zuvor ange- 
gebenen Systeme x,x', «” und damit die folgende Summe ge- 
bildet werden: 


een) 
5 Fa, a’, a Ar9)? 
wo die äussere Summation sich auf alle Formen (18), die 
innere aber auf alle ganzzahligen x, «’, x” bezieht, für welche 
die jedesmalige Form % prim zu 224 und 

2.%=1 (mod. 4) 


wird. Diese Summe ist für ein positives o absolut convergent, 
also von der Reihenfolge ihrer Glieder unabhängig. Denkt 
man daher diejenigen ihrer Glieder zusammengefasst, in denen 
3(@,%&,x”) die gleiche der oben definirten Zahlen M” dar- 
stellt, so En man offenbar für jede dieser Zahlen M” den 


Bruch — —-— multiplieirt in die Summe der Maasse ihrer 
M' 5 er 


einzelnen Darstellungen durch die Formen (18) d. i. multiplieirt 
in „das Maass“ ihrer Darstellungen durch dieselben. Nennt 
man letzteres einfach (M”), so wird hiernach die vorige Summe, 
passend geordnet, auch folgendermassen geschrieben werden 


können: 
TE % 
’ | MrA+g? 


und man gewinnt nachstehende, für die fernere Betrachtung 
grundlegende Beziehung: 


Ge russ) ee RER", 


Bachmann, Zahlentheorie, IV, 1. 12 
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in welcher die Summation rechts über alle oben definirten 
Zahlen M” erstreckt werden muss. 

6. Man beginne dagegen nun die Ausführung der doppelten 
Summation mit der auf eine bestimmte Form 5 bezüglichen 
Summe, bei welcher der für alle Glieder gemeinsame Zähler 
vor das Summenzeichen gesetzt werden kann, sodass zu be- 
stimmen bleibt 


: 1 
ae DIT FU 


Ueberblicken wir vor allem das Gebiet der zulässigen 
Werthsysteme xz,x2',x”. Wählt man in dem Smith’schen 
Satze in nr. 7 des zweiten Capitels N = 4241 und vertauscht, 
was erlaubt ist, wenn man gleichzeitig & und 7 mit einander 
vertauscht, die reciproken Formen, so darf man für die in 
ihren Classen beliebig zu nehmenden Repräsentanten f und 5 
folgende Congruenzen ansetzen: 


21) 3 = aa? + BAx? + yQAx”? 
f= ßPyr24A8 + ya2x? + aße”’ 
während 


eßy=1l (mod. 4287) und «&® =1 (mod. 4) 


| (mod. 42), 


ist. Man nenne nun wieder r die Primfaktoren, welche &, 4 
gemeinsam sind, ö diejenigen, die nur in I, & diejenigen, die 
nur in & aufgehen, und setze 
(22) II = 4IX(r) - II(8) - II(o). 
Aus der Congruenz (21) folgt dann zunächst, dass, damit 

% durch r nicht theilbar werde, & prim zu r gewählt werden 
muss, während x’, x” beliebig bleiben, es giebt also 

(r — 1): r? (mod. r) 
incongruente zulässige Werthsysteme x,x',x”; aus gleicher 
Erwägung giebt es 

(d — 1) 6? (mod. 0) 
incongruente zulässige Werthsysteme. Damit aber % durch | 
© nicht theilbar werde, darf es «x? + 81x’? nicht sein; giebt 
man nun x einen durch © theilbaren Werth, so muss x nicht 
theilbar durch © gewählt werden, was © — 1 Systeme x, «’ 
liefert; für einen durch ® nicht theilbaren Werth x’ dagegen 
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darf man x jeden Werth beilegen, falls — «ß_f oder, was 
wegen der zweiten der Öongruenzen (21) hierfür gesetzt werden 
darf, — 2:-f quadratischer Nichtrest (mod. ®&) ist, dagegen 
nur © — 2 (mod. ®) ineongruente Werthe im entgegengesetzten 
Falle. So findet man, da x” beliebig bleibt, 


1a dt @= dl -ı- CH) 


(mod. &) incongruente zulässige Werthsysteme x, x’, x”. End- 
lich nimmt die Bedingung 2% =1 (mod. 4) die Gestalt an: 
x? + (Be? + ya’) =l (mod. 4), 

während aus den Öongruenzen 
. eßpp=1l unde2=1 (mod. 4) 
sich 
BR = y (mod. 4) 
ergiebt. Ertheilt man nun zuerst x einen geraden Werth, so 
muss 
PpR2x°?+ye’?”= 4 (mod. 4) 
werden, was, wie man leicht einsieht, 
| ER ehe 
lien: *®) 
Lösungen x, x’, x” verstattet; für ein ungerades x aber muss 
BRQ2 + ya’’=0 (mod. 4) 
werden, was mit x? -+x”?=0 gleichbedeutend ist, also 
4 Lösungen gestattet. Somit findet man im Ganzen 
at 
set n®*®) 
Lösungen x,x',«”. Führt man aber die durch die Formel 
(40) des zweiten Capitels definirte Einheit E ein, so findet 
sich diese hier gleich 
a2+1cßA+1 
E=(—]) ? - 
d. i. nach einfachen Umformungen mit Rücksicht auf die Con- 
gruenz «& =1 (mod. 4): 
di, BR 
Ber je 














12° 
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Demnach ist die Anzahl der (mod. 4) incongruenten zulässigen 
Systeme x, x’, x” gleich 
8(2 — E). 
Durch Combination der nach den einzelnen Moduln 4, », 
ö, @ zulässigen Werthsysteme x,x’, x” findet man nun so- 
gleich die Anzahl der zulässigen, nach dem (mod. IT) incon- 
gruenten Systeme gleich 


8(2 — E): Ir®(r — 1): 78°(8 — 1) 
nn 


wo die einzelnen Multiplikationen auf die sämmtlichen Prim- 
faktoren der bezeichneten Categorieen bezogen werden müssen. 

Nennt man 8,8’,8” jedes dieser Systeme, so erhält man 
sämmtliche in der Summe (20) zu berücksichtigenden Werth- 
systeme &,&’,x” durch die Formeln 


(24) z=II-y+E, x =I-y +8), 2” = I: YariE, 


wenn man in ihnen y,y',y” für jedes System &, 8’, 8” sämmt- 
liche ganzzahlisen Werthe durchlaufen lässt. Es soll nun zu- 
nächst derjenige Bestandtheil der Summe untersucht werden, 
welcher einem einzigen der Systeme &, 8°, &” entspricht. 

Betrachtet man in dieser Partialsumme zunächst nur die- 
jenigen x,x’,x” von der Form (24), für welche der Werth 
der Form % den Werth 2 nicht überschreitet, und nennt 7 
die Anzahl dieser Systeme, so hat nach dem Dirichlet’schen 
Reihensatze, auf welchen seine analytischen Methoden wesent- 
lich begründet sind*), die Partialsumme 


, 1 
Er = m, x, RAT 
bei einem positiv gegen Null convergirenden oe denselben Grenz- 


werth, gegen welchen bei unendlich wachsendem ? der Quotient 


2 convereirt: 
t Bu 


Fr Ns ee a I 


*) S. Analyt. Zahlentheorie 8. 67, 
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Andererseits ist, wenn man 


x r oe” Fr x 


HE ET 


setzt und 2,2’, 2” als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes 
betrachtet, 7 die Anzahl der Netzpunkte 


11 -E& ’ II ’ &’ „ Il „ &” 
Yen: 2 TEL rom 2 ed 15 


welche in das Innere des durch die Ungleichheit 
3) <l 
definirten ellipsoidischen Raumes fallen, und folglich ist nach 
einem allgemeinen Satze*) 
IF ins 
t=» v 


dem über jenen Raum erstreckten dreifachen Integrale 


Y) dz de’ dg” 


d. i. dem Inhalte des Ellipsoides gleich, der bekanntlich durch 


den Ausdruck 
4 70 


— oo 


3 voR 


gemessen wird. Also nimmt die Formel (25) die Gestalt an: 


» r 1 4 7 I 
{ 2 l . WET TE ee ie 
( 6) Er 9 > DIRT: arg) 3 v289 217 
Da der gefundene Werth unabhängig ist von dem be- 
sonderen Systeme &,8’,&”, auf welches die Partialsumme sich 
bezog, so findet sich nun ohne Weiteres für die Gesammt- 
summe (20) die Bestimmung: 








Ä 1 4 214 A 
ne © N TEE Te RT, Im 
wo A zur Abkürzung steht für den Ausdruck (23). Dieser 
Werth zeigt sich nun aber wieder ganz unabhängig von der 
besonderen Form %, auf welche die Summe sich bezieht. 
Wird demnach die Gleichung (19) beiderseits mit go 
multiplieirt, so findet sich bei unendlicher Abnahme 








*) S. Analyt. Zahlentheorie S. 437. 


Be ie Y > 
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von o für den Grenzwerth ihrer linken Seite der Aus- 
“druck: 


Iren en 
Boy ae = (8) 
NR 
4 A M 
(28) Ze 


3 o%r4 II>? 


wenn unter M das Maass des betrachteten Geschlechts 
ternärer Formen verstanden wird. 

7. Es handelt sich nun weiter um die Ermittlung des 
Grenzwerthes der mit 0 multiplieirten rechten Seite der Glei- 
chung (19): 


(Mu) 
K = Dr Mate 


für oe—=0. Hier erinnere man sich vor allem des Satzes in 
nr. 3 des sechsten Capitels. Handelte es sich nur um eigent- 
liche Darstellungen der Zahlen M” durch die Formen (18), 


so würde statt (M”) der Ausdruck 2. z zu setzen sein, wo 





u die Anzahl der Primfaktoren von M” und g die Anzahl 
der Classen eines gewissen Geschlechts positiver eigentlich 
primitiver binärer Formen mit der Determinante — &.M” ist, 
eine Anzahl, für welche die Anzahl der Classen des Haupt- 
geschlechts oder, wenn H(— &M”) die Anzahl aller eigent- 
lich primitiven Formen jener Determinante, A die Anzahl der 
Primfaktoren von 2, also 2“+* die Anzahl der Geschlechter 
für die Dean — Q2M”==3 (mod. 4) bezeichnet, der 


Ausdruck 
H(— 8M”) 
re 


gesetzt werden kann. Das Maass der eigentlichen Darstel- 
lungen durch die Formen (18) ist also 

a. aa, 

21 7 
Nun entspricht jeder uneigentlichen Darstellung von M” 
durch eine Form %, bei welcher die darstellenden Zahlen den 
grössten gemeinsamen Theiler d haben, eine eigentliche Dar- 





stellung 
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Maass beider Darstellungen ist dasselbe; die Zahl = gehört 


aber ebenfalls zur Oategorie der Zahlen, welche wir M” ge- 
nannt haben. Hiernach wird offenbar das Maass solcher un- 
eigentlichen Darstellungen von M” durch die Formen (18) 


gleich de 
an & (- zn 


9A Tı : 


wenn r; die Anzahl der Transformationen einer binären Form 


„ 


in sich selbst bezeichnet; dieser 








der Determinante FE 


Ausdruck enthält den vorigen als den besonderen, d=1 ent- 
sprechenden Fall und r ist identisch mit r,. Demnach wird 


schliesslich 
QM” 
zu 3) 
„ 1 d? 
(30) (1”) = ER Pat Ten 
d? 


sein, wenn die Summation sich auf sämmtliche quadratische 
Theiler d? von M” erstreckt. 

Nachdem so ein Ausdruck für (M”) ermittelt worden, be- 
merke man weiter, dass die sämmtlichen Zahlen M” in einer 
Anzahl arithmetischer Reihen enthalten sind von der Form 


42412 m, 4242 + m, 4212 -+ m,, 
wo 
VD. << Mm. < m. < AA 
ist; zwei, der Grösse nach aufeinanderfolgende dieser Zahlen, 
M und M,, werden also eins der beiden Verhältnisse 
42dz + m, 4NAzZ-+ m, 


42dz m,’ 4242 HARL + m, 


zu einander haben und demnach wird bei unendlich wachsen- 
den M,M, | 
} M 
S lim — =1 
M, 
sein. Hiernach schliesst man aus einem allgemeinen, von den 
Dirichlet’schen Reihen geltenden Satze*), dass, wenn 


*) S. analytische Zahlentheorie 8. 66. 
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3(M”) 


(1) he 


wo die Summe sich über alle Zahlen M” der gedachten Cate- 
gorie bis zur bestimmten Zahl M derselben hin erstreckt, 
bei unendlich wachsendem M gegen einen Grenzwerth L con- 
vergirt, folgende Gleichung besteht: 


u) 
(32) = 9 PET ZRIE TA) 


Es wird also an Ne den Ausdruck (31) in dieser 
Hinsicht näher zu untersuchen. 


Nun ist 
=) 
= (— d? KA 


Tq 





das Maass aller nicht äquivalenten positiven und eigentlich- 


= oder 
auch aller nicht äquivalenten abgeleiteten Formen mit der 
Determinante — &.M”, deren Coefficienten x, y, 2 den grössten 
gemeinsamen Theiler d haben. Die Summe, welche in der 
Formel (30) auftritt, ist also das Maass aller nicht äquivalenten 
primitiven und nicht primitiven Formen (x, y, 2), deren Deter- 
minante — 2&.M” ist und deren Coefficienten keinen gemein- 
samen Theiler mit & haben. Um aber die nicht äquivalenten 
Formen (x, y,2) dieser Art zu umfassen, sind, der Lehre von 
den reducirten binären Formen gemäss, ihre ÜCoefficienten den 
Beschränkungen zu unterwerfen, dass 


(33) aa Be Eee 


sind, wo n den numerischen Werth von % bedeutet. Aus diesen 
Ungleichheiten folgt 


(34) n<Y+aır“. 


Es ist zulässig, dass eine der Gleichheiten, 


D .,. u .. OD . 8 
primitiven binären Formen mit der Determinante — 








(35) „=0, 23=%, 0% 
oder auch gleichzeitig die erste und letzte derselben statt- 
findet. — Jedem zulässigen Werthsysteme x, n, 2, für welches 


keine dieser Gleichheiten stattfindet, gehören zwei nicht äqui- 
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valente Formen (x,n,2) und (x, —n, 2) zu, für welche die 
Determinante — QM” wegen (34) nicht — 1 sein kann, deren 


. 18% . . 
Maass also gleich — ist; die Summe der Maasse dieser Formen 


ist also 1. Findet eine jener Gleichheiten statt, so entspricht 
dem Werthsysteme &,n,2 nur eine Classe, welche durch die 
Form (2,n,2) repräsentirt wird und für welche das Maass 


gleich = gefunden wird. Die beiden Gleichheiten 
„=0, 2=% 
aber können nur stattfinden, wenn &—=1 und M” eine Qua- 


dratzahl ist, und in diesem Falle wäre die entsprechende Form 


(x, 0, x) abgeleitet aus der Form (1, 0, 1) und folglich ihr 
Maass gleich = Versteht man demnach unter %,n,2 jedes 


ganzzahlige Werthsystem ohne gemeinsamen Theiler mit 2, 
für welches 
(36) 22 — "—=&M"” 


ist und die Ungleichheiten (35) resp. die Gleichheiten (35), 
soweit diese zulässig sind, erfüllt werden, und unter dem Sym- 
bole | 

[82 — non” 


1 RN WR 
den Werth 1, — oder —-, jenachdem x, n,2 resp. keine, eine 


2 
oder die beiden zulässigen der Gleichheiten (35) erfüllen, so 
leuchtet aus dem Vorbemerkten ein, dass die in (30) auf- 
tretende Summe der über alle diese ganzzahligen Systeme 


x, n, 2 erstreckten Summe 


> [x2 — nen" 


1 


am) &: Dies — on 


gleich und folglich 


also 


DD ZI rr) 


M' 





sein muss, wo die äussere der beiden Summationen sich über 
alle solche Zahlen M” erstreckt, welche < _M sind. 
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8. Es gilt nun, die Gesammtheit der bei dieser Doppel- 
summe in Frage kommenden Werthsysteme &,n,2 zu über- 
schauen. Nach (36) soll die Zahl * e 7" eine Zahl M” wer- 


den; aus diesem Umstande fliessen folgende Forderungen: 
erstens muss 


22 — nn" =1 (mod. 4) 





sein; 

zweitens muss &2—n? durch 2, also durch jeden der 
Primfaktoren &, oder genauer, wenn ®’ die höchste Potenz 
desselben bedeutet, welche in & aufgeht, durch ®’ aber, weil 
M” prim ist zu Q, nicht durch @’+! aufgehen, auch dürfen 
x,n,2 nicht gleichzeitig durch ® theilbar sein; 





j ns 
drittens muss 9 


von J einen vorgeschriebenen quadratischen Charakter, näm- 


lich den Charakter (3) haben. 


Für die Primfaktoren, welche mit r bezeichnet wurden, 
muss, weil sie in & und 7 aufgehen, sowohl der zweite als 
der dritte dieser Punkte N sein. 

Erstens. Damit xz 
entweder n=0, 2 (mod. 4) de dann 


7 in Bezug auf jeden Primfaktor ö 


darf man 





gs=»2=1l Oder ger—d 
wählen, oder n=1, 3 und dann 
r==2,.2—l,o, oder game, an 

was im Ganzen zwölf (mod. 4) zulässige Restsysteme x, n,2 giebt. 

Zweitens. \Nei m eine gegebene Zahl, p eine ungerade 
Primzahl und A die Anzahl derjenigen, nicht durch p theil- 
baren Restsysteme x, n,2 (mod. p‘), für welche 

22=mn” (mod. p‘) 
ist. Setzt man alsdann 
“emp, n=wW+tn 2=up-+t2, 

so folgt 
n = (zw + zu — 2un)p’ + 22 — n? (mod. pt!) 





also 





aa a 
an Fr ne 2 W eu Re Ak: di (mod. p). 
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Da wenigstens eine der Zahlen &,n,2 nicht theilbar ist 
durch p, kann man der Congruenz 


‚2 


(38) 22 N — (mod. p) 


(/ 


stets auf eindeutige Weise genügen, nachdem man zwei der 
Zahlen vw, v, w beliebig gewählt hat, was für jedes der A Rest- 
systeme x,2,n demnach p? nach dem Modulus pt! incon- 
gruente und nicht gleichzeitig durch p theilbare Restsysteme 
x,n',2’” giebt, welche der Congruenz (38) genügen. Diese 
Congruenz hat also A - p? (mod. p’+") incongruente Lösungen. 
Nun hat die Congruenz 

22 — m" =0 (mod. p), 
wie man sich leicht überzeugt, p® — 1 (mod. p) incongruente, 
nicht durch » aufgehende Lösungen. Wählt man daher m = 0, 
= 1, so ergeben sich dem eben Bewiesenen zufolge 

(»° — 1)p” (mod. p‘) 
incongruente Lösungen der bezeichneten Art für die Congruenz 

22 — 9 =0 (mod. p?) 
und allgemeiner (p® — 1): pP!» für die Congruenz 

22 — =0 (mod. pi), 
sodass für jedes m die Anzahl der (mod. pt!) incongruenten 
Lösungen gleicher Art für die Congruenz 

2 — = m: p° (mod. pt) 

gleich (p® — 1): p?’ wird. 

Ist nun p eine der mit ® bezeichneten Primzahlen, die 
nicht auch in 7 aufgehen, so darf man unter m jeden nicht 
durch »& aufgehenden Rest (mod. ©) verstehen. Demnach wird 
die Anzahl der (mod. ot!) zulässigen Restsysteme x, n,2 als- 


dann gleich 
(0 — 1) (wo — 1)o®‘ 


2 





EA — 
sein. — Ist dagegen » einer der Primfaktoren r, so muss —, 2 


a2 —n? 


also auch einen vorgeschriebenen quadratischen Cha- 





y° 
rakter (mod. r) haben; in diesem Falle darf daher m nur als 


r ! Reste (mod. r) gewählt werden, denen 





= 5; ° Y 
einer derjenigen 
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dieser Charakter zukommt, und demnach giebt es nur 
1 
An) 


(mod. rt!) zulässige Restsysteme x, n, 2. 
2 — n? 
2 
bezeichneten Primfaktoren von 7 den vorgeschriebenen qua- 


dratischen Charakter a erhält, muss 2 — n? selbst den 


Ö 
Charakter en) erhalten. Ist demnach m irgend einer der 


Ö 
. = { Reste (mod. ö), welchen dieser Charakter zukommt, so 


muss 





Drittens, damit in Bezug auf einen der mit Ö 





2 — n =m (mod. Ö) 


sein. Hier darfn=0 und dann x2= m gesetzt werden, was 

0 — 1 Systeme &,n,2 giebt; wird aber „=1,2,---09—1 

— m 
Ö 


Werthe 7? -+- m theilbar durch d, weshalb jedem von ihnen 
ö — 1, ihnen allen also (d — 1)? Systeme x, n, 2 entsprechen; 


ist aber 2 —= —+ 1, so wird für d — 3 jener Werthe n? + m 


nicht theilbar durch d, was (d — 3)(d — 1) Systeme &,n,2 
ergiebt, während 7° + m für zwei Werthe von n durch Ö 
theilbar wird und jedem von ihnen 28 — 1 Systeme x,z ent- 
sprechen, sodass es in diesem Falle 

229° — 1) +(&—3) (6 — 1) 


Dysteme x,n,2 giebt. Im Ganzen findet man demnach 


) — — 1, so wird für keinen dieser 





gesetzt und ist zuerst ( 








wenn (=) — — 1 ist, 
eo 
wenn es — + T ist, 





ER Tyler 


oder jederzeit 


(+ GN) + CR) 


der Zahl m entsprechende Restsysteme &,n,2 (mod. 6). Da 
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m aber Burn verschiedene Reste bedeuten darf, findet sich 


“2. CN) 


(mod. d) zulässiger ee N — 

Wenn man nun nach jedem der in Frage kommenden 
Moduln eins der zulässigen Restsysteme wählt, lässt sich ein 
entsprechendes Restsystem nach dem Modulus 


I —Al(oTt)- Ir 9) - DO) —= R- U 
aufstellen, welches allen drei gestellten Anforderungen genügt. 
Demnach giebt es 


IE II Det — 1)0°7 II 5 — 1)(r — Dr? 


IIzse-9»(+(6) 


d.h. wenn x die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von 
A bezeichnet 


[er as Ie-96-2-IT6-96-3 
= Sole) 


nach dem Modulus /Z’ incongruente und jenen drei Anforde- 
rungen genügende Restsysteme x,n,2. Heisst «, ß,y jedes 
dieser Iestsysteme, so werden sämmtliche den genannten 
Anforderungen genügende z,n,2 durch folgende For- 
meln gegeben: 


(40) 2=I-u+e, y„=I-v+ß, 2=IT-w-+y. 
Doch müssen sie bei der Summation (37) noch der Be- 
schränkung 


(41) za? ZAM 


eine Anzahl 








(39 


unterworfen werden und den Ungleichheiten (33) bezw. 
den Gleichheiten (35) genügen. 

9. Um dem entsprechend die Doppelsumme in der Formel 
(37) zu ermitteln, zerlegen wir sie in Partialsummen, indem 
wir zunächst nur diejenigen ihrer Glieder zusammenfassen, 


welche einem bestimmten der zulässigen Restsysteme (mod. I7’) 
entsprechen. 

Sei dann 7’ die Anzahl derjenigen zulässigen Werthsysteme 
x,n,2, für welche keine der Gleichheiten (35), 7’ die Anzahl 
derjenigen, für welche eine derselben, 7” die Anzahl derer, 
für welche zwei von ihnen stattfinden, so hat die gedachte 
Partialsumme den Werth 

TH 74-77 


Setzt man aber 
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und betrachtet x’, n'‘,2’ als rechtwinklige Coordinaten eines 
Punktes, so ist offenbar 7 die Anzahl der Gitterpunkte des 
durch die Gleichungen (42) bestimmten parallelepipedischen 
Systems, welche im Innern des durch die Ungleichheiten 
A Bi n° = 1 
x >0,An >00 Ri V0 727 ea 
begrenzten Raumes liegen, 7’ die Anzahl derjenigen, die auf 
einer der ebenen Grenzflächen desselben, 7” die Anzahl derer, 
die auf eine Kante der letzteren fallen. Nach dem schon in 
nr. 6 benutzten geometrischen Hilfssatze wird 7’ bei unendlich 
wachsendem M unendlich werden wie M”%, 7’ und 7” da- 
gegen höchstens wie M selbst, daher werden für M—= 





’ 72 i Hl 
lım. rn lim. > 
M' Mr» | 
dagegen | 
ae lım. ERTL 
10) a M Je 


gleich dem Inhalte jenes Raumes sein, dessen Werth sich gleich 
IT 
ig findet*). 


*) Vgl. Analytische Zahlentheorie $. 454 u. ff. ; | 
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Auf solche Weise ergiebt sich der Grenzwerth der be- 
trachteten Partialsumme gleich 
Vor 
A.De ig? 
und, weil dieser Werth nichts an sich hat, was auf das be- 
sondere, die Partialsumme bestimmende Restsystem «, ß, y 


hinweist, so findet sich endlich 





Br 
wenn zur Abkürzung der Ausdruck (39) mit B bezeichnet wird. 
Nach (32) giebt der gefundene Ausdruck zugleich auch den 
Grenzwerth der mit ge multiplieirten rechten Seite der Funda- 
mentalgleichung (19), und somit gewinnt man durch Verglei- 
chung mit dem Grenzwerthe (28) ihrer linken Seite folgendes 
Resultat: 

ar 
ar 


4 Kr. -M 


ee ae 





7 
Re) 


und hieraus nach Einsetzung der Werthe für A, B und ein- 
fachen Reduktionen nachstehenden allgemeinen Ausdruck 
für das Maass eines Geschlechts ternärer Formen mit 
ungeraden Invarianten 2,4: 


Fr E24 1 
Neger grtr J I) 
BEE N REN 
-IIC+C9 It+9,) 

bis auf die Bezeichnung derselbe Ausdruck, welchen Eisen- 
stein im Journal f. d. r. u. a. Math. 35 S. 123 ohne Beweis 
mitgetheilt hat. Die Formel (16) ist als besonderer Fall hierin 
enthalten; denn, da dort die Determinante D der ternären 
Formen ohne quadratischen Theiler angenommen worden ist, 
hat man 2=1, 4=D, die Primfaktoren © und r fallen 


aus, also wird A=0, und, da — A” dort als quadratischer 
Rest (mod. D) angenommen wurde, hat man 


elnen 


in Folge davon nach der Formel (41) des zweiten Capitels 





(44) 
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E=— 1, und die Formel (44) geht, wenn man die Prim- 
faktoren Öö wieder d nennt, in die folgende, mit (16) überein- 


stimmende über: 
.e u 
sl Ie+D 


Stephen Smith, dem wir bei dieser Darstellung im 
wesentlichen gefolgt sind, giebt in seiner mehrfach erwähnten 
Arbeit noch eine zweite Methode zur Bestimmung der rechten 
Seite der Gleichung (19), die uns jedoch wegen der Umkehrung 
einer gewissen Doppelsummation nicht ganz unbedenklich er- 
scheint. Einer anderen Methode, welche in mehrfacher Hin- 
sicht bemerkenswerth ist, bedient sich Minkowski in seiner 
oben angeführten Preisarbeit, doch mag es genügen, hier auf 
diese Herleitung nur hinzuweisen, da die trotz mancher Ab- 
weichungen analoge Herleitung des Maasses für Formen mit 
einer beliebigen Anzahl von Unbestimmten, welche im zweiten 
Abschnitte ausführlich dargestellt wird, auch jene Methode 
in ihrer Grundlage ausreichend charakterisirt. 

10. Aus der Formel (44) für das Maass eines Geschlechts 
ternärer Formen der Ordnung (2, 1) lässt sich ohne weitere 
Schwierigkeit das Maass der Ordnung (8, 7) selbst: ermitteln, 
welches der Summe der Maasse sämmtlicher ihrer Geschlechter 
gleich ist. Nennt man das Maass der Ordnung WM, so er- 
hält man zunächst die Formel 








n-%.De+m]1+(-;) 
Ist+633 
ne. 


Der Beziehung EN E 
E=--1):° .(&).() 


zufolge lässt sie sich folgendermassen schreiben: 


2+1 J+1 
ee ig sn) 


wenn man mit R und R’ die nachstehenden, über sämmtliche 
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Wertheombinationen der Symbole 
BMONGEL 
u Ni END 
auszudehnenden Summenausdrücke 


- 3 IR) 


(46) 








ll] 
(47) } sul 





bezeichnet. Der Werth der letzteren ist unschwer anzugeben. 
Denn schreibt man zunächst ın R das allgemeine Glied der 
Summe, indem man einen der Faktoren 


herausgreift und das Produkt aller übrigen kurz II’ nennt, 
folgendermassen: 


ne) 


so entspricht diesem Gliede ein zweiter Summande 


Bei af 
II-=6-6593) 
und beide zusammen geben IJ’;, man darf also im Ausdruck 


(46) von .R den betrachteten Faktor 


See 


unterdrücken, wenn man dann nur noch über die verschiedenen 
Wertheombinationen der übrigen Symbole summirt. Da ähn- 





liches bezüglich der anderen Symbole e sowie bezüglich 


? 


der Symbole oo) gilt, erhält man zunächst 


2-2 ln), 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 13 


194 Siebentes Capitel. 


wo diese Summe nur noch über alle Wertheombinationen der 


f Ö 


Symbole & n (&) ausgedehnt werden muss, und da jedem r 


vier soleher Combinationen entsprechen, überzeugt man sich 
durch die gleiche Betrachtung, dass schliesslich 


1 
48) al 
ist. 
Man betrachte zweitens R’. Wenn man mit &,, 7, die- 
jenigen Quotienten bezeichnet, welche aus 2, 7 durch Division 
mit den grössten darin aufgehenden Quadratzahlen entstehen, 


so kann (f) | BB durch (&) ; (3) 


ersetzt werden. Ist dann & ein Primfaktor von 2, der nicht 
in 2,, oder d ein Primfaktor von 7, der nicht in 7, aufgeht, 
so lehrt die bei R angewandte Schlussweise offenbar, dass der 
betreffende Faktor 


1 AR 1 —_ AM 

+(1 +4) resp. (1 +( 5 )33 
im Ausdrucke von R’ unterdrückt werden darf, wenn dann 
die Summation nur noch auf die übrigen Symbole erstreckt 


wird. Ist jedoch » ein Primfaktor von 2,, so kann das all- 
gemeine Glied der noch auszuführenden Summation in der 


Form 
RaTen: ERBEN 6 
II G) ne), 
geschrieben werden, wo IJ’ unabhängig ist von ®, und es ent- 
spricht ihm ein zweites Glied 


sea 


welches, mit ihm vereint, einfach 





giebt. Der bezügliche Faktor 
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darf demnach im Ausdrucke von R’ unterdrückt werden, wenn 
die Summation dann nur noch auf die übrigen Symbole be- 


zogen und vor der Summe mit a multiplieirt wird. 


Bezüglich der anderen Primfaktoren von 2, sowie der Prim- 
faktoren von 71, lässt sich ähnliches bemerken, sodass die 
alsdann verbleibende Summation sich nur noch auf die ver- 


schiedenen Wertheombinationen der Symbole 4 } a bezieht. 
Bedeutet aber r einen in 2, aufgehenden Primfaktor, so würde 
dem allgemeinen Gliede jener Summe, das sich in der Gestalt 


I) 


schreiben lässt, während I/’ von 2 unabhängig ist, ein zweites 


ABER: 1 
Sal, 0) 

entsprechen, das jenes aufhebt, und AR’ würde Null. Dasselbe 
würde der Fall sein, wenn r in /, aufginge, und man findet 
folglich 
(49a) Yung le 
so oft eine im grössten gemeinsamen Theiler von 2, 4 auf- 
gehende Primzahl auch in 2, - Z, aufgeht, d.i. so oft &,-4, 
nicht prim ist gegen den grössten gemeinsamen Theiler 
von 2,4. 

Falls aber kein r in 2,7, aufgeht, so ergiebt sich, ganz 
wie bei AR, 

’ 1 — dI\1 — A\1 
zellen 

wo die letzteren beiden Produkte über alle Primfaktoren von 


2,, 1, auszudehnen sind; in dem, dem vorigen entgegen- 
gesetzten Falle ist also 





oder auch 


(49b) je ee Bi =): 








196 Siebentes Capitel. 


Führt man die so gefundenen Werthe von R und R 
in die Formel (45) ein und setzt 


A oder 4 — I 


a 
UA 
jenachdem 2,7, prim ist gegen den grössten gemein- 


samen Theiler von & und 4 oder nicht, so erhält man 
folgenden Ausdruck für das Maass der Ordnung (8, 4): 


(50) ee 


Smith hat in seiner Arbeit auch den allgemeinen Aus- 
druck dieses Maasses mitgetheilt, wie er irgendwelchen Werthen 
der Invarianten 2, 7 und nicht nur eigentlich- sondern auch 
uneigentlich-primitiven Formen entspricht. Diese allgemeine 


Formel lautet: 
®-%.2.]J0-2) 


Zur Bestimmung des Faktors Z je nach den verschiedenen 
möglichen Fällen dienen die nachstehenden Tabellen, welche 
jener Arbeit entnommen sind; J, und J, bedeuten darin die 
Exponenten der höchsten Potenzen von 2, welche resp. in & 
und / enthalten sind. 


I. Wenn f und % eigentlich-primitiv sind: 




















| J, = 0 | J, gerade | J, ungerade 
TAren) 2 ge-n ge-n ee 
ln ne Jh 2 @— 1 - 
J, ungerade - z - 


II. Wenn f uneigentlich-, % eigentlich-primitiv sind: 


Yu ZUR Pen Zt 
J, gerade: Z=,@-—14) 


J, ungerade: Z= = (1—A) 


re 
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III. Wenn f eigentlich-, % uneigentlich-primitiv sind: 
„>09, Ad. 


1 ‘ 
J; grade: Z=3(2 —A) 
J, ungerade: Z= n (1 — A) — 


Die Formel (50) findet sich bereits richtig angegeben bei 
Eisenstein (Neue Theoreme der höheren Arithmetik, J. f. d. 
r. u.a. Math. 55), jedoch, wie Smith angemerkt hat, mit einer 
näheren Erklärung, welche nicht ganz richtig ist. Nennt man 
nämlich R den grössten gemeinsamen Theiler von 

ER en 
und @ das grösste in &_1 aufgehende Quadrat, so soll nach 


Eisenstein A=0 sein, wenn R keine Quadratzahl, dagegen 
= ‚ wenn R Quadratzahl ist. Dies ist aber etwas anderes, 
als was nach obiger Herleitung für A gilt. Denn, heisst 


D, der grösste gem. Theiler von &,, 4, 
D, ” ” » ” ” 5, A; 





d 2” ” ” ” ” 





” » ” ” ” 
so findet sich, wie leicht zu übersehen, 


do. 1).. 
Re 
24 4 





Demnach ist R dann und nur dann ein Quadrat, wenn es 


döD, 
d. h., wenn 


d=d=D=]1 
ist. Dagegen ist 2,7, prim gegen R dann und nur dann, 


wenn ausser 
d nn Ö I 1 ——— 1 


noch 2,4, prim zu D, ist. Folglich ist zwar R, so oft 
Ka 


letzteres der Fall ist, ein Quadrat und dann stimmt 5 mit 
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dem nach Smith angegebenen Werthe von A überein, aber 
nicht umgekehrt. In Wahrheit ist A nur dann nicht Null, 
wenn der Exponent jedes gemeinsamen Primfaktors von & 
und 4 sowohl in & als in 1 gerade ist. 
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Unbestimmte Formen. Die Gleichung 
art au’ —=0. 


1. Wir wenden uns nunmehr von den positiven (be- 
stimmten) zu den unbestimmten ternären Formen, müssen 
jedoch von vornherein bemerken, dass deren Theorie vielfach 
grössere Schwierigkeiten darbietet und deshalb auch noch nicht 
mit gleichem Erfolge bearbeitet worden ist, wie jene. Nur 
von einzelnen sie betreffenden Fragen werden wir berichten 
können, die man bereits erledigt oder doch wenigstens nicht 
ohne Erfolg in Angriff genommen hat. Zu diesen gehört 
die ganzzahlige Auflösung der Gleichung 
(1) a tax?’ +a’e?—0, 
und wir wollen zunächst die Bedingungen feststellen, 
unter denen diese Gleichung mittels ganzer Zahlen 
auflösbar ist. 

Jedenfalls dürfen die Coefficienten a,a',a” nicht 
sämmtlich dasselbe Vorzeichen haben, denn andernfalls 
könnte die Gleichung keine Lösung haben ausser der selbst- 
verständlichen Lösung 


et N, ad, 
von welcher hinfort stets abgesehen werden soll. 

Bevor wir weiter auf diese Frage eingehen, mag 
bemerkt werden, dass auf die Gleichung (1) die all- 
gemeinere: 

2) f=an®+ as” + a"e"? + 2b2’%"+2b’2’c+2b"ae—= 0 
zurückkommt. In der That, durch f können keine anderen 
Zahlen dargestellt werden, als durch irgend eine mit f äqui- 
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valente Form f’, und die Darstellungen einer bestimmten Zahl 
z. B. der Null, durch die eine von ihnen ergeben sich stets 
auf einfache Weise aus ihren Darstellungen durch die andere, 
man kann daher die Auflösung der Gleichung (2) auf die der 
Gleichung f = 0 zurückführen. Nun lässt sich (vgl. nr. 11 
des zweiten Capitels) eine zu f äquivalente Form f” finden, in 
welcher der erste Coefficient ebenso wie der dritte Coefficient 
in ihrer Adjungirten von Null verschieden ist, d. h. bei Auf- 
‘ lösung der Gleichung (2) darf man sich auf den Fall be- 
schränken, wo a und A” von Null verschieden sind. In ihm 
ist aber die aufzulösende Gleichung gleichbedeutend mit der 
anderen: 
(8) A’lac +b"x’ + ba’)? + (A”’8 — Ba’) +aDe"’—=0, 
welche aus ihr durch Multiplikation mit «_A” entsteht. Sie 
würde mithin, sobald die Form f eine bestimmte ist, A” und 
aD also positiv sind, nur erfüllt werden können, indem man 

hie bie — 0, 1A’ — Bei—=0, 2° —=0 
setzt, d. i. durch die evidente Lösung 

z=il=ei—=(. 

Nimmt man daher die Form f als eine unbestimmte an, so 
erhält die Gleichung (3) die Gestalt 
(a Ay +? + aDy"—0, 
in welcher die Coefficienten nicht alle gleiches Vorzeichen 
haben, d. h. man kommt auf eine Gleichung von der Gestalt 
(1) zurück, wenn man 

Be ehr —y, Akı —- DBe’=y, va’=y" 
setzt; und offenbar erhält man aus allen rationalen Lösungen 
y,y,y” der Gleichung (4) sämmtliche rationale Lösungen 
x,x',x” der Gleichung (1) und umgekehrt. Kennt man aber 
alle rationalen Lösungen einer homogenen Gleichung, so 
kennt man damit implicite auch ihre ganzzahligen Lösungen. 

Nach dieser Vorbemerkung dürfen wir uns fortan 
auf die einfachere Gleichung (1) beschränken. 

2. Diese Gleichung behält offenbar dieselben Lösungen, 
wenn man den etwa vorhandenen gemeinsamen Theiler von 
a,a,a” unterdrückt, demnach dürfen a,a’,a” frei von 


200 Achtes Capitel. 


jedem, von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler vor- 
ausgesetzt werden. Sei dann 


a 
wo p%,p ,p”” die grössten in a,«a’, a” aufgehenden Quadrat- 
zahlen bezeichnen. 
Aus der Gleichung (1) folgt die andere: 


Boa)? HE HE, 
d.h. aus jeder ganzzahligen Auflösung von (1) folgt eine 
ganzzahlige Auflösung der Gleichung 
(5) be? + ba? + ba —=0, 
deren Öoefficienten keinen quadratischen Theiler mehr haben. 
Und umgekehrt schliesst man aus der letzteren durch Mul- 


172) 


tiplikation mit p? p’”p”? die Gleichung 


alpp'z) + a’ (p’pa)? + a’ (pp ec”) =, 

also folgt auch aus jeder ganzzahligen Lösung von (5) eine 
solehe von (1). Die beiden Gleichungen (1) und (5) sind 
also gleichzeitig in ganzen Zahlen auflösbar oder gleichzeitig 
nicht auflösbar. Bei der Frage nach der Auflösbarkeit der 
Gleichung (1) darf man sich also weiter auf den Fall be- 
schränken, dass die Coeffieienten a,a’,a” ausser der 
bereits gemachten die Voraussetzung erfüllen, ohne 
quadratische Theiler zu sein. 


Ist dann 
« der grösste gemeinsame Theiler von a’, a” 
! „ 
& P2 ” 7 ” ” u ? a 
[24 4 
& ” ” 2 ” ” q, u, 


so sind «a*, «’?, «”? die grössten Quadrate, welche resp. in den 


Produkten aa”, a’a, aa’ aufgehen; ferner sind «,«,«” zu 
je zweien relativ prim, denn hätten z. B. «’, «” einen gemein- 
samen Primtheiler, so würde er wegen «@’ in @” und a, wegen 
«” in a und a’ aufgehen, also allen drei Coeffieienten a, a’, a” 
gemeinsam sein, gegen die Voraussetzung. Da aber a sowohl 
durch «’ als durch «” theilbar ist, ist es auch theilbar durch 
«'«” und man findet die erste der folgenden drei Gleichungen, 
von denen die anderen auf analoge Weise hervorgehen: 
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men. maus al aisblgta: it aimnbrr 
und in denen unter b,b’,b” drei ganze Zahlen ohne gemein- 
samen und ohne quadratischen Theiler zu verstehen sind. 
Setzt man hier 
we eb; 


so nehmen die Gleichungen die neue Gestalt an: 





nein sl, HE Fe, ed: 
Aa % 
Da —;-= aa” keinen quadratischen Theiler hat, müssen a’, 
a” — und allgemeiner je zwei der Zahlen a, a’, a” relativ 
prim sein. 


Dies vorausgeschickt, folgt nun aus Gleichung (1) durch 
22) 


Multiplikation mit «’«’’« 
& 3 (a’a” x)? n- aa? s («’ ax’)? - aa”? - (ax „ 2 it 0) 


 [a(a@’« „ Ei u a’ $ (a ax’)* m (al (00% „ A Re 0 
also aus einer ganzzahligen Lösung von (1) auch eine ganz- 


zahlige Lösung der Gleichung 
(6) ax? — az 9 4 a’z LO ıL” 0; 


und umgekehrt folgt aus dieser durch FREE mit aa’e” 
alex)” + a (ae)? + a” (ar) = 

d. i. aus einer ganzzahligen Lösung von (6) auch eine solche 
von (1). Beide Gleichungen sind mithin gleichzeitig lösbar 
. oder gleichzeitig nicht lösbar, und folglich dürfen bei der Frage 
nach der Auflösbarkeit der Gleichung (1) die Coefficienten 
a,a',a” zu je zweien relativ prim vorausgesetzt werden, ohne 
die früheren Annahmen preiszugeben. 

So sei denn also vorausgesetzt, dass in der Glei- 
chung (1) die Ooeffieienten a, «a, a” zu je zweien relativ 
prim und ohne quadratische Theiler sind. Auch darf 
man die Gleichung (1) mit solchem Vorzeichen nehmen, 
dass D= aaa” positiv ist. 

Nun erhält man die sämmtlichen ganzzahligen Auf- 
lösungen x,x’,x” dieser Gleichung aus den eigentlichen 
d. i. denjenigen, welche ohne einen von 1 verschiedenen ge- 
meinsamen Theiler sind, indem man die letzteren mit jeder be- 


d. ER 
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liebigen ganzen Zahl zugleich multiplieirt. Fragt man daher 
nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Auflösbarkeit der Gleichung (1), so darf man die Frage 
bestimmter so fassen: Wann hat diese Gleichung eigent- 
liche Auflösungen? Unter den gemachten Voraussetzungen 
sind letztere auch zu je zweien relativ prim; denn ein gemein- 
schaftlicher Primtheiler p von x’,x” z. B. würde einen qua- 
dratischen Theiler p? von ax? liefern, also, da a keinen solchen 
besitzt, auch in x aufgehen müssen. Für eigentliche Auf- 
lösungen x, x’, x” sind sogar auch az, a’x’, a”x” zu je zweien 
relativ prim, denn ein gemeinsamer Primtheiler von a’x’, a” =” 
z. B. müsste auch aufgehen in ax und, weil er höchstens 
in einer der Zahlen z,x’,x” aufgehen kann, müsste er in 
mindestens zwei der Zahlen a, «’, a” aufgehen, gegen die Vor- 
aussetzung. Dass auch umgekehrt eine Lösung, für welche 
ax, a’x’, a’&" zu zweien prim sind, eine eigentliche ist, geht 
unmittelbar daraus hervor, dass dann auch x, x’, 2” zu zweien 
relativ prim sein müssen. 

Die erschöpfende Antwort auf die gestellte Frage gab 
zuerst Legendre*), indem er folgenden Satz bewies: Unter 
den für die Coefficienten a,a’,a” geltenden Voraus- 
setzungen ist es zur ganzzahligen Auflösbarkeit der 
Gleichung (1) nothwendig und hinreichend, dass 

— aa”, — a”a, — aa’ 
resp. von a,a,a” quadratische Reste sind. Das Ver- 
fahren, mittels dessen Legendre diesen Satz herleitete, rührt 
von Lagrange her**) und besteht im Wesentlichen darin, 
die Gleichung (1) zunächst durch eine andere von der Form 


x = Ay’ + b2? 
zu ersetzen und die Frage nach der Auflösbarkeit der letzteren 


zurückzuführen auf die gleiche Frage für eine Gleichung der- 
selben Form 


®= Ay-+B, 





*”) In hist. de l’Acad. de Paris 1784, p. 507, sowie in seiner thdorie 
des nombres 3. @d. t.1 8$ 3 und 4. 

“8. Mem. de l’Acad. de Berlin für das Jahr 1767, sowie auch 
$S V der Additions zu Euler’s @l&mens d’algebre. 


Unbestimmte Formen. Die Gleichung ax? + ax? +a”’x”?’=0. 203 


in welcher A’B’< AB ist, u. s. w. Dieses Beweisverfahren 
ist in neuer Zeit von Dedekind sehr vereinfacht worden). 
Gleichwohl soll hier auf diesen Beweis, ohne ihn zur Dar- 
stellung zu bringen, nur verwiesen und statt seiner derjenige 
entwickelt werden, welchen man Gauss verdankt**), weil 
dieser unmittelbar aus der Theorie der ternären quadratischen 
Formen geschöpft ist, zu welcher die Frage ihrer wesentlichen 
Natur nach gehört. 

3. Wenn eine eigentliche Lösung x, x’, 2” der Gleichung 
(1) vorhanden ist, so sind, wie bemerkt, ax, a’x’, a”x” zu je 
zweien relativ prim und folglich werden sich drei ganze Zahlen 
A,W,A” bestimmen lassen, welche den Congruenzen 


Ar” = a’x’ (mod. a) 
(7) | AUx = a”r” (mod. a’) 

AUxr= ax (mod. a”) 
Genüge leisten; in Folge der Congruenzen, welche sich aus 
der Gleichung (1) ergeben, wenn sie (mod. a, a’, a”) aufge- 


fasst wird, findet sich dann ohne weiteres, dass die Zahlen 
A,WA, A” auch folgende Congruenzen erfüllen: 


W = — aa” (mod. a) 
(8) AU? —a’a (mod. a’) 
U?= — aa’ (mod. a”) 
und folglich müssen — aa”, —a”a, — aa’ resp. von 


a,a',a” quadratische Reste sein, damit die Gleichung 
(1) auflösbar ist. 

Es gilt nun, das Umgekehrte zu beweisen. Um dieser 
Umkehrung sogleich ihren vollen Umfang zu geben, schicken 
wir einige Bemerkungen vorauf. 

Man nenne «,«’,«” die Anzahl der verschiedenen Prim- 
zahlen, aus denen a, @’, @” bestehen und also =«-+ «’—+ «” 
die Anzahl derjenigen, aus welchen die Determinante D= aua’a” 
der Form 


*) In den Vorlesungen über Zahlentheorie von Dirichlet, heraus- 
gegeben von Dedekind, 4. Aufl. S 428. 

*#*) Gauss in Disquis. Arithm. 294. Vgl. G. Cantor, de aequa- 
tionibus 2. gradus indeterminatis, Inauguraldissertation, Berlin 1867, $ 8. 
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ax _ ax? ce aa? 


zusammengesetzt ist; ist alsdann zunächst D ungerade, so 
werden die Congruenzen (8), wenn sie überhaupt möglich sind, 
2°, 2°, 2° Wurzeln haben und demnach 2° verschiedene 
Systeme solcher Wurzeln X, W, X’ vorhanden sein. 
Für eine gerade Determinante D muss einer der Moduln a, 
a, a”, z. B. der erste, gerade sein; da jedoch « nach Voraus- 
setzung keinen quadratischen Theiler hat, kann es nur durch 
die erste Potenz von 2 theilbar sein und somit hat dann die 
erste Congruenz (8), wenn sie lösbar ist, wieder nur genau 
2° Wurzeln, die Anzahl der Wurzelsysteme A, W, A” 
beträgt also auch in diesem Falle 2°. — Die Umkehrung, 
die bewiesen werden soll, kann nun folgendermassen gefasst 
werden: Sind — aa”, — a’a, — aa’ resp. von a,a,a” 
quadratische Reste, so giebt es für jede der Wurzel- 
combinationen W, W, WA” der Congruenzen (8) eine 
eigentliche Lösung z,x’,x” der Gleichung (1), welche 
den Congruenzen (7) Genüge leistet. 

Um sich hiervon zu überzeugen, betrachte man irgend 
eine der Wurzeleombinationen WA, W,W”. Man kann dann, 
da die Zahlen a, «a, «” relativ prim sind, immer ganze Zahlen 
X,X’, X” den folgenden Congruenzen gemäss wählen: 


= = 4a’ '(mod:a’), X. =" (mod. a”) 
(9) | RS = a (mod.a”),, X=NX (mod. a) 
X’=a (md.a, X=W (mod. a). 


Für diese so gewählten Zahlen wird dann 
(10) aX? + X? +a’X”?=0 (mod. D) 


sein, da diese Congruenz nach jedem der Moduln a, «’, a” be- 
steht; in der That hat man z. B. 


aX® +aX?’+a’X?=a.-W’+ta’a?=0O (mod. a) 


u.8s.w. Ferner ist zufolge der Congruenzen (9) X prim so- 
wohl zu @ wie zu a”, da sonst a’ und a” oder aa’ und a” 
einen gemeinsamen Theiler hätten; gleicherweise ist X” prim 
zu a’ und zua, X” prim gegen aunda’‘. Aus diesem Grunde 
muss jeder etwa vorhandene gemeinsame Theiler von X, X, X” 
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prim sein gegen D). Nennt man also d ihren grössten gemein- 
samen Theiler, setzt 
Nesdere X — damals H 

und bestimmt ö durch die Congruenz dd = 1 (mod. D), so 
nehmen die Congruenzen (9) und (10) folgende Gestalt an: 

& =a"d (mod.a”),, 5 =W’d (mod. a”) 
(11) & =aod (mod.a”), = (mod. a) 

E’=a’ö (mod. a), EMI (mod. a‘) 


und 
(12) a&® a? +a’E”?=0 (mod. D). 

Nun haben aber die drei Zahlen a&,a’&’,a”8” keinen 
gemeinsamen Theiler, denn ein solcher müsste, da er in a’& 
und a”&” aufginge, prim sein gegen a, und in gleicher Weise 
gegen a’ und a”, er müsste also 8,8’,8” gemeinsam sein, 
gegen die Bedeutung dieser Zeichen. In Folge hiervon giebt 
es ganze Zahlen A,A’,A”, welche die Gleichung 

ati taE.- X ta EA —=1 
erfüllen, und ferner nach dem Gauss’schen Hılfssatze sechs 
ganze Zahlen, für welche 
’ „ „ [4 „ [24 [4 ! ’ [4 KIN IRE 
uv —uv=ai, uv— uvV"=ad, uv —uv=asö 


ist. Durch die Substitution 


I =Ay tuy. +vy 
(13) va —=iy tuy' +vy” 
x =iytuy-tvy 
mit dem Modulus 1 geht alsdann die Formel 
aa? + a’z? + a”x”? 


in eine äquivalente Form 
m,m, m" 
m, m 
I nz ( ! h) 
Nam 
über. Nennt man 
Y aE i X 4 a’ d x - dä : GA 


y N R x -H N a x -H n- 2 
y“ & \ X En 2 A 2 .- ER: 72” 
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die umgekehrte Substitution (13), so findet sich nach einfachen 
Determinantensätzen 
„ IGI VE GII N A 4 LI I 
Pa a 
£ „ ‚vor [4 Ho „ 
(14) ua, — al) ven en 
„ 121 4 „ ! a1 
ua: —aßß, v_=asn  — am. 
Mit Rücksicht hierauf nehmen die Beziehungen 
m’ BEL. au? 4 Ol 1 a”u”? 
m"=av: +a’v”? +a”v”? 
N hie 2 auv e— a’u'v' + a’u”v, 
welche zwischen den Üoefficienten m’, n, m” der neuen und 
den Coeffieienten der ursprünglichen Form bestehen, wenn sie 
als Congruenzen (mod. a) aufgefasst werden, die Gestalt an: 








m’ u VE ECH -H he) ee 0) 
m=  da’nla!” a EN) = (mod. a), 
n = — da”tnlaE? Ha’) 0 


„ e 


d.h. m’, n,m” sind theilbar durch a; und weil in gleicher 
Weise Gleiches in Bezug auf a’ und a” gefunden wird, so 
sind m’,n, m” theilbar durch D. Setzt man demgemäss 
m = DM, .n— DN, m, —ıJ) ME 
und ferner 
Dm=M, n" — Nenn 
so sieht man sogleich, dass az? + a’x’? + a”x””? durch die 
Substitution 
x» =Diy +uy, + vy" 
(15) ı« =Diy-+uy +Vy 
a” w Di’y 4 u’y — v’y" 
mit dem Modulus D in die Form 
a) 
NaN.’/N 
übergeht. Die Determinante der letzteren muss gleich D® und 
also diejenige der offenbar unbestimmten Form 
G & MM, En 
INN, NEN 
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gleich 1 sein; die Form @ ist also (s. nr. 5 des fünften Cap.) 
der Form 
222” — 2° 


äquivalent und geht in sie durch eine unimodulare Substitution 


y=oz +02 +1rz” 
(16) y =oz +0 +17” 

y"—=o"2 + 0"3’ + "2" 
über. Hier bemerke man sogleich, dass ein gemeinsamer 
Theiler der Elemente 0’, o” nicht auch gleichzeitig ein solcher 


1 ; 


von r/,r” sein kann, da er sonst auch in 0’T” — or’ und 
somit im Modulus 1 der Substitution aufgehen würde; wären 
also 0’, o” insbesondere beide gerade, so könnten es nicht 
T,t' beide sein, und umgekehrt. Bei der Symmetrie mit 
Bezug auf z und z” darf man also im Folgenden voraussetzen, 
dass 0',o” nicht beide gerade sind. Alsdann lässt sich das 
bereits erlangte Ergebniss folgendermassen fassen: 
Durch die Substitution 


y=o: +202 + 217” 
(17) y=o%z +20 + 2rz” 
y"=0o"2 + 20”2° + 21”2” 
mit dem Modulus 4 geht die Form @ in die Form 
4(22” — 2'?) 
über. Die aus (15) und (17) zusammengesetzte Substitution, 
deren Modulus 4D ist und der man die Form geben kann 


x =ua2 + ße’ + ye” 
(18) oe’ we 2 2 B'z’ + v2” 
2” Bere PAAR — Be == vg” 
führt demnach die Form ax? + a’x’? + a”x”? ın die Form 
4D(z2” — 2’?) über. 
Hieraus erhält man die Gleichung 
a® + aa? tat” —=0O 
d. i. eine Lösung der Gleichung (1): 


a ! NL „ „ 
wear =e0,1 64; 
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und diese kann nicht die evidente Lösung: 
= EN 
sein, da der Modulus der Substitution (18) von: Null ver- 
schieden ist. 
Für die Zahlen «&, «’, «” erhält man aber aus der Zusammen- 
setzung von (15) und (17) die Bestimmung: 


«e =Dio +uo + ve” 
(19) Pa a Die -1- u’o' E= vo” 

en ui DiA’e En: u’o' + v0, 
vermöge deren man sich nun leicht überzeugt, dass die ge- 
fundene Lösung 

X =. e, x =. X, El ei PA 
die Congruenzen (7) erfüllt. In der That nimmt nach Ein- 
setzung derselben die erste der genannten Congruenzen die 
Gestalt an: | 
20) Ute + riet) = auge + vg”) (mod. a); 
mit Rücksicht auf die Beziehungen (11) und (14) ergiebt sich 





jedoch 
Yu’= Aut = Wa’d 
1. as ° a ER... 
au = — aa’ Ma’dE 
und ebenso 
DI er 2: [4 [4 = a Y2 'S 
iS en 4 "| d. ; Av" FE 
0 a ae nee A 0R 


und somit die Richtigkeit der Congruenz (20). Da in gleicher 
Weise sich die beiden anderen der Congruenzen (7) als erfüllt 
zeigen, so haben wir eine Lösung der Gleichung (1) 
nachgewiesen, welche den Öongruenzen (7) genügt. 

Sollten die Elemente «&, «@’, «” dieser Auflösung aber noch 
einen von 1 verschiedenen grössten gemeinsamen Theiler d 
haben, so könnte dieser nur ein Theiler von D sein, da der 
Modulus der Gleichungen (19) gleich D ist. Dann lehren aber 
diese Gleichungen, da die Grössen 


EEE HITS, „ „ 1£1 ’ f£ SE eV 
uv”— uv=ab, w'v— uvV”=uff, uvV —- uv=at 
keinen gemeinsamen Theiler besitzen, dass o’ und o” den Theiler 
d mit D gemeinsam haben müssten. Indessen darf man vor- 
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aussetzen, dass in der Substitution (17) die Grössen o’ und E” 
keinen gemeinsamen Theiler mit D haben. 

In der That, wenn man diese Substitution mit der 
anderen: 


2 = pPi+2pf + 
2 =pr&+ (ps + ar)d +.4st” 
2 =rt+2rst’ 4 SE” 


zusammensetzt, in welcher p,g,r,s irgend welche vier ganze, 


der Gleichung 
ys—gır=1l 


genügende Zahlen sind, eine Substitution, durch welche (nach 
nr. 7 des ersten Capitels) die Form 22” — z’? in sich selbst 
übergeführt wird, so wird die zusammengesetzte Substitution 
ebenso gut wie die Substitution (17) selbst, die Form @ in 


422" — 2°) 
verwandeln und also bei der vorigen Betrachtung statt ihrer 


zur Gewinnung der «,«', «” gewählt werden dürfen. In ihr 
treten aber an Stelle der Elemente 0’ und oe” die Ausdrücke 


r =op” +2o’pr + 2r'r? 
r" = .o'p? + 20"pr + Zr” r. 

Ist nun © irgend einer der ungeraden Primfaktoren, aus 
denen sich D zusammensetzt, und zugleich auch in o’ und eo” 
enthalten, so ist wenigstens eine der Zahlen r’,r” nicht 
theilbar durch ©, und daher wird wenigstens eine der Zahlen 
r',r” nicht theilbar durch ©, wenn man p theilbar, r nicht 
theilbar durch & wählt. Ist aber ® einer der ungeraden Prim- 
faktoren von D, die nicht gleichzeitig in beiden Zahlen o’ 
und oe” aufgehen, so wird wenigstens eine der Zahlen r’ und 
r” durch © nicht theilbar, sobald man r theilbar, » aber nicht 
theilbar durch © wählt. Endlich wird wenigstens eine der 
Zahlen r’, r” ungerade sein, wenn man p ungerade wählt. Und 
da diese verschiedenen Congruenzbedingungen für p, r mit ein- 
ander verträglich sind, wird man schliesslich p,r so wählen 
können, dass r’ und r” keinen gemeinsamen Theiler mit D 


haben können. Auch darf man hierbei offenbar jeden etwaigen 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 14 


e 
’ 
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gemeinsamen Theiler der Zahlen 9, r unterdrücken, d.h. sie 
relativ prim und also mit der Bedingungsgleichung 


pys—qgr=]1 


verträglich voraussetzen. Auf solche Weise zeigt sich dem- 
nach, dass, wenn in der Substitution (17) die Elemente 0’, €” 
mit D einen gemeinsamen Theiler hätten, diese Substitution 
für obiges Räsonnement durch eine andere ersetzt werden 
könnte, bei welcher die entsprechenden Elemente keinen solchen 
Theiler besässen; mit anderen Worten: man darf von vorn- 
herein voraussetzen, dass in der Substitution, welche zu den 
Werthen «, «’,«” führt, 0’, o” ohne gemeinsamen Theiler mit 
D sind. Daraus geht dann aber nach dem oben Gesagten her- 
vor, dass auch «,«’, «” keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
vielmehr eine eigentliche Auflösung der Gleichung (1) dar- 
stellen. 

Auf solche Weise ist schliesslich gezeigt, was gezeigt 
werden sollte: Sind die Congruenzen (8) auflösbar, so 
giebt es zu jeder ihrer Wurzeleombinationen X, W, A” 
eine eigentliche Auflösung der Gleichung (1), welche 
den Congruenzen (7) genügt. 


4. Nachdem wir im Vorigen die Bedingungen kennen 
gelernt, unter denen die Gleichung (1) Auflösungen zulässt, 
wird es nun darauf ankommen, sie sämmtlich zu finden. Eine 
derselben ergiebt sich durch die Methode, mittels deren der 
letzte Satz bewiesen wurde, unmittelbar, aus dieser einen lassen 
aber alle übrigen sich herleiten.: Diese Bemerkung hat bereits 
Gauss gemacht*) und dann gezeigt, dass sämmtliche Auf- 
lösungen der Gleichung (1) in folgender Gestalt gegeben wer- 
den können: 


1 ‚ 124}; 
= pP, 9); 2% Free. (2,9), I 


ds 1 [24 

= -op"(9,9); 
9,9',9@” bezeichnen drei binäre quadratische Formen mit den 
beiden Unbestimmten 9, g, und, um sämmtliche eigentliche 
Auflösungen zu finden, müssen diesen letzteren alle relativ 
primen Werthe gegeben, dann aber die Werthe der quadra- 


*) Disquisitiones Arithm. art. 299 II. 
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tischen Formen 9,9‘, 9” durch ihren grössten gemeinsamen 
Theiler £ dividirt werden. Nicht mit Unrecht hat G. Cantor*) 
darauf hingewiesen, wie diese Gauss’sche Lösung der Aufgabe 
insofern nicht ganz genügen könne, als sie nicht angebe, wie 
allgemein diese Zahl ? mit den Zahlen », q verbunden ist, so- 
dass sie nur für jedes gegebene Paar dieser Zahlen durch eine 
besondere Rechnung gefunden werden kann; und er hat des- 
halb eine andere Form der Lösung gesucht. Nach ihm hat 
Dedekind**) eine Lösung derselben Aufgabe gegeben, welche 
sich vortheilhaft vor der seinen durch grosse Einfachheit aus- 
zeichnet. Wir wollen hier diese Dedekind’sche Lösung zur 
Darstellung bringen, wollen jedoch dabei, um der Form der 
Gauss’schen Auflösung, sowie dem schönen Cantor’schen 
Grundgedanken, der unmittelbar aus ihr entsprungen ist, mög- 
lichst Rechnung zu tragen, den Zusammenhang wahren, in 
welchem sie mit jenem steht, und aus der so gefundenen Auf- 
lösung dann auf einfache Weise die Cantor’schen Resultate 
erschliessen. 

Die Betrachtungen der vorigen nr. haben gezeigt, in wie 
naher Beziehung die Auflösung der Gleichung (1) zu den 
Transformationen steht, welche die Form 


f= aa: + ac? + a”x”? 
4D(z2” — 2'?) 


in die Form 


verwandeln. Betrachten wır diese zunächst etwas näher. Sei 

eine solche wieder, wie in nr. 6 des ersten Capitels, bezeichnet 
mit: 

ey: +22 +2 

(21) x =02 4 20,2” + a2” 

„ ch 0 Mal, „ A 

—2-t 208 40,2; 

alsdann werden folgende Gleichungen als charakteristisch für 


dieselbe bestehen: 


*) In der Einleitung zu seiner früher genannten Inaugural- 
dissertation. 
**) Vorlesungen über Zahlentheorie von Dirichlet, 4. Auflage, 
S. 418 u. ff. 
14* 
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—= a0, +aa + a’a,? 

= 40, +aa” +a’a,? 
=am - +aa” +a’ay 
0 = aaa, + aaa + aaa, 
2D = a0, 0, + aaa, + a’, 


= 
(22) n 


=an,a, + aaa + a’. 


Ferner bestehen den dortigen Gleichungen (42) und (44) 


gemäss die Beziehungen: 


2Dz A & „ H Axt & AN ax r er? a’ 
0 1 2 
(23) 2D? = — (u ac ta, ax +0, ax) 
2De" = a ax + a. ac + ar 
und 
rl SEA 9 
la’a; = 0,0, Co 
TEST VEN 
I 0 &, 
ER 0,0" 2 (2 
24 ee 
er = 09 + 0a, — 20, 
u Rp + 000, — 20,0, 
\ 0=afa” +0, — 200. 


Die ersten drei der letzteren Gleichungen lassen erkennen, dass, 
wenn man unter (21) irgend eine ganzzahlige Transformation 
der Form f in die Form 


4D(z2” — 2’) 
versteht, &,, &,,«@, ganze Zahlen, die Coefficienten von 2’ in 
der Substitution also gerade Zahlen sein müssen. 
Denkt man sich nun andererseits die drei quadratischen 

Formen 

= +2PI to 
(25) y —a'p+20pg + ag 

Yan +2,pg tg 
und fragt nach den Bedingungen, denen die Coeffieienten ge- 
nügen müssen, wenn diese Formen, an Stelle von x, x’, x” 
eingesetzt, die Gleichung (1) befriedigen sollen, welche Werthe 


?, q auch bedeuten, so finden sich unmittelbar folgende Glei- 
chungen: 
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O= aa? +a’a? + a”’a,? 
=’ + aa ai” 
= ac, + aaa + aa, 
=an,o, +aaa + ua’, 
—=4any” +aa + ua”) 

+ 2(a0ıy + aaa” + a’a0a”), 


von welchen, wie man sieht, die vier ersten mit vier von den 
Gleichungen (22) identisch sind, während die letzte durch die 
folgenden zwei ersetzt werden kann: 
— K=2lau, ta” + u”e,‘) 
K=aoaya, + aaa + a’a,a,, 
die mit den übrigen Gleichungen (22) identisch werden, sobald 
man für K den Werth 2D wählt. Alsdann ist aber die aus 
den Coefficienten der Formen (25) gebildete Substitution (21) 
eine Transformation von f in 
4D(z2” — 2’?). 

Hinfort sollen die so gebildeten quadratischen 
Formen (25) eine Formallösung der Gleichung (1) ge- 
nannt werden. 

Man sieht: jede Formallösung der Gleichung (1) führt zu 
einer Transformation von f in 4D(22” — 2?) und umgekehrt. 

5. Nimmt man nun an, man habe eine eigentliche Auf- 
lösung der Gleichung (1) bereits gefunden: 

il, =, u" = 04, 
sodass 
(26) a0, + aa? + a’? = 0 
ist, so lässt sich daraus sogleich eine Transformation der Form 
f in 4D(z2” — 2°?) herleiten. Da die drei Zahlen a«,, a’), 
a”«,’ zu je zweien prim sind, muss dieser Gleichung zufolge 
eine von ihnen, etwa a«,, gerade, die beiden anderen ungerade 
sein, und weil deshalb auch 2aa,’, a’a,’, a’«,’ relativ prim 
sind, so kann man der Gleichung 
(27) art + aa" + aa —1 
durch ganze Zahlen !, 7’, 1” Genüge leisten, von denen die 
erste gerade ist. | 
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Setzt man dann 

(28) aaa” =h 

und 

& = (2l—hay)D, a =(2V —ha)D,  =(2l’—ha,’)D, 
so finden sich sogleich die Beziehungen 


(29) aaa, + aaa" + a’, —=2D 
sowie 
(30) au +aa  +a’y =. 


Offenbar wird man von den noch übrigen der Gleichungen 
(22) der 4” und 6'°% Genüge leisten, wenn man &%,4,0 
durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 


4 TEL [4 „ 0 „ 0 „ 

2Do, = — aa’ (a), — 96, ) 

< [4 174 „ „m 
2Da, = — aa (ap, — &% ); 


wodurch sie als ganze Zahlen bestimmt werden, da diese Glei- 
chungen mit den anderen: 


, = — aa (Va — Va,) 
a, = — a’alla — 1’) 
% = — aa (lay — la?) 


gleichbedeutend sind. Für diese Werthe von «&,,«,,« wird 
jedoch endlich 


a, +aa + ae,” 
— D[a’a” (la? — Va,)? + a’alle,? — I’ay)* 
+ aa (Way — laı')")] 
— Df[(al? + a? + a” )(aay? + a’a,? + a”’a,?) 
— (ala + ala, + a’l’a,')?], 
was mit Rücksicht auf die Gleichungen (26) und (27) in 
a, aa” +a’y- = —D 
übergeht, sodass die zweite der Gleichungen (22), und, wie aus 
den erhaltenen Formeln sogleich ersichtlich, diese sämmt- 
lichen Gleichungen erfüllt sind. Die so bestimmten Zahlen « 
bilden mithin eine ganzzahlige Transformation (21) der Form 
f in die Form 4 D(22” — z’?), sodass vermöge der Gleichungen 
(21) oder ihrer Umkehrung (23) die Gleichung 
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(32) ax + ax? + a”? = 4D(22” — 2°’) 


identisch erfüllt wird. Setzt man nun zur Vereinfachung 


[4 0 „ 


TE en el, a 
2l— hey =w 2" —hau’=w, 21” — hu,’ = w” 
"a — Va’ =v, I lat =v, VYapy— la =v", 
Bestimmungen, aus welchen sich, da zufolge (27) h ungerade 
sein muss, sogleich die Congruenzen 
(33) vu w=w, w=wu” (mod. 2) 
ergeben, so nehmen die Substitutionen (21) und (23) die Form: 
x =u2 — 2ala”vz’ + Dwz” 
x =uz — 2a”av’z’ + Dw’g” 
gi A WR PER Laav g 4 Dw’z” 
resp. die Form: 
2Dz =Dw:.ax + Dw’.a’x’ + Dw”. a”x” 
2Dz = wa”v - ax + a’av’ a’ + aa’'v”- ax’ 
2.De=u-ax + u. a'x’ + u”. ax” 
an, und der Umstand, dass vermöge ihrer die Gleichung (32) 
erfüllt wird, lässt sich, wie unmittelbar zu übersehen, auch so 
ausdrücken, dass vermöge jedes der folgenden beiden Systeme 
von Gleichungen: 


[4 


22 =u2 — 2ua”’vz’ 4 wg” 
(34) 22 =u2 — 2a”av'z’ + w’z” 
22” = u"2z — 2aa'v”z’ + w”z” 


und 
w- ax + w'-a’x + w”. a’x” 


(35) Eee rn ES Re An ve MEER 


u.ac + u ax +u"-a”x 


Q 
| 


„ 


ES 
| 


die Gleichung 
(36) ac + ax? + a”’x”?” = 22” — Da’? 


identisch erfüllt wird. Nun entsprechen ersichtlich nach den 
Gleichungen (35) ganzzahligen Systemen z,=’,x” auch ganz- 
zahlige Systeme 2,2’, 2”, und zwar, wie aus den Üongruenzen 
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(33) sogleich sich ergiebt, solche ganzzahlige Systeme, für 
welche 


(37) 2=2” (mod. 2) 
ist; aber nach den Gleichungen (34) werden auch umgekehrt 
solchen ganzzahligen Systemen z,2’,2”, welche die Bedin- 
sung (37) erfüllen, ganzzahlige Systeme x, x’, &” zugeordnet 
sein, und sonach erschliesst man aus dem Vorigen den Dede- 
kind’schen Satz: 

Man erhält sämmtliche ganzzahligen Lösungen 
der Gleichung | 
(1) ar + ae? +ale"’—=0, 
wenn man in den Gleichungen (34) für z2,2',2” sämmt- 
liche ganzzahligen Systeme setzt, welche zugleich der 
Gleichung 
(38) 227 —= DE 
und der Öongruenz 


2=2" (mod. 2) 
Genüge leisten. Damit aber x,x,x” eine eigentliche 
Lösung bilden, ist zudem nothwendig, doch auch hin- 
reichend, dass 2 und z” keinen ungeraden gemein- 
samen Theiler haben und, wenn sie beide gerade sind, 
die Congruenz 
(39) 2+2"=2 (mod. 4) 
erfüllen. 

Der letztere Zusatz ist noch zu beweisen. — Das be- 
hauptete Verhalten der Zahlen z, 2” ist erstens nothwendig. 
Denn, hätten 2,2” einen gemeinsamen ungeraden Primtheiler, 
so würde dieser wegen (38), da D keinen quadratischen Theiler 
hat, auch in z’ und folglich nach (34) in allen drei Zahlen 
x,x,&" aufgehen; wären 2 und 2” und deshalb wegen (38) 
auch 2’ gerade, die Congruenz (39) aber nicht erfüllt, also 

2=2" (mod. 4), 
so erhielte man aus (34) 
2 =m ua =0 
22 = (uw + w)2 =0L (mod. 4) 
22" = u" + ww). 0 
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also wären x, x’, «” sämmtlich gerade. In beiden Fällen würde 
daher die Lösung &, x’, x” keine eigentliche sein. — Die be- 
hauptete Beschaffenheit von z und 2” ist aber zweitens auch 
hinreichend. Denn jeder gemeinsame ungerade Theiler 
von z,%,x” ginge nach (35) auch in z und 2” auf; hätten 
sie aber den gemeinsamen Theiler 2, so wären nach (35) 
und 2” gerade, zugleich aber 
2+2”"=0 (mod. 4), 

die Lösung x, x’, 2” muss also eine eigentliche sein, sobald z 
und 2” die angegebenen Bedingungen erfüllen. 

6. Aus dieser Dedekind’schen Lösung der Aufgabe, alle 
(eigentlichen) Lösungen der Gleichung (1) aus einer von ihnen 
herzuleiten, lässt sich — wenigstens im Wesentlichen — sehr 
leicht auch diejenige Lösung gewinnen, welche G. Cantor 
dafür gegeben hat. Die allgemeinste Art, der Gleichung (38) 
zu genügen, ist offenbar durch die Gleichungen 
(40) 2 00m 2<- 000,2 —d 00° 


geliefert, wenn dd” irgend eine Zerlegung von D in zwei 
positive Faktoren, d,p,g aber irgend welche ganze Zahlen 
vorstellen. In Folge dieser Werthe von z,2’,2” nehmen die 
Gleichungen (34) die Gestalt an: . 


Br) ’ ö ’ 7 ö 2 
ıt—=7z'd, ud, Ka SE gar, 


wenn unter %, »’, y” die folgenden drei quadratischen Formen: 
v =ud :® — 2aa’v-pg +wd” 
Yv-—=ud:-pP — 2a av -pg + wd”.g 
vo’ —= ud: p? — 2aa’v”-pg + w’d”. 

verstanden werden, oder auch die folgende: 


Ö 2 Öö 4 [24 ö „ 
(41) TE A a aa Pe mas $ 


wenn man setzt: 
pP — a: (dp)? + 20, (dpa + oT 
(42) pP —au): (dp)” EHER (dp)q +0:.qQ 
p"— (dp)? +20, (dpa tu d”. 
Damit aber die Formeln (41) die eigentlichen Auf- 
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lösungen der Gleichung (1) liefern, sind nun die Zahlen d, d”, 
ö,p,g solcher Beschränkung zu unterwerfen, dass z und 2” 
die oben angegebenen Bedingungen erfüllen. Damit 2’, 2” 
ohne gemeinsamen ungeraden Theiler werden, ist nothwendig, 
dass d nur eine Potenz von 2 ist, welche der Congruenz (39) 
wegen nicht höher als die erste sein darf; also st do=—-+1 
oder d=—+ 2 zu wählen. Ferner dürfen auch 9, q keinen 
gemeinsamen ungeraden Theiler haben, sie dürfen aber auch 
nicht beide gerade sein, weil sonst 
=,4 =0. (mod. 4) 
sein würde, gegen (39); also müssen p, q als relative Prim- 
zahlen gewählt werden. Zudem muss endlich p auch ohne 
gemeinsamen ungeraden Theiler mit d”, qg ohne einen solchen 
mit d angenommen werden. Im Weiteren unterscheidet man 
zweckmässig die beiden Fälle eines ungeraden und eines ge- 
raden D. 
Sei erstens D=aa’a” ungerade. Dann muss 
ee! 
gesetzt werden, wenn p, g als ungerade relative Primzahlen 
gewählt werden, da für d=-+ 2 die Bedingung (39) nicht 
erfüllt werden könnte. Wird aber eine der Zahlen p, q gerade, 
die andere ungerade gewählt, so muss do= + 2 genommen . 
werden, da sonst die Congruenz (37) nicht stattfände. 

Ist zweitens D=aa’a” gerade, so wird einer der 
Faktoren d, d” gerade, der andere ungerade, und der gerade 
Faktor congruent 2 (mod. 4) sein, da D keine quadratischen 
Theiler enthält. Wenn dann 9, qg zunächst ungerade genommen 
werden, so ist wegen (37) d=-+ 2 zu setzen, wo dann auch 
(39) erfüllt ist. Wählt man aber eine der Zahlen p,q gerade, 


die andere ungerade, so hat man zu setzen 
d=- 2, wenn d,p gerade, also d”,q ungerade, 
oder d”,q gerade, also d,p ungerade, 
ö=-.1, wenn d,q gerade, also d”, p ungerade, 
oder d”,p gerade, also d,g ungerade 
sind. Die Beschränkungen, welche für die Zahlen d,p,q noth- 
wendig und hinreichend sind, stellen sich demnach in folgender 
Uebersicht dar: 
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Ist I) D ungerade und d.d” irgend eine Zerfällung 
von D, so muss 

entweder d= +1, p prim zu 2d”, q prim zu 2d 

oder d—=-+2,p gerade und prim zu d”, q prim 

zu 2d oder p prim zu 2d”, q gerade 
und prim zu d sein. 

Ist I) D gerade gleich 2P und x - x” irgend eine Zer- 
fällung von P, so muss 

wenn a) d—=2n,d =xr" ist, 

entweder d=--1, p prim zu 2x”, q prim zu x und 

gerade 

oder öo=-2,p prim zu x, q prim zu 2z, 

wenn dagegen b) d=x, d”=2r” ist, 

entweder d=-1, p gerade und prim zu x”, q prim 

zu 2% 

oder ö= +2, p prim zu 2”, q prim zu sein. 

Man überzeugt sich aber unschwer, dass der zweite Fall 
IIa unter dem ersten Falle IIb, sowie der zweite Fall IIb 
unter dem ersten Falle Ila enthalten also von der Betrachtung 
auszuschliessen ist. Ausserdem müssen in allen Fällen die 
Zahlen 9, g unter einander prim angenommen werden. Mit 
Beachtung dieser näheren Bestimmungen ergeben die Formeln 
(41) sämmtliche eigentliche Auflösungen der Gleichung (1) 
und solche ausschliesslich. Man bemerke aber ferner, dass 
nach Ausschluss der genannten beiden Fälle die Formeln (40) 
für jedes bestimmte System z,2°,2” auch nur ein System d, 
d’,ö,p,g ergeben, wenn man zwei Systeme 9,9 und — p) 
— g immer nur als ein einziges rechnet, dass also dann ver- 
schiedenen Systemen d,d”,d,p,g auch verschiedene Systeme 
2,2',2” und folglich nach den Gleichungen (34) und (35) auch 
verschiedene Systeme x, x’, &” von Lösungen der Gleichung (1) 
zugehören. In Folge davon werden dann die Formeln (41) 
auch nur jede Lösung einmal liefern. 

Diese Formeln repräsentiren nun offenbar eine 
gewisse Anzahl von Formallösungen der Gleichung 
(1), eine Anzahl, welche leicht angebbar, nämlich ersichtlich 
gleich der Anzahl der zulässigen Wertheombinationen der drei 
Zahlen d,d”,ö ist. Nennt man wieder $ die Anzahl der ver- 
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schiedenen ungeraden Primfaktoren, aus denen D besteht, so 
ist diese Anzahl (nach Ausschluss der genannten beiden 
Fälle unter II) für eine ungerade wie gerade Determi- 
nante D gleich 2°+2, In jeder einzelnen jener For- 
mallösungen sınd aber, dem Gesagten entsprechend, 
die Zahlen », qg auf eine Anzahl bestimmter arith- 
metischer Reihen beschränkt. In der That ergeben die 
obigen Bestimmungen für diese Zahlen, dass sie (mod. 2.D) 
einer Anzahl von Congruenzpaaren: 


(43) P=m, 1I=% (mod. 2D) 


zu genügen haben, welche, jenachdem d_D ungerade oder ge- 
rade ist, resp. gleich D-go(D) oder 2D.g(D) gefunden wird. 

Und somit gelangen wir schliesslich zu folgendem 
Resultate: 

Sämmtliche eigentliche Lösungen der Gleichung 
(1) werden mittels einer endlichen Anzahl von For- 
mallösungen durch die Formeln (41) und jede nur ein- 
mal geliefert, wenn in denselben die unbestimmten 
ganzen Zahlen p,g als relative Primzahlen aus einer 
endlichen Anzahl von Paaren arithmetischer Reihen 
ausgewählt werden, welche für jede der Formallösun- 
gen durch zugehörige Congruenzen von der Form (43) 
definirt sind. | 

Die hier gegebenen Sätze sind im wesentlichen mit den 
Hauptresultaten der oben angeführten Cantor’schen Arbeit 
übereinstimmend (vgl. die $$ 9 und 11 derselben). 


7, Die im Vorigen entwickelte Theorie der Glei- 
chung 
(1) ae + aa? +ae?—=0 


ıst nicht nur an sich von hoher Bedeutung, sondern 
bietet auch ein historisches Interesse, insofern die Be- 
dingungen ihrer Auflösbarkeit die Grundlage ausmachen für 
den ersten Beweis, der für das quadratische Reciproeitätsgesetz 
gegeben worden ist. In der That beruht der erste Beweis 
desselben, welchen Legendre versucht hat*), abgesehen von 


*, S. Legendre in der hist. de l’Acad. des Sciences de Paris 1785 
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einigen einfachen Sätzen, zu welchen die Pell’sche Gleichung 
führt und welche auch von uns im fünften Capitel zum Be- 
weise des Reciprocitätsgesetzes benutzt worden sind, wesentlich 
auf jenen Bedingungen. Viel später erst ist von Kummer 
gezeigt worden*), wie man bei solchem Beweise die Gleichung 
(1) gänzlich vermeiden und allein mit der Pell’schen Glei- 
chung auskommen kann. Beide Beweise setzen übrigens, wie 
bezüglich des Legendre’schen von Gauss hervorgehoben 
worden ist, voraus, dass zu jeder Primzahl von der Form 
4n + 1 eine Primzahl von der Form 4n + 3 gefunden werden 
könne, von welcher jene quadratischer Nichtrest ist, eine Vor- 
aussetzung, deren Richtigkeit schwerlich ohne Hilfe des zu 
beweisenden Reciprocitätsgesetzes wird zu bestätigen sein. 

Ungleich wichtiger ist der Umstand, auf welchen 
zuerst Arndt**) aufmerksam gemacht hat, dass sich 
auf die Gleichung (1) auch ein Beweis des Gauss’schen 
Satzes von der Duplikation der Classen gründen lässt, 
dieses wichtigen Satzes, der in nr. 5 des fünften Capitels aus 
ganz anderer Quelle hergeleitet worden ist. Da die Hilfs- 
mittel, deren wir uns bedient haben, die Theorie der Gleichung 
(1) zu begründen, wesentlich elementarere Sätze aus der Lehre 
von den ternären Formen sind, als diejenigen, auf denen jener 
frühere Beweis des Gauss’schen Satzes beruhte, so ist die 
Arndt’sche Herleitung desselben als die einfachere zu be- 
trachten und die Aussage nicht ungerechtfertigt, dass jener 
berühmte Satz von der Duplikation der Classen im Grunde 
auf die Bedingungen der Auflösbarkeit der Gleichung (1) zu- 
rückkomme. 

Der in nr. 3 hergeleitete Satz verstattet seine Ausdehnung 
auch auf den Fall, wo die Coefficienten «a, «’, a” quadratische 


oder in der theorie des nombres, II partie $ 6: theoreme contenant une 
loi de r&ciprocite, qui existe entre deux nombres premiers quelconques. 

*”, Kummer, zwei neue Beweise der allgemeinen Reciprocitäts- 
gesetze unter den Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad 
eine Primzahl ist; in den Abhh. der Berliner Akad. 1861, sowie auch 
in Borch. J. f. d.r. u. a. Math. 100 S. 10. 

*®) In Borch. J. f. Math. 56 S. 73: über die Anzahl der Genera der 
quadratischen Formen. 
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Theiler haben*), und erlaubt dann, den Gauss’schen Satz so- 
gleich in voller Allgemeinheit zu beweisen®*). Beschränkt 
man sich aber zunächst auf den Fall, in welchem die Deter- 
minante D der binären quadratischen Formen von quadra- 
tischen Faktoren frei ist, so braucht man garnicht den voll- 
ständigen angezogenen Hilfssatz, sondern nur den Theil. 
desselben, welcher aussagt, dass die Gleichung (1) eine eigent- 
liche Lösung hat, sobald die Congruenzen (8) erfüllt sind. 

Wenn dann nämlich (A, B,C) irgend eine Form des 
Hauptgeschlechtes für die Determinante D ist, so darf man 
voraussetzen, dass A eine ungerade und gegen D prime Zahl 
ist, die auch als positiv gedacht werden darf, wenn im Falle 
negativer Determinanten nur positive Formen betrachtet werden. 
Da A quadratische Faktoren haben kann, setze man A = ap, 
wo nun a von quadratischen Faktoren frei sein soll. Nach 
der Gleichung 

DB —ap-C=D 

ist die Zahl D quadratischer Rest von a. Da andererseits die 
Form (ap?, B,C) dem Hauptgeschlechte angehören soll, so 
sind die quadratischen Charaktere von ap? also auch von a 
mit Bezug auf jeden ungeraden Primfaktor von D gleich +1, 
also ist auch umgekehrt « quadratischer Rest von D. Da 
endlich « und D relativ prim und nicht beide negativ sind, 
so ist nach der Theorie der Gleichung (1) die Gleichung 


a + Dr — —=0 


in ganzen Zahlen x, y, 2 ohne gemeinsamen Theiler auflösbar 
d.h. die Zahl ax? ist eigentlich darstellbar durch die Haupt- 
form (1, 0, — D) von der Determinante D; auch ist sie prim 
gegen D, da, wenn ax” also x einen Primfaktor mit D ge- 
meinsam hätte, dieser auch in 2 und, da D keine quadratischen 
Theiler hat, auch in y aufgehen müsste. 

Ferner wird die zu D prime Zahl ap? eigentlich durch 
die Form (A, B,C) dargestellt, und folglich die zu D prime 
Quadratzahl (apx)’ = ap? - ax? durch die Formen derjenigen 


”, 8. Dedekind, Vorl. üb. Zahlentheorie von Dirichlet, 4. Aufl. 
S422RuE, 
*") Ebendaselbst S, 432 
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Classe, welche aus der Hauptelasse und derjenigen der Form 
(A, B,C) zusammengesetzt ist, d.h. durch die Formen der 
Classe von (A,B, 0). 
Mithin giebt es eine Form dieser Olasse 
(h, %, D), 
wo im ersten Coefficienten h den Absolutwerth von apx be- 
deutet. Wenn nun zuerst h ungerade ist, so ist die Form 
(h, #, Ih) 


eigentlich primitiv, da ihre Determinante D ohne quadratische 
Theiler und h ungerade ist, und, falls D< 0, positiv, dh>0O 
ist; die Form (h?, x, l) aber entsteht aus ihr durch Dupli- 
kation, wie es die Identität 


(RX? + 2xXY + hLY?)hX?+2xX Y +hlY”) 
— WX”"? + 2X" Y” +17” 
erweist, in welcher 
X’—=XX —IYYT, Y'=HhXY +XY)+2sJYY 
gedacht ist. Ist dagegen h gerade, so folgt aus der Gleichung 
“"—MWi=D, 

weil D nicht durch 4 theilbar ist, dass « ungerade sein muss, 
ebenso wie es l ist, da die Form (h?, x, I) zugleich mit (A, B, C) 
eigentlich-primitiv ist. Also wird auch die im Falle D<O 
positive Form 


(2h,h-+x, 4), 


in welcher 
‚IV Z2d4nS+% 
gedacht ist, eigentlich-primitiv. Aus dieser Form entsteht aber 
die Form (h?, #, l) durch Duplikation, wie aus der Identität 
(2HRX?+2(h+x)XY+AY?)(2hRX?+2(h+x)X Y-+AY°) 
— MX"? +2%xX"Y" +12"? 
hervorgeht, in welcher unter X”, Y” die Ausdrücke 


N ar u Rep re a 


EN EEE 
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verstanden werden. Somit entsteht die Classe, welcher 
(A, B,C) angehört, d.h. jede Classe des Hauptge- 
schlechtes durch Duplikation. 

Durch das Vorstehende ist der ausgesprochene Satz nun 
zwar nur für Formen einer Determinante erwiesen, welche frei 
ist von quadratischen Faktoren. Doch genügt dieser Nachweis, 
um ihn auch für Formen jeder beliebigen Determinante zu 
begründen. In der That folgt aus dem Bewiesenen für die 
specielleren Determinanten D die Gleichheit KX(D) = Q(D) 
(s. fünftes Capitel) und somit auch die andere: G(D) = W(D) 
d.i. nach der Gauss’schen Schlussweise (das. nr. 5) die Exi- 
stenz eines Geschlechts für jeden der zulässigen Gesammtcha- 
raktere. Hieraus lässt sich aber auf eine einfache Weise, wie 
Arndt in der angeführten Abhandlung gezeigt hat, die Existenz 
eines Geschlechts auch für jeden der zulässigen Gesammtcha- 
raktere bei einer beliebigen Determinante also, nach der 
Gauss’schen Schlussweise, die Gleichung @(D) = W(D) sowie 
die andere: K(D) = Q(D) ableiten und somit allgemein der 
Satz begründen, dass jede Classe des Hauptgeschlechts 
für irgend eine Determinante durch Duplikation 
entsteht. 

8. In unmittelbarstem Zusammenhange mit der 
hier entwickelten Auflösung der Gleichung (1) steht 
eine andere Aufgabe, die schon die Mathematiker vor 
Gauss beschäftigt hat*), die Auflösung der Gleichung 


(44) ax? + 2bzy + cy? +2de +2ey+f—=0 
in rationalen Zahlen x,y. In der That, diese Aufgabe ist 
vollkommen identisch mit der andern: die Gleichung 


ax? + 2bxy + cy? + 2dxz + 2eyz + f2? —= 0 
in ganzen Zahlen &,y,z aufzulösen, eine Aufgabe, welche 
nach nr. 1 auf die Auflösung einer Gleichung von der Gestalt 


*) Schon Euler hat die Aufgabe unter gewissen Voraussetzungen 
gelöst (Commentat. Petropolenses t. 6, 9 und 18), doch erst Lagrange 
(in hist. de l’Acad. de Berlin 1767 p. 165 und 1768 p. 181) gab ihre 
vollständige Lösung, die jedoch von der hier dargestellten Gauss’schen 
wesentlich verschieden ist. S. dazu auch Scheffler’s Diss. inaug. in 
Crelle’s J. f. Math. 45 S. 349. 
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der Gleichung (1) zurückkommt. Hat man nun die Gleichung 
(44) in rationalen Zahlen vollständig gelöst, so besitzt man 
damit zwar implieite auch ihre Auflösung in ganzen Zahlen, 
doch würde es einer Methode bedürfen, um diese ganzzahligen 
Auflösungen aus der Menge der rationalen, die meist unend- 
lich gross ist, auszuscheiden. Statt dessen kann man geradezu 
verfahren, wie folgt. 

Man hat, wie in der analytischen Geometrie, drei 
verschiedene Fälle zu unterscheiden, jenachdem der 
Ausdruck b?— ac Null, negativ oder positiv ist. Sei 
1) 5’ — ac=0. Ist dann 8 der grösste gemeinsame Theiler 
von a und c, so müssen @ und c, weil ihr Produkt ein Qua- 
drat ist, resp. gleich 0«* und 07°, also b = d«y sein, und so- 
mit wird 

ax + 2bay + ey?’ = 9d(ax + yy)*. 


Setzt man demnach 


(45) ec + yy=2, 
so nimmt die Gleichung (44) die Gestalt an: 
2dz + 2ey= — f — 9%, 
aus welcher, in Verbindung mit (45) 
2(lea—dy)- <= 2ez +yf-+ 9? 
2(e& — dy) -y= — 2dz — af — «82° 
also, wenn e@« — dy von Null verschieden ist, 
en: Yan an or 


hervorgeht, Formeln, welche die Gleichung (44) für jeden 
Werth von z erfüllen werden. Damit aber x,y ganzzahlig 
werden, darf man z wegen (45) nur ganzzahlige Werthe bei- 
legen, für welche die letztgeschriebenen Ausdrücke gleichzeitig 
ganzzahlig werden. Um alle diese Werthe von z zu finden, 
wird es genügen, diejenigen zu ermitteln, welche positiv und 
kleiner als 2(e« — dy) sind, denn Werthe von 2, welche nach 
diesem Modulus eongruent sind, geben stets gleichzeitig für 
beide x und y ganzzahlige, oder gleichzeitig nicht für beide 
x,y ganzzahlige Werthe. Sind also 


#5 29, oo. ar 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 15 


> 
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diejenigen Werthe von z, wenn überhaupt solche vorhanden 
sind, welche x und y ganzzahlig machen und zugleich positiv 
und kleiner als 2(e« — dy) sind, so liefern die Formeln (46) 
die sämmtlichen ganzzahligen Auflösungen der Gleichung (44), 
wenn man in ihnen setzt: 

Bern, 2ER, 22, (mod. 2(ee — dy)). 

Ist aber ea —=dy, so ergiebt sich, wenn h der grösste 
gemeinsame Theiler von e,d ist, mit Rücksicht darauf, dass 
«,y relativ prim sind, d=ha, e=hy, die Gleichung (44) 
erhält die Gestalt 

ex +tyy+-h”?+fPp —W”—=0 
und wird keine ganzzahlige Auflösung haben, wenn h? — f9 


keine positive Quadratzahl ist; ist aber "”—f eine 
solche: x°, so löst man die vorige Gleichung, indem man 


entweder dax —-dyy=x—h 

oder tax +tyy=— (+) 
setzt; die Gleichung (44) wird also keine ganzzahligen Auf- 
lösungen haben, wenn weder x — h noch x + h durch 6 theil- 
bar ist, im entgegengesetzten Falle die unendlich vielen 
Auflösungen &, y der einen oder der anderen dieser Glei- 
chungen oder beider. 

Sei jetzt 5 — ac von Null verschieden. Dann ent- 
ferne man, wie in der analytischen Geometrie der Kegelschnitte 
zunächst die Glieder erster Dimension aus der Gleichung (44) 
vermittelst der Substitution 


(A) p=(b!—acoce+be— cd, gq=(b’—ac)y+bd— ae, 
wodurch die Gleichung in die Gestalt 

(48) ap + 2bpg +e?=M 

übergeht, in welcher M ein ganzzahliger Werth ist; ganz- 
zahligen x, y aber entsprechen gewiss ganzzahlige Lösungen 
p,g; um also alle ganzzahligen Lösungen von (44) zu finden, 
hat man zunächst die ganzzahligen Lösungen von (48) zu er- 
mitteln. 


2) Im Falle nun b®’ — ac<O ist, giebt es, wenn über- 
haupt, jedenfalls nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Lösungen 
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p,q dieser Gleichung, die nach der Lehre von der Darstellung 
der Zahlen durch binäre Formen ermittelt werden können, 
und da ihnen nach den Formeln (47) nicht immer ganzzahlige 
x, y zu entsprechen brauchen, hat auch die Gleichung (44), 
wenn überhaupt Lösungen, jedenfalls nur eine endliche An- 
zahl ganzzahliger Lösungen. 

3) Sei endlich b’’—ac>0. Dann unterscheide man 
die zwei Fälle, in denen b? — ac eine Quadratzahl oder keine 
Quadratzahl ist. 

Ist zunächst b®’ — ac=x°, so ist die Gleichung (48), 
wenn «> ist, gleichbedeutend mit der andern: 


(ap +bgq” — "PP =aM 
oder auch mit dieser: 
(ap+ bg + xg)(ap + bg — ag) = aM. 
Wenn daher M von Null verschieden ist und rs 
irgend eine Zerlegung von M in zwei Faktoren, so wird man 


alle möglichen ganzzahligen Auflösungen von (48) finden, wenn 
man die sämmtlichen Paare von Gleichungen 


ap+b+Wg=r 
ap+(b—a)g=s 
in ganzen Zahlen p,q auflöst, was nur eine endliche An- 
zahl von ganzzahligen Auflösungen liefern kann. 
Ist dagegen M =, so hat man p, q entweder als ganz- 


zahlige Auflösung der Gleichung 

ap+ (b+ ng —0 
oder der Gleichung 

ap+(b—ı)ga=0 
zu bestimmen und findet demnach jedenfalls », g unter der 
Form 

p=As, q=bBe, 
in welcher A, B zwei relative Primzahlen bedeuten. Somit 
erhalten x,y nach den Formeln (47) die Ausdrücke 


InAz-h ed —ıbe N aa Pe 


> D , D , 





in denen zur Abkürzung D steht für b°’— ac. Hieraus er- 
15* 
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giebt sich die Gleichung 
D(ax + by) = 2 + aled — be) + b(ae — bd), 
wenn man die ganzen Zahlen a, b der Gleichung 
aA+-IB=1 
gemäss wählt; man erkennt darnach, dass die unbestimmte 
ganze Zahl 2, wenn x,y ganzzahlig werden sollen, die Gestalt 
2= Du + a(be — cd) + b(bd — ae) 
haben muss; für solche z aber erhält man 


du oh BER R 





En u 2 
ist also der hier auftretende Bruch einer ganzen Zahl gleich, 
so giebt es unendlich viele, im entgegengesetzten Falle 
keine ganzzahligen Auflösungen der Gleichung (44). 

Wenn «=0 ist, nimmt die Gleichung (48) die Gestalt 
an: 

@bp + Dg—M; 

ist dann M von Null verschieden, so kann es wieder 
nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Lösungen geben. 
Für M=0 aber hat man p,q entweder als ganzzahlige 
Lösungen der Gleichung 


2bp+qg=0 
zu wählen und gelangt zu genau entsprechenden Resultaten, 
wie im Falle a2 0; oder man hat qg=0, p beliebig, und 
dann findet man wieder die gleichen Resultate, bei denen nur 
A=1, B= 0 und entsprechend a = 1, D beliebig zu nehmen 


d 


ist, also 
d 
—=urb:7, Ha RE 


also unendlich viel oder keine Lösungen, je nachdem ei 


eine ganze Zahl ist, oder nicht. 

Dei nun zuletzt b’— ac eine positive, aber keine 
quadratische Zahl. Bedeutet dann Ö den grössten gemein- 
samen Theiler von a,b,c, so muss auch M, wenn die Glei- 
chung (48) auflösbar sein soll, diesen Theiler besitzen, und 
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. die Gleichung ist, wenn 
a=a00,.b=b), c=cd, M=M’ 


gesetzt wird, gleichbedeutend mit dieser anderen: 


(49) ap + 2blpg He =M; 
wir setzen 
D=b"?:_—.de. 
Bezeichnet nun 4? jeden quadratischen Theiler von M’, 
so erhält man die sämmtlichen Darstellungen von M’ aus 


den eigentlichen Darstellungen p’, q’ der Zahlen n durch 
die Formeln 
p=4Ap, q— 44. 
Sei o=1 oder 2, je nachdem die Form (a’, b’, c’) eigent- 
lich- oder uneigentlich-primitiv ist; bekanntlich bilden dann 


die eigentlichen Darstellungen von —;, wenn es deren über- 


haupt giebt, eine oder mehrere Gruppen von Darstellungen 
von der Form 
P at — (b’a + c'y)u ‚ yt-+ (a’« + b’y)u 
ne a ad Si: ac m? 
wo «,y eine solche Darstellung ist und £, u alle ganzzahligen 
Auflösungen der Gleichung 
(50) ? — D’u? = 0? 
bedeuten. Für diese Werthe von p’,g’ erhält man aus (47) 
als zugehörige Werthe von x, y Ausdrücke von folgender Form: 
A + Bu + ocd — obe Ct + Du + cae — obd 
een, roman 
Um hiernach sämmtliche ganzzahlige Lösungen x, y der 
Gleichung (44) zu finden, hat man nur für jeden quadratischen 


Theiler, für welchen z eine eigentliche Darstellung durch 


die Form (a’,b’,c’) gestattet und für jede Gruppe solcher 
Darstellungen die Ausdrücke (51) aufzustellen und nun in die- 
selben diejenigen Auflösungen der Gleichung (50) ein- 
zusetzen, welche sie ganzzahlig machen. 

Um dies letztere zu erreichen, bemerke man, dass, wenn 
T, U die Fundamentallösung der Gleichung (50) ist, sämmt- 


230 Achtes Capitel. 


liche Auflösungen t, u durch die Formel 
t+uyD T+ =. 
re Tee ie gr 


für. ne 0, Se be ae 


gegeben werden. Setzen wir 
LEE u,yD’ Br & ay2al 
6 6 


und bezeichnen mit »% irgend welche ganze Zahl. Da es un- 
endlich viel Systeme t,, w„ giebt, muss es auch unendlich 
viel derselben geben, welche dieselbe Resteombination (mod. m) 
aufweisen; sei z. B. 
+3 ba, Umtn = Un (mod. m); 
aus den Formeln 
„2 Eu, 0D +0 ruT 

ea Tem U Furt Trage 

sowie den entsprechenden 


a ar u,,UD rt OH RIETE 
m I, ori = 





Intn+1 = 5 r 3 


erkennt man dann die Richtigkeit der Congruenzen 
On tt 0, OUn+1 = OUn-tr+1 (mod. Mm), 


und folglich ergeben sich, wenn 6 = 1 oder auch wenn 6 —=2 
und zugleich m gerade ist, die Congruenzen 
I. A Untn ZZ Un 
ir Ye (mod. -J 


In+34+1 = +1, Untıti = Unti g 


Wir wählen nun für m den Werth o°-D. Vermitkeist 


des erhaltenen Resultates folgt dann nach den leicht erweis- 
baren Beziehungen 


= Da — 2, = Day lah — Un—2 
allgemein 
n=b, % ZU (mod, 6D), 
wenn r den kleinsten positiven Rest von n (mod. h) bezeichnet. 
Um daher aus den Formeln (51) diejenigen auszuscheiden, 
denen ganzzahlige x, y zugehören, genügt es, für £,u die 
Systeme = + 4, u= + u, zu versuchen; wählt man die- 
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jenigen der letzteren aus — sie mögen £,, u, genannt werden 
— welche «,y ganzzahlig machen, so hat man in (51) die- 
jenigen Lösungen der Pell’schen Gleichung zu setzen, für 
welche 
t=b, uw=u, (mod. 6D) 

ist, und nur diese. 

Hiermit ist aber die vollständige Auflösung der 
Gleichung (44) geleistet. 


9. Schliesslich mögen hier noch die Bedingungen ange- 
geben werden, welche nothwendig und hinreichend dafür sind, 
dass die allgemeine quadratische Gleichung (2): 
f>= ax + ac? + a’a”? + 2bx 2” + 2b’ + 2b" oe —= 0, 
wenn in ihr f eine unbestimmte Form bedeutet, ganzzahlige 
Auflösungen besitze. Diese können aus den für die einfachere 
Gleichung 

a? + aa? +a’e”’—= 0 
nach Legendre mitgetheilten Bedingungen ohne Mühe her- 
geleitet werden und sind zuerst von St. Smith folgender- 
massen ausgesprochen worden”), wobei die vorkommenden 
Zeichen die frühere Bedeutung haben, für jede Zahl » aber 
unter dem Zeichen n der Quotient aus derselben und dem 
grössten in ihr aufgehenden Quadrate verstanden wird: 

Sei jeder Primfaktor von 2, der nicht in 4, Ö 
jeder Primfaktor von 4, der nicht in 2, und r jeder 
Primfaktor, der sowohl in & als in 4 und folglich 
nicht in 841 aufgeht; dann ist die Gleichung (2) auf- 
lösbar oder nicht, jenachdem die auf alle jene Prim- 
faktoren bezogenen Gleichungen 


=, 9-1 CE) 


erfüllt sind oder nicht. 
Indem wir immer an der Voraussetzung ungerader Inva- 





*) St. Smith, on the Criterion of Resolubility in Integral Num- 
bers of the Indeterminate Equation 
f= ax: + ax? + ac"? + 2baie” + 2bia’c + 2b’ 0, 
in den Proceedings of the R. Society of London, vol. 13, S. 110. 


/ 
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rianten &, 1 festhalten, wollen wir die Richtigkeit dieser Aus- 
sage beweisen *). 

Da durch äquivalente Formen die gleichen Zahlen darge- 
stellt werden, darf die Form f in der Gleichung (2) durch 
irgend eine äquivalente ersetzt werden. Andererseits ist in 
nr. 11 des dritten Capitels gezeigt worden, dass f einer Form 
äquivalent ist, in der der erste Coefficient, sowie der dritte 
Coeffiecient in ihrer Receiproken positiv, prim gegen 284 und 
auch prim gegen einander sind. Zur Vereinfachung darf man 
daher annehmen, dass in der Gleichung (2) der Coeffieient « 
sowie die durch die Gleichung 


aa ‚Ze b’2 Bar Le) s I” 
definirte Zahl WA” positiv, prim gegen 2847 und prim unter 
einander sind. Nach nr. 1 ist ferner die Gleichung (2) gleich- 
bedeutend mit der folgenden: 
AU (ax + 0b" + ba’)? HAM — Be’ tage? —0. 
Diese nun hat die Gestalt der Gleichung (1): 

Au? + Qv? + aQ Aw = 0 
und lässt sich auf eine andere reduciren, welche die Voraus- 
setzungen des Legendre’schen Criteriums erfüllt. Zunächst 
kann sie durch die folgende: 

Au + 20V? + aR221w — 0 


ersetzt werden. Wenn man aber mit R den grössten positiven 


gemeinsamen Theiler von & und 41 bezeichnet, sodass man 
Q=R:Q, I=R-4, 
setzen kann, so findet sich offenbar 
2I—=24,: 
Die vorige Gleichung erfordert also, dass « theilbar sei durch 


2,; sie ist mithin zugleich auflösbar resp. nicht auflösbar mit 
dieser anderen: 


VQ-T+R-V7?+04:-W—=0, 





*) Dies ist bereits von A. Meyer gethan worden in seiner Abh. 
über die Classenanzahl derjenigen ternären quadratischen Formen, durch 
welche die Null rational darstellbar ist, Journ. f. Math. 98 8. 177. 
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in welcher nun die ÜÖoefficienten nach den gemachten Voraus- 
setzungen zu je zweien prim und ohne quadratischen Theiler 
sind. Zur Auflösung der letzten und somit auch der gegebenen 
Gleichung in ganzen oder allgemeiner rationalen Zahlen ist 
folglich nothwendig und hinreichend, dass 


oRd, — — ad qu. Rest von W’2, 
a Le RA äh put 
— 4”. ka, = u meh ” ad, 


ist. Da zufolge der Beziehung 
AA’ —B— Aa 

immer — «4 qu. Rest von WA” ist, sowie wegen der Beziehung 
2A” —= aa’ — b”? 


stets — W’-& qu. Rest von a, können die vorstehenden 
Bedingungen einfacher auch so gefasst werden: 


— ad qu. Rest von 82, 
FERN au”. 24 ” „ ” R 
Sn) ” „ ” Ir. 


Beachtet man also, dass a ein Werth der Form f, W” ein 
soleher von % und von X” nur um einen quadratischen, zu 
224 primen Faktor verschieden ist, so sind diese Bedin- 
gungen in der That mit den nach St. Smith ange- 
gebenen durchaus identisch. 


Neuntes Capitel. 


Unbestimmte Formen. GClassenzahl eines Geschlechts. 


1. Während bei den bestimmten Formen das Maass 
eines Geschlechts, scheint bei den unbestimmten die Anzahl 
seiner Classen der einfachere Begriff zu sein. Eisenstein 
hat zuerst die Vermuthung ausgesprochen, dass jedes Geschlecht 
unbestimmter Formen nur aus einer einzigen Classe von Formen 
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bestehe*), und die Arbeiten von A. Meyer haben diese Ver- 
muthung in gewissem Umfange bestätigt. Das gegenwärtige 
Capitel soll von den bezüglichen Untersuchungen des jüngst 
leider so frühe der Wissenschaft entrissenen®*) Forschers das- 
jenige mittheilen, was einfach darstellbar ist. 

A. Meyers erste Arbeit über den bezeichneten Gegen- 
stand gründet sich auf einen die Pell’sche Gleichung be- 
treffenden Satz, dem er in einer späteren Arbeit allgemeinere 
Fassung gegeben hat, als wir hier bedürfen***), In seiner 
engeren Fassung lautet er, wie folgt: Ist 7 eine positive 
ungerade Zahl, so giebt es unendlich viel ungerade 
Primzahlen », 9 so beschaffen, dass für die Funda- 
mentalauflösung 7, U der Pell’schen Gleichung 


(1) r— pgadW—1 


T—+1 nicht durch pg theilbar ist. 

1) Die Primzahlen p, q dürfen als solche vorausgesetzt 
werden, die nicht in / aufgehen; setzt man also zur Abkürzung 
pqg=4a, so ist a prim zu 241. Man verstehe ferner unter 
S? das grösste in I aufgehende Quadrat, sodass, wenn 


a el niz 
geschrieben wird, D aus lauter verschiedenen ungeraden Prim- 
faktoren besteht. Aus der Gleichung 


(T+1(T-1)=aDSV°® 


folgt dann unter der Annahme, dass T—+1 oder T—1 durch 
a aufgeht, eines der beiden Systeme von Gleichungen: 
entweder 


ee 


*, Eisenstein, Tabelle der reducirten positiven ternären quadra- 
tischen Formen u. s. w. im Journ. f. Math. 41 S. 168. | 

**, Kurz bevor der Verfasser dieses Capitel ausarbeitete, ging ihm 
die ihn tief betrübende Mittheilung zu, dass Arnold Meyer am 7. Juli 
d. J. verstorben sei. 

**#) A, Meyer, zur Theorie der unbestimmten ternären quadra- 
tischen Formen, Inauguraldissertation, Zürich 1871. Die spätere Arbeit, 
über eine Eigenschaft der Pell’schen Gleichung, findet sich in der 
Vierteljahrsschrift der Züricher naturforsch. Gesellsch. v. J. 1888. Siehe 
auch seine Abhandlung im 108. Bd. des Journ. f, Math, 
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wo 

=D; 2w—= SU 
ist, also 
(2) or —avv!—=—| 

oder 
FETTE TEIL. 
wo 
=D; Tü=sSsU 

ist, also 
(2a) oT — ad” —— 2, 


Lässt sich demnach a=pg so wählen, dass keine 
der Gleichungen (2) oder (2a) statthaben kann, so 
wird für solche Werthe der Primzahlen »,g der be- 
hauptete Satz zutreffend sein. 

Setzt man nun, um dies näher zu untersuchen, 


@) (8) — da? — ady) 

und für ö sämmtliche positive Theiler von D, so erhält 
man, unter n die Anzahl der Primfaktoren von D ver- 
standen, 2” quadratische Formen 


(4) ra), f0), FO), »-- 


mit der gemeinsamen Determinante aD, welche sich 
zu je zweien wieder zu einer Form derselben Reihe 
zusammensetzen, da, wenn 

f(') en: öx? 2.0 ad'y’? 
gesetzt wird, wo dd’ =D, leicht die Gleichung 

eaD ,\2 aDe? (6' 

fo) f(&) = "5 (eua + Ey: a 88 (x y+ıy), 
in welcher & den grössten gemeinsamen Theiler von 6, 6° be- 
deutet, d. i. die Gleichung 


(6) fe) fe) (GE) 
bestätigt wird. 

Jeder der Formen (4) kommen in Bezug auf die » ver- 
schiedenen Primfaktoren von D ebenso viel quadratische Ge- 
schlechtscharaktere zu, deren Gesammtheit wir ihr Geschlecht 
in Bezug auf D nennen wollen, und die insbesondere für die 
Form f(1) sämmtlich der positiven Einheit gleich sind, Es 
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kann aber zunächst gezeigt werden, dass bei geeigneter 
Wahl von a jedem der 2” möglichen Geschlechter in 
Bezug auf D je eine der 2” Formen (4) zugehört. Dies 
ist selbstverständlich für D=1, wo es nur die eine Form 
f(1) giebt. Wir nehmen es als bereits bewiesen an für eine 
Zahl 
D’—=pP2°*"Pn-1, 

die aus n — 1 Primfaktoren besteht, und zeigen, dass es dann 
auch gilt für die Zahl 


D=MP°''"Pa—iPn- 
Der Zahl D’ entsprechen 2”-1 Formen 

re)=da— ady, 
wo d’ö’ =D’ und die Zahl a’ so gewählt gedacht ist, dass 
alle diese Formen zu verschiedenen Geschlechtern in Bezug 
auf D’ gehören d. h. dass die Symbole 


en 


für keine zwei von ihnen dieselbe Combination von Einheiten 
darbieten. Jenen Formen entsprechen aber erstens diejenigen 
2”=1 Formen (4), welche die Gestalt haben: 


(0) = du? — ad'p.Y. 


Genügt nun a den Bedingungen: 


(6) > u 9: = [7 (2) % = = ee} 


so leuchtet ein, dass 
0 D-DM-0- 
141 ” P3 P3 P,—1 Pn—1 

sein wird, daher gehören dann diese 2”=1 der Formen (4) in 
Bezug auf D’ ebenso viel verschiedenen Geschlechtern an und 
nur für eine von ihnen können die sämmtlichen Symbole (7) 
gleich + 1 sein. Dies ist. die Form (1), für welche auch 
noch der auf p. bezügliche Charakter den gleichen Werth hat. 

Zweitens entsprechen den 2”! Formen f’(ö’) ebenso 
viel Formen (4) von der Gestalt | 


f(ö’p.) = px? — ad'y?. 
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Aus dieser Gleichung findet sich, sobald p, einer der Prim- 
faktoren p,, P3, -- - Pn—ı ist, mit Beachtung der Bedingungen 


(6) die folgende: 
6: 
2) \D/ \0/? 


sodass auch diese 2”! der Formen (4) zu verschiedenen Ge- 
schlechtern in Bezug auf D’ gehören und wieder nur für eine 


derselben sämmtliche Symbole ei) gleich + 1 sein könnten. 


7) 


wird demnach der quadratische Charakter von « bezüglich der 
Primzahl p,„ so gewählt, dass für die erwähnte einzige Form, 
falls sie vorhanden, 


(6a) a) — — | 


ist, so giebt es unter den sämmtlichen 2” Formen (4) nur eine 
einzige — die Form f(1) — deren sämmtliche Charaktere in 
Bezug auf D gleich + 1 sind. Wegen (5) gehören dann alle 


diese Formen verschiedenen Geschlechtern in Bezug auf D an; 
06’ 
82 
verschieden ist, demselben Geschlechte an, so wäre die Form 


Ferner aber ist 








von 1 





denn gehörten zwei, für welche Ö, ö’” von einander also 


A) noch eine zweite Form, für welche sämmtliche Cha- 


raktere in Bezug auf D gleich + 1 wären. — Hiermit ist der 
behauptete Satz allgemein bewiesen. 

2) Nunmehr kann aber « weiter so bestimmt werden, 
dass keine der Formen (4) eine der Zahlen — 1, + 2 darzu- 
stellen vermag. Die Zahl + 1, die für jede der Primzahlen 
Ps Pey --- mn den quadratischen Charakter + 1 hat, kann 
offenbar nur durch 

rfl)=ı— .aDy 
dargestellt werden. Fände aber die der Annahme d —1 ent- 
sprechende Gleichung (2): 
(8) 7” —aDv’ —1 
statt, so könnte v nicht durch $ theilbar sein, denn, wäre 
v —= Su, so hätte man die Gleichungen 
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”— adW—]1 
Tr Ha MU 2ru 
und 7, U wäre nicht die Fundamentalauflösung der Gleichung 
(1). Der Gleichung 2rv = SU zufolge müsste daher wenig- 
stens ein Primfaktor s von $ und zwar, der Gleichung (8) 
wegen, einer derjenigen Primfaktoren s,, s,, .... $,, welche nicht 
zugleich in 7 enthalten sind, nicht in v aber in r aufgehen, 
und man hätte nach jener Gleichung 


Be 


Wählt man mithin a so, dass die Bedingungen 


(ne re 


r 














erfüllt werden, so ist damit die Gleichung (8) unmög- 
lich gemacht. 

Man bemerke nun, bevor wir weiter gehen, dass, wenn 
schon durch die Bedingungen (6), (6a) und (9) über den qua- 
dratischen Charakter des Produkts a=pgq bezüglich der in 
4A aufgehenden Primfaktoren verfügt worden ist, dabei gleich- 
wohl die bezüglichen Charaktere eines der Primfaktoren 
p,q noch ganz willkürlich bleiben. Auch dürfen wir noch 
ihre Charaktere bezüglich des Modulus 38 ganz nach Belieben 
annehmen. Es ist zu zeigen, dass durch geeignete Wahl der 
genannten Charaktere auch die übrigen der Gleichungen (2) 
und (2a) unmöglich gemacht werden können. 

Wählt man zuerst 


p=5,a=3,7T oderp=3, d=T (mod.8), 

so wird offenbar schon jede der Gleichungen 
(10) ”— aD” =—1, +2, —2 
unmöglich, da jede derselben als Congruenz (mod. p oder q) 
aufgefasst nach wenigstens einem dieser Moduln einen Wider- 
spruch ergäbe. 

3) Dem unter 1) Bewiesenen zufolge giebt es aber unter 
den Formen (4) drei solche: f(d), f($’), f(9”), deren Charaktere 


in Bezug auf die Primfaktoren von D mit denjenigen der 
Zahlen — 1, +2, — 2 resp. übereinstimmen; diese Formen 
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sind durch die Gleichung 
Ä 5 66’ „ 
f() f() = fl) = f(8”) 
mit einander verbunden und brauchen nicht alle drei ver- 
schieden von einander zu sein. Sıe sind zudem die ein- 
zigen Formen (4), durch welche möglicherweise die 


Zahl —1, +2, —2 resp. dargestellt werden kann. 
Dureh die unter 1) getroffene Bestimmung für die Zahlen p,g 


sind offenbar die Werthe der Symbole Kadk | also auch 


I 


zugleich bestimmt. Man wähle nun, 


wenn ) zul, >) —=.l.ist, >) == 1, >) —.lı und 


entwederp=Ö5 


‚g=3 oderp=3,g=7 (mod.8); 
Ve 6) eh 2) — — list, 
“) 


—=3oderp=3, q=1T (mod.8); 


entwederp=5,9=T17oderp=3, q=1 (mod.8); 


wenn 5) —1, (>) — —1 ist, ) ==], >) = li'und 
p=5,q=3 (mod. 8). 


Dann ist ohne Mühe zu bestätigen, dass durch solche, mit der 
früheren verträgliche Bestimmung für die Zahlen p,g die 
Gleichungen 

(11) De LO LZoeElon v2 

und damit zugleich die noch übrigen Gleichungen (2) 
und (2a) unmöglich gemacht werden. 


Man sieht zudem, was für die Folge hervorzu- 
heben ist, dass, während stets g=3 (mod. 4) ist, nach 
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Belieben pg=1 oder =3 (mod. 4) gewählt werden 

kann. Im vierten der unterschiedenen Fälle freilich ist 
pq=>3 (mod. 4). 

Ersetzt man aber die Restbestimmung der Zahlen », q (mod. 8), 

dureh welche unter 2) die Gleichungen (10) unmöglich gemacht 

wurden, in diesem Falle durch die folgende: | 


wenn D einen Primfaktor 8n + 3 enthält, 
p=q=T (mod.3), 
wenn D einen Primfaktor 8rn 4 7 enthält, 
p=g=3 (mod.8), 
wenn J) einen Primfaktor 8» + 5 enthält, 
p=q=3,T1 (mod. 8), 
so erkennt man leicht, dass dann nicht nur jedesmal die Glei- 
chungen (10), sondern auch mit den Gleichungen (11) die 
noch übrigen der Gleichungen (2) und (2a) wieder unmöglich 
gemacht werden; gleichzeitig aber wird jetzt 
pq=1 (mod. 4). 


Falls endlich D nur Primfaktoren Sn + 1 enthält, bedarf 
es überhaupt ausser den unter 1) und 2) getroffenen Bestim- 
mungen für p,gq keiner weiteren mehr; denn in diesem Falle 
leuchtet ein, dass keine der noch übrigen Gleichungen (2) und 
(2a) möglich ist, weil sonst für ein d > 1 sämmtliche quadra- 
tische Charaktere von f(d) bezüglich der Primfaktoren 9,, 
Pay ---Pn gleich + 1 wären, gegen die unter 1) getroffene 
Bestimmung. 

Durch dies Alles sind für die Primzahlen 9, qg gewisse 
Reste mit Bezug auf 8 sowie auf die verschiedenen in I auf- 
gehenden Primfaktoren festgestellt, welche die Gewissheit geben, 
dass die Gleichungen (2) und (2a) unmöglich sind®). Dadurch 
sind die geeigneten Primzahlen p,g auf zwei bestimmte arith- 
metische Reihen verwiesen; letztere aber enthalten nach dem 
Satze von der arithmetischen Progression auch in der That 
unendlich viel positive Primzahlen 9 resp. q, und jedem 


*) Uebrigens ist diese Bestimmung der Reste nicht die einzig zu- 
lässige, wie aus A. Meyer’s zweiter Arbeit näher zu ersehen ist. 
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solehen Paare p,g von Primzahlen kommt die im Satze von 
A. Meyer behauptete Beschaffenheit zu. 


2. Ein zweiter Hilfssatz, dessen wir bedürfen, besagt 
Folgendes: Wenn zwei eigentlich-primitive binäre qua- 
dratische Formen 9,9, von einer von +1 verschie- 
denen Determinante, die, wenn letztere negativ ist, 
als positive Formen vorausgesetzt werden, desselben 
Geschlechts sind, so giebt es unendlich viel Prim- 
zahlen p', g’ der Art, dass ihr Produkt »’g’ durch 
beide Formen darstellbar ist. 

Sind nämlich ©, ©, die Classen des Geschlechts, denen 
p,g, angehören, so gehört die Classe ©. C, ins Hauptge- 
schlecht, entsteht also durch Duplikation einer eigentlich-primi- 
tiven Classe Z der gleichen Determinante, sodass man setzen 


kann 
a  e B 


Wird dann noch die ebenfalls eigentlich-primitive Olasse Z, so 
gewählt, dass L-L,—=( ist, so findet sich L-L"!=(.. 
Nun stellen die entgegengesetzten Classen L,, L,—! genau die- 
selben Zahlen dar, und dürch die Classen Z, L, können, einem 
Dirichlet’schen Satze zufolge, unendlich viel Primzahlen p’, q’ 
resp. eigentlich dargestellt werden, deren quadratische Cha- 
raktere mit den Geschlechtscharakteren der Ölassen resp. über- 
einstimmen. Den vorigen Gleichungen zufolge ist demnach 
das Produkt »’g’ jedes solchen Paares von Primzahlen sowohl 
durch als durch 9, eigentlich darstellbar. 

Wenn hierbei für die Determinante der Formen kein qua- 
dratischer Charakter (mod. 4) in Frage kommt, dürfen offenbar 
die beiden Primzahlen nach Belieben von der Form 4n +1 
oder 4n + 3 vorausgesetzt werden. 

Tritt aber ein solcher Charakter auf und ist er für das 
Geschlecht der Formen , go, der Charakter 3 (mod. 4), so muss 


pgq =3 (mod. 4) 
sein, demnach wird immer noch eine der beiden Primzahlen 
von der Form 4n + 3, die andere von der Form 4» + 1 sein. 


Ist dagegen der Charakter der Formen 9,9, der Cha- 
rakter 1 (mod. 4), so muss | 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 16 
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pdq =l (mod. 4) 

sein und man hat nothwendig 

entweder pf=qg=1 oderp=dg=3 (mod. 4). 

Alsdann sind zwei Fälle zu unterscheiden. Wenn erstens 
eine ambige Classe A vom Charakter 3 (mod. 4) vorhanden 
ist, so darf man nach Belieben das eine oder das andere an- 
nehmen. Denn, da sowohl C-C,= 1? als auch C-Q, = (LA)? 
ist, darf man im obigen Räsonnement ZL durch LA ersetzen, 
und die Charaktere dieser beiden Classen (mod. 4) sind ent- 
gegengesetzt. -— Wenn aber zweitens jede ambige Classe 
den Charakter 1 (mod. 4) hat, so zerfallen die Classen 
des Geschlechts der Formen 9,9, in zwei Categorieen: 
für zwei Classen derselben Categorie bestehen die 
dargestellten Produkte p’q’ aus Primzahlen 4n +1, 
für zwei Olassen verschiedener Categorie aus Prim- 
zahlen 4n + 3. Um dies zu beweisen, seien (, O,, C, irgend 
drei Classen des Geschlechts und 

0.0 = 1%, 0-0, — M°%.1also’Q, -G — (DReEEE 

Sind für beide Classenpaare CO, C, und CO, (, die Zahlen »',g’ 
congruent 1, oder für beide congruent 3 (mod. 4), so stimmen 
die Charaktere von L, M (mod. 4) überein, und da nach der 
Voraussetzung Ü den Charakter 1 (mod. 4) hat, gilt Letzteres 
auch von LMC-!, und folglich sind für das Classenpaar (,, 
C, die Zahlen »’,q’ congruent 1. Sind dagegen für eins der 
Classenpaare C, C, und C,C, die Zahlen p’, q” congruent 1, 
für das andere congruent 3 (mod. 4), so haben Z und M ver- 
schiedenen Charakter und LMC-! den Charakter 3 (mod. 4), 
demnach sind für das Classenpaar C,, ©, die Zahlen »’, q’ con- 
gruent 3 (mod. 4). Theilt man folglich die Classen des vor- 
gedachten Geschlechts in zwei Categorieen, jenachdem sie mit 
C gemeinsam Produkte aus Primzahlen 4» -——- 1 oder Produkte 
aus Primzahlen 4» + 3 darstellen, so werden die beiden Cate- 


gorieen die oben behauptete Eigenschaft haben. Zudem aber: 


enthält auch jede von ihnen wirklich mindestens eine Classe. 
In der That: in diesem Falle giebt es eine Olasse L vom Cha- 
rakter 1 (mod. 4) und eine solche M vom Charakter 3 (mod. 4), 
die Classen L?, M? des Hauptgeschlechts aber sind von ein- 
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ander verschieden, denn sonst wäre M=L:A, wo A eine 
Ambige, was nach der gemachten Voraussetzung über die 
Ambigen mit dem Charakter von M (mod. 4) unverträglich 
ist. Da nun die Classen des gedachten Geschlechts, mit C 
zusammengesetzt, sämmtliche Classen des Hauptgeschlechts 
hervorbringen, muss es eine möglicherweise mit © identische 
Classe CO, und eine von C verschiedene Olasse (, in jenem 
geben, so beschaffen, dass O-C,=L}, C- 0, = M? ist, d.h. 
eine Classe ©, der ersten und eine Classe C, der zweiten 
Categorie, w.z. b. w. 

Nun sei die Determinante der Formen 9, 9, gleich 
— QM”, 4 dieselbe Zahl wie in voriger nr., und die Zahlen 
2&M”, 4 relativ prim. Die zwei arithmetischen Reihen, in 
denen die Primzahlen », qg enthalten waren, werden allein 
durch die Reste bestimmt, die diesen Zahlen in Bezug auf 8 
sowie in Bezug auf die verschiedenen in 7 aufgehenden Prim- 
zahlen vorgeschrieben worden sind. Die Reste der Primzahlen 
p,gq dagegen sind in dem Falle, wo das Geschlecht der 
Formen 9, p, keinen Charakter (mod. 4) aufweist, nur in Be- 
zug auf die in &M” aufgehenden Primzahlen beschränkt, in- 
sofern sie die Geschlechtscharaktere der Classen ZL,Z, haben 
müssen, durch welche sie dargestellt werden. Da die letzteren 
Primzahlen aber verschieden sind von den ersteren, wird es 
möglich sein, in den arithmetischen Progressionen für p,q 
solche Primzahlen zu finden, welche diese für »’, q’ erforderten 
Bedingungen erfüllen und damit den beiden Sätzen in dieser 
und der vorigen nr. gleichzeitig genügen. Tritt aber im Ge- 
schlechte der Formen 9,9, ein Charakter (mod. 4) auf und 
ist er zunächst der Charakter 3 (mod. 4), so ist eine der 
Zahlen p’,q’ von der Form 4n + 1, die andere von der Form 
4n +3. Im Falle des Charakters 1 (mod. 4) und wenn eine 
Ambige vom Charakter 3 (mod. 4) vorhanden ist, dürfen beide 
Primzahlen »’,q’ von der Form 4n + 3 vorausgesetzt werden. 
Es war aber, während g stets = 3 (mod. 4) gewählt wurde, 
zulässig, den Rest von pq (mod. 4) beliebig zu wählen. Daher 
wird in diesen Fällen es möglich sein, in den beiden be- 
zeichneten Progressionen ein Paar von Primzahlen p, q zu 


finden, so beschaffen, dass entweder 9,g oder g,p allen für 
. 16* 


244 Neuntes Capitel. 


p', q’ erforderten Bedingungen und damit den Sätzen in dieser 
und der vorigen nr. genügen. 

Ist dagegen der Charakter des Geschlechts der Formen 
9,9, mit Bezug auf 4 der Charakter 1 (mod. 4) und jede 
Ambige von demselben Charakter, so kann zwar 


pgq=l (mod. 4) 

vorausgesetzt werden, jedoch war dann 

p=q=3 (mod. 4), 
und somit wird nur dann den beiden gedachten Sätzen zu- 
gleich genügt werden, wenn auch 

p=qg=3 (mod. 4) 
d. h. wenn von den beiden Formen 9, go, die eine einer Classe 
der ersten, die andere einer Classe der zweiten der Categorieen 
angehört, in welche in diesem Falle die Classen jenes Ge- 
schlechtes zerfallen. 

8. Diesen auf binäre Formen bezüglichen Hilfssätzen 
ist ein dritter hinzuzufügen, der sich auf ternäre Formen 
bezieht und unschwer aus der im dritten Capitel entwickelten 
Darstellungstheorie erhalten werden kann. 

Ist 

9 —=(m, n’,; m‘) 
eine primitive binäre Form mit der Determinante — QM” 
wo M” prim gegen 224 gedacht werde, so gehört nach nr. 3 
jenes Capitels jede eigentliche Darstellung von g durch eine 
ternäre Form der Ordnung (2, _f) zu einer bestimmten Wurzel 
N, N’ der Congruenzen 
12) N”’+2m=0, NN — An’=0, N?+ Zm'=0 
(mod. M”) 
und jede Form jener Ordnung, durch welche @ in solcher 
Weise darstellbar ist, ist einer Form f äquivalent, deren Reci- 
proke die Gestalt 
IESMEOH! 
ee N’, en 
hat, wenn M, M’, N” durch die Gleichungen 
(13) N®+ Am= MM”, NN — An” = N’M’, 
N? + Am’ = M'M” 
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bestimmt werden. Die Zahlen — N, — N’ bilden aber eine 
zweite Wurzel derselben Congruenzen (12). Wird g zu dieser 
entgegengesetzten Öongruenzwurzel gehörig durch eine ternäre 
Form der Ordnung (2, 1) eigentlich dargestellt, so ist die 
letztere Form, da die Gleichungen (13) durch eine Vertau- 
schung von N, N mit — N, — N’ ungeändert bleiben, einer 
anderen Form f, äquivalent, deren Reciproke 
Ma 
vn) 
ist und in die Reciproke von f übergeht durch die Substitution 
= Ay =-—y, v=y 


mit dem Modulus 1. Da somit die Reeiproken von f und f, 
äquivalent sind, sind es auch f und f, selbst. 

Alle ternären Formen der Ordnung (2,4) also, 
durch welche @ zur Wurzel N, N oder zur Wurzel 
— N, — N gehörig eigentlich darstellbar ist, sind 
unter einander äquivalent. 

Ist nun M” eine positive oder negative Primzahl, so haben 
die Congruenzen (12), wenn sie überhaupt lösbar sind, nur 
zwei solche entgegengesetzte Wurzeln N, N; —N, — N, 
und sie sind lösbar, sobald @ durch Formen der Ordnung 
(2,41) eigentlich darstellbar ist. Demnach findet sich folgen- 
der Satz, welcher der gedachte Hilfssatz ist: Zwei ternäre 
Formen der Ordnung (2,7) sind äquivalent, wenn sie 
ein- und dieselbe primitive binäre Form der Deter- 
minante — &M” eigentlich darstellen, vorausgesetzt, 
dass M” eine positive oder negative Primzahl ist, die 
nicht aufgeht in 2284. 

4. Auf Grund dieser Hilfssätze lässt sich jetzt zunächst 
der folgende Satz ohne Mühe beweisen: Wenn eine unbe- 
stimmte ternäre Form, deren Invarianten 2, 4 relativ 
prim sind, eine eigentlich-primitive Form Y darstellt, 
deren Determinante — &M” prim ist zu 2/1, so stellt 
sie auch jede andere binäre Form %, desselben Ge- 
schlechts dar. 

Da v» durch die unbestimmte ternäre Form darstellbar 
sein soll, müssen nach nr. 3 des dritten Capitels die Formen 
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ı»,b, entweder beide negativ oder beide unbestimmt, und werden 
folglich die Formen 


an 
entweder beide positiv oder beide unbestimmt sein. In dem 
Falle, wo dem Geschlechte der letzteren der Charakter 1 
(mod. 4) zukommt und jede Ambige von demselben Charakter 
ist, nehmen wir zunächst an, dass die Classen von 9,9, den 
verschiedenen Categorieen angehören, in welche die Classen 
dieses Geschlechts alsdann sich vertheilen. Den Bemerkungen 
in nr. 2 zufolge lassen sich dann zwei positive Primzahlen », 
q angeben, so beschaffen, dass pq gleichzeitig durch p und 9, 
eigentlich dargestellt wird und dass für die Fundamentalauf- 
lösung 7, U der Gleichung (1) nicht 7—+ 1 durch »g theilbar 
ist. Die Form 9 wird mithin einer Form 

(pg, r, 5) 

äquivalent sein, in welcher »— pg:-s=— QM” ist. Da 
nun einerseits äquivalente ternäre Formen dieselben binären 
Formen darstellen, andererseits äquivalente binäre Formen 
stets gleichzeitig darstellbar oder gleichzeitig nicht darstellbar 
sind, so darf man bei dem zu beweisenden Satze p durch die 
Form (pg, r, s), die gegebene ternäre Form aber durch eine 


äquivalente Form 
04,0,0 
er % v’ 3) 
? ? 


ersetzen, welche die Form 


Ga nl Me ak Niue s) 
als einen Bestandtheil enthält, sodass 


Ui. =0Q, "= —r, = ee 
also 
(14) b®+pg. a" = — RM” 
ıst. Heisst 


A ( AA, En 
3% 3, 9, 9” 
ihre Reciproke, so ist 
2) un M’” 
und 
(15) AA” — Bd = Ja — Apg. 
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Wenn f durch die Substitution 


A, 

( A ul, 

ID] 
bei welcher 


#010) io — uv—1 
ist, in die äquivalente Form 
a 8% Ay, N 
{ j = db, di, bi 
mit der Reciproken 
et ( U, 1) 
Br Br, Br” 
übergeht, so bestehen die Gleichungen 
ma, b=bv bi, U AR — 28V + Wr. 
Nun genügen der Gleichung (16) wegen (15) die Werthe 
i—-TIBU, u— -MVU, v=-WTU, 0o=T7T—%, 


und wenn sie gewählt werden, geben die vorstehenden Glei- 


chungen U,” = MW” d.h. 








BEL. bi? -+pg-.a) = — 8&M” 
und 
(18) bi =b"T (mod. pg). 
Die Gleichungen (14) und (17) lehren, dass die Congruenz 
#= — &M” (mod. pg) 
die vier Lösungen 
= —bPb"), ze", 2 =—b", 2 =+b” 


besitzt; letztere sind wegen (18) und nach der Wahl der Prim- 
zahlen p,g unter einander incongruent und stellen, da die 
Congruenz nur vier Wurzeln besitzen kann, ihre sämmtlichen 
Wurzeln dar. Der Theorie der binären quadratischen Formen 
zufolge werden demnach die einzigen ÖOlassen von Formen mit 
der Determinante — &M”, welche eigentliche Darstellungen 
von pqg gestatten, durch die folgenden vier Formen: 
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Re i 


N Re, : b,’?+-82M” 
= 4, =pg, +b, ı er u Im r 2»q ) 


(a re 





repräsentirt. Die Form 9,, durch welche »g gleichfalls eigent- 
lich dargestellt wird, muss daher entweder mit der ersten oder 
mit der dritten dieser Formen eigentlich- oder uneigentlich- 
äquivalent sein. Im ersten Falle ist y, = — 9, äquivalent 
mit (a, b’, a’) und kann folglich dargestellt werden durch 
die Form f, im zweiten Falle ist sie es mit der Form 


(a, bi, a, ) 
und kann also dargestellt werden durch f,, also auch wieder 
durch die mit /, äquivalente Form f, mithin in beiden Fällen 
durch die gegebene ternäre quadratische Form, w. z. b. w. 

Die Beschränkung endlich, welche diesem Resultate in 
dem Falle, in welchem für das Geschlecht von p ein Cha- 
rakter 1 (mod. 4) vorhanden ist, noch anhaftet, lässt sich so- 
gleich heben. Denn dem Bewiesenen zufolge ist jede Form 
d, = — Y,, wenn 9, derjenigen Categorie aller Formen ihres 
Geschlechts, in welcher p enthalten ist, nicht angehört, zu- 
gleich mit Y = — p darstellbar, aus, gleicher Erwägung nun 
aber wieder zugleich mit y, = — 9, jede Form u, = — 9,, 
wenn @, derselben Categorie angehört wie p, d. h. zugleich 
mit = — 9 jede Form desselben Geschlechts. 

Man bemerke, dass durch die Formen des Geschlechts 
von » sämmtliche Primzahlen dargestellt werden können, deren 
quadratische Charaktere in Bezug auf die Primfaktoren von 
4% M” denjenigen gleich sind, die das Geschlecht definiren, 
oder welche in den diesem Geschlechte entsprechenden Linear- 
formen 

42M’z + u 
enthalten sind. Somit werden alle diese Primzahlen 
zugleich mit y durch die ternäre Form darstellbar sein. 

5. Seien nunmehr F und F, zwei unbestimmte 
ternäre Formen desselben Geschlechts aus der Ord- 


nung (2,7) und Z/ prim zu 2. Nach nr. 11 des zweiten 
Capitels kann man eine mit F' äquivalente Form 
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ker e v “ 
’ ’ 


5- (8,0, 


angeben, in welcher « prim ist gegen 2241 und Ja=1 
(mod. 4), A” aber ebenfalls prim gegen 2241 ist; desgleichen 
eine mit 7", äquivalente Form 

ya (a Ay, Ei 

N di 

Er 6 U, =) 

SEN 

in welcher a, prim gegen 2284 und Ja, =1 (mod. 4), A 
aber nicht nur zu 287 sondern auch zu X” prim ist. Da 
durch f die binäre Form Yy = (a, b”, a’), durch f, die binäre 
Form %, = (a,, b,‘, a,) darstellbar ist, so lassen sich durch 
f, also auch durch F' alle Primzahlen darstellen, die in ge- 
wissen, mit dem Geschlechte von % verträglichen arithmetischen 
Progressionen 4QWA”z + x, durch f,, also auch durch F\, alle 
diejenigen, welche in gewissen, dem Geschlechte von %, ent- 
sprechenden Progressionen 424,”z + x, enthalten sind. Die 
Charaktere von x bezüglich der 4 und der Primfaktoren von 
2A” sind denjenigen von a, die Charaktere von x, bezüglich 
der 4 und der Primfaktoren von 2A,” sind denjenigen von 


a, gleich; da aber f und f, demselben Geschlechte ternärer 
Formen angehören, so ist für jeden Primfaktor © von & 


le) 
a=d, (mod. 4). 


Mithin giebt ein x und ein x, nach den Brirufaktoren von & 
und in Bezug auf 4 die gleichen Reste. Da ferner 42 prim 
ist gegen f und gegen A”, WA”, sowie diese letzteren auch 
unter einander, so werden in den beiden Linearformen 


4A’ +, RU 2 + x 
gewisse gemeinsame Linearformen 4244” A,”z + I enthalten 


mit der Reciproken 


mit der Reciproken 


und zudem ist 
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sein, deren Glieder prim zu & sind. Jede in den letzteren 
enthaltene Primzahl p wird prim sein zu 224, der 
Congruenz Jp=1 (mod.4) genügen und sowohl durch 
f als durch /, also auch durch F und F, darstellbar 
sein. Mithin giebt es wieder zwei mit F und F\, resp. äqui- 
valente Formen — wir behalten der Einfachheit wegen die 
bisherigen Zeichen für sie bei — deren erste Üoeffieienten 
a,a, dieser Primzahl p gleich sind, während die aus ihren 
Reciproken entnommenen binären Formen 


F=- (WB), = (UB,UN 


(s. nr. 11 des zweiten Capitels) eigentlich primitiv sind. Diese 
Formen haben die gemeinsame Determinante 


a En ee... 


während — 4 die erste Invariante der Reciproken von F' oder 
F, ist. Weil ferner F und F, demselben Geschlechte ternärer 
Formen angehören, muss mit Bezug auf jeden Primfaktor Ö 


von 4 a = 
az 4) 
F)-( 


sein, und weil p sowohl durch die Form (a, b”, a’) als durch 
die Form (a,, b,',a, ) eigentlich dargestellt wird, müssen deren 
Determinanten — RA”, — 2A,” (mod. p) quadratische Reste, 


also 4 2 
ER; NRZ ri, 
res 
sein. Da somit alle quadratischen Charaktere der Formen 
Y, Y nach den Primfaktoren ihrer Determinanten überein- 
stimmen, muss es auch der noch übrige in Bezug auf 4 vor- 
handene Charakter, da er durch jene mitbestimmt ist, die 
Formen #, #, sind also gleichen Geschlechts. Nun 
ist die binäre Form %, durch die Reciproke von F\ d.i. durch 
eine unbestimmte ternäre Form mit relativ primen Invarianten 
darstellbar; nach dem Satze der vorigen nr. ist es also auch 
die Form %, welche aber gleichzeitig auch durch die Reci- 
proke von F' darstellbar ist. Diese beiden Reciproken gehören 
ebenso wie F und F‘\ derselben Ordnung an; dem Hilfssatze 
in nr. 3 zufolge müssen sie daher und folglich auch F und 
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F, unter einander äquivalent sein. Auf solche Weise erschliesst 
man den Satz: 

Zwei unbestimmte ternäre Formen einer Ordnung 
(2,4), für welche 2,4 relativ prim sind, gehören 
derselben Classe an, sobald sie desselben Geschlechts 
sind, oder: Jedes Geschlecht solcher unbestimmten 
ternären Formen besteht nur aus einer einzigen 
Classe*). 

6. Durch diesen Satz wird die Entscheidung der 
Fragen, ob eine gegebene Zahl oder eine gegebene 
binäre Form durch eine vorgelegte primitive ternäre 
Form f mit der Reciproken % dargestellt werden kann, 
für den Fall unbestimmter Formen mit relativ primen 
Invarianten wesentlich vereinfacht. 

Handelt es sich zunächst um eine binäre Form 


9—-(m,n,m‘), 
so muss dieselbe jedenfalls die im dritten Capitel entwickelten 
Bedingungen der Darstellbarkeit durch irgend eine Form 
der Ordnung (2, 7) erfüllen: 1) ihre Determinante muss von 
der Gestalt 
n”? — mm’ = — &M” 

sein, und wenn M” prim gegen 224 vorausgesetzt wird, 
muss 2) @ primitiv und darf, da f als eine unbestimmte Form 
angenommen wird, nicht positiv sein; 3) muss für jede in 4 
aufgehende Primzahl ö die Gleichung 

| ö ) => 
in Bezug auf jede in M” aufgehende Primzahl p aber die 
Gleichung 





erfüllt sein. Damit aber p durch die besondere Form f der 
Ordnung (2, 1) darstellbar sei, muss zudem 4) für jede in 
2% aufgehende Primzahl ® die Gleichung 


*) Diesen Satz hat A. Meyer in einer kurzen Notiz (in den 
. Schriften der Züricher Naturf. Gesellschaft XXXVI) auf quadratische 
Formen mit beliebig vielen Veränderlichen ausgedehnt. 
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u 

stattfinden. Diese Bedingungen bleiben, bis auf diejenige, dass 
p primitiv sein müsse, wie leicht zu übersehen, auch bei der 
Annahme erforderlich, dass M” nur prim zu 249 sei. Sind 
aber unter dieser auf M” bezüglichen Annahme alle 
genannten vier Bedingungen erfüllt, so sind die in 
nr. 6 des dritten Gapitels mit f® bezeichneten Formen 
sämmtlich desselben Geschlechts wie f (s. nr. 2 des 
sechsten Oapitels), nach der vorigen nr. also sowohl 
unter einander als auch mit f äquivalent und dem- 
nach wird die Form @ durch die Form f eigentlich 
darstellbar sein. 

Fragt man dagegen, ob eine gegebene Zahl m, die wir 
prim gegen 284 voraussetzen wollen, eigentlich durch eine 
ternäre Form f der gedachten Art darstellbar sei, so kommt 
diese Frage nach nr. 1 des dritten Capitels auf die andere zu- 
rück, ob irgend eine binäre Form ® der Determinante — Am 
durch die Reciproke 75 jener Form eigentlich dargestellt werden 
könne. Dem eben Gefundenen gemäss sind für eine solche 
Form ® die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dazu ausser ihrer Primitivität folgende Gleichungen: 


; m ® ® — | 
ee 
in denen d, ® die frühere Bedeutung haben, u aber jeden 
Primfaktor von m bezeichnen soll®). Die beiden letzten Formeln 
schreiben der Form ® bestimmte Geschlechtscharaktere vor; 
es fragt sich also nur noch, ob es eine primitive Form ® der 
Determinante — Im giebt, welche diese Charaktere zulässt. 
Dies wird offenbar der Fall sein, wenn /m =1 (mod. 4), 
denn in diesem Falle ist ein Charakter (mod. 4) vorhanden, 
der sich, wie auch die übrigen vorgeschrieben werden mögen, 
so wählen lässt, dass die Bedingung für die Existenz des Ge- 
schlechts (die Gleichung (21) des fünften Capitels) erfüllt wird. 
Ist dagegen Am = 5 (mod. 4), so entsprechen zwar, wie 


*) Ist m nur prim gegen 22, so werden diese Bedingungen wenig- 


stens hinreichend sein, 
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im fünften Capitel nachgewiesen ist, eigentlich-primitive 
Formen nur der einen Hälfte aller angebbaren Gesammt- 
charaktere. Für eine Determinante D—= — Am =1 (mod. 4) 
giebt es aber auch uneigentlich-primitive (falls D< 0, auch 
positive) Formen. Ist dann 2m eine, durch eine solche Form 
® darstellbare positive Zahl, wobei nach nr. 1 des fünften 
Capitels m prim gegen 2D gedacht werden darf, so sind, bei 
leicht verständlicher Bezeichnungsweise, 


ER. 


die Einzelcharaktere der Form, und aus dem Umstande, dass 
D quadratischer Rest von 2m also auch von m sein muss, 
fliesst, wie in nr. 4 des fünften Capitels, wenn D=-+ P. 8? 
gesetzt wird, die Dirichlet’sche Gleichung, die im vorliegen- 
den Falle die einfachere Gestalt 


annımmt. Demnach sind die Einzeleharaktere der Form © 
in der Weise beschränkt, dass das Produkt derjenigen der 


ersten Abtheilung gleich (>) also + 1 oder — 1 ist, jenach- 


dem + P=1 oder + P=5 (mod.8) ist. Im letzteren 
Falle d. i. im Falle 4m =3 (mod. 8) werden daher die zu- 
lässigen Combinationen der Einzelcharaktere bei den uneigent- 
lich-primitiven Formen genau diejenigen sein, die bei den 
eigentlich-primitiven Formen ausgeschlossen sind, und umge- 
kehrt. Demnach entspricht jeder beliebigen Combination der 
Einzelcharaktere entweder eine eigentlich- oder eine uneigent- 
lich-primitive Form, also ist immer eine solche und zwar pri- 
mitive Form © vorhanden, deren Charaktere die durch die 
Gleichungen (19) vorgeschriebenen sind. Dagegen stimmen 
im Falle Am =17 (mod. 8) die für uneigentlich-primitive 
Formen zulässigen Gesammtcharaktere mit den bei eigentlich- 
primitiven Formen zulässigen überein, und somit wird eine 
primitive Form ®, deren Charaktere den durch die Gleichungen 
(19) vorgeschriebenen gleich sind, nur vorhanden sein, wenn 
letztere die Möglichkeitsbedingung erfüllen. Diese aber ist, 
wenn man 
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Me HEIM 
setzt, nämlich mit 4,?, m,” die grössten in J, m resp. auf- 
gehenden Quadrate bezeichnet, die Gleichung 


® 
(20) (z -) —1, 
welche wegen (19) die Gestalt annimmt 


1) )- 5 


Aus diesen Betrachtungen fliesst endlich der Satz: Zur 
eigentlichen Darstellung der Zahl m durch die ter- 
näre Form f ist die Bedingung 

Mm 
er a) 
nothwendig und in den Fällen 
Am=1,3,5 (mod. 8) 
auch hinreichend; dagegen im Falle Am =T (mod. 8) 
hinreichend nur in Gemeinschaft mit der Bedin- 
gung (21)*) 

Betrachten wir insbesondere den Fall &2—= — 1. Wählt 
man dann m = 1, so wird in den Fällen 1 =1,3,5 (mod. 8) 
die Zahl 1 immer durch f darstellbar sein. Es giebt nämlich 
eine binäre Form B—= (M,N,M”) mit der Determinante 

 —- MM = —4A 


und aus einem durch die Gleichung ei — & bestimmten 


Geschlechte, welche durch % eigentlich dargestellt werden 
kann, oder eine mit % äquivalente Form 


3 (m, a, a) 


wird die Adjungirte der letzteren 7.f, genannt, so ist fı 








I 





*) Ist m nur prim gegen 22, so ist die Bedingung (22) in Ver- 
bindung mit der anderen: 


ET 
ae) 
Dr 


welche an Stelle von (21) tritt und in welcher d den grössten gemein- 
samen Theiler von 4,, m, bezeichnet, wenigstens hinreichend. 
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äquivalent mit f und ihr erster Coefficient ist 1, sodass man 
setzen darf 
i,.m., Mm. 
Ar (1 n', m: 
Diese Form ist jedoch*) einer Form 


# 1% d; ER 
(23) r 0, 0 


äquivalent, wo a’a” — b? = 4, und man findet daher den Satz: 
Jede ternäre Form der Ordnung (— 1, /) ist, wenn 
4=1,5,5 (mod.8), einer Form von der Gestalt (23) 
äquivalent. 
Ist aber {=717 (mod. 8), so wähle man m = — 1, so- 
dass /m = 1 (mod. 8) wird. Dann ist — 1 durch die Form 
f darstellbar. Es giebt nämlich wieder eine binäre Form 


= M,N, MM’) 
mit der Determinante 


ME —- MM 4 
3 


und aus einem durch die Gleichung — a) bestimmten 
Geschlechte, welche durch % dargestellt werden kann, und 
man findet wie im vorigen Falle den Satz: Jede ternäre 
Form der Ordnung (— 1, £) ist, wenn J=17 (mod. 8), 


einer Form von der Gestalt 
(: lau ) 
6,00,;.:0 


äquivalent, wo ’ — aa” =4 ist. 


” 


(24) 


7. Von den in der vorigen nr. erhaltenen Resultaten sollen 
nun ein paar interessante Anwendungen gemacht werden. 

Im vierten Capitel ist die Aufstellung der ganzzahligen 
Transformationen einer unbestimmten ternären Form f in sich 
selbst für den Fall, dass die Determinante der letzteren 
keine quadratischen Faktoren hat, auf die Auflösung 
gewisser Gleichungen von der Form 


*) Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich durch die 
Reduktion der Form und wird im dritten Abschnitte bewiesen werden. 
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(25) + Fao,dg,e)=2%, 

in ganzen Zahlen p», 9,9’, q”, deren erste durch 4, theilbar 
ist, zurückgeführt worden. Es wurde dort bereits die 
Frage aufgeworfen, ob alle diese Gleichungen wirk- 
lich solche ganzzahligen Lösungen besitzen? Die ge- 
wonnenen Sätze verstatten jetzt, diese Frage zu er- 
örtern und zu bejahen. 

Da die Invarianten der Form f nach der Voraussetzung 
— 1,7 sind, ist sie einer Form entweder von der Gestalt (23) 
oder von der Gestalt (24) äquivalent. 

Mit Rücksicht darauf, dass die Betrachtungen ganz die- 
selben bleiben, welcher dieser Fälle Statt hat, dürfen wir uns 
auf die Erörterung des ersteren beschränken. Weil die Adjun- 
girte von (23) die Form 

aa” — b, a”, a’ 

( —b5,0, a 
ist, können a’, b,a” keinen gemeinsamen Theiler haben. Da- 
her darf man a’ als prim gegen 1, b und folglich a” durch 
A, theilbar voraussetzen; denn, ist das erstere noch nicht der 
Fall, so lässt sich doch durch (a’,b, a”) eine gegen 4 prime 
Zahl darstellen und die Form (23) durch eine, nur die beiden 
Veränderlichen x’, «” betreffende Substitution in eine andere 
derselben Gestalt überführen, in welcher «’ durch diese Zahl 
ersetzt ist. Darauf geht diese durch die Substitution 

ey, win Y wi. By 2 

in eine äquivalente über, in welcher b durch b + aß ersetzt, 
also bei geeigneter Wahl von ß durch 4, theilbar ist. Nennen 
wir die so beschaffene, mit f äquivalente Form 


( 1, a, ee 
Ami 0.0.0162 Di 


Mi ( HA ,0idı #46, " 
0,0 


ihre Adjungirte. Diese aber stellt genau dieselben Zahlen 
dar, ‚wie die Form F' und daher wird die Gleichung (25) 
gleichzeitig mit der folgenden: 


so ıst 
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0). P+Fad,)=?A 
d. ı. mit 


Pe +A® rag? + ag”? — 26,4," = 2A, 
auflösbar resp. nicht auflösbar sein. Da » durch 7, theilbar 
zu denken ist, lehrt diese Gleichung, dass es auch g” sein 
muss, und wenn demgemäss 

‚r=Arga=es,dl=s,gqa =dAs”, A= 44, 
sowie 
2 — Ar =m 
gesetzt wird, nimmt sie folgende Gestalt an: 
26)  A®°+a”s?+ aA,s”? — 26,455" = m, 


mithin ist nur die Frage, ob die Zahl » so gewählt werden 
kann, dass die Zahl m durch die ternäre Form 


In ( A, 4%, SE 
a Ds OO 
darstellbar ist. Aus der Identität 
A,(1x%° + a,’ 4,2” + ax”? — 20,4,8'x" 
—= 4,42)” + a (Aa)? + Age" — 26, A,(Aoe)e” 
ersieht man zuerst, dass letztere Form zugleich mit F, oder 


f, eine unbestimmte Form ist. Ihre Determinante findet sich 
gleich 4,°- 4,*), ihre Adjungirte gleich 7, mal der Form 


( Ay, Ws, Ey 
A): Urne 

da 41 also auch 7, keine quadratischen Theiler hat, mithin 
Ay, 4, relativ prim sind, muss letztere Form primitiv, mithin 
die Invarianten von f, gleich — 4,, 2, sein. Jedenfalls wird 
daher zur Darstellbarkeit von m mit Bezug auf jeden Prim- 
faktor d, von 4, die Bedingung 


(27) 3) = (2) 


*) Diese Determinante kann negativ sein, da 4, irgend einen posi- 
tiven oder negativen Theiler von £ bezeichnet; um in diesem Falle 
die obigen Sätze anwenden zu können, hätte man nur statt der Dar- 
stellbarkeit von m durch f, diejenige von — m durch — f, zu be- 
trachten. 

Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. I? 
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erforderlich sein, wenn anders nicht »» durch d, theilbar ist. 
Das Letztere könnte sich nur ereignen, wenn 6, einer der- 
jenigen Primfaktoren 6,’ ist, in Bezug auf welche 27, qua- 
dratischer Rest ist, und ist in jedem solchen Falle durch zwei 
bezügliche Reste der Zahl r und zwar in der Weise zu er- 
reichen, dass m durch d,’ aber nicht durch Ö,’? theilbar wird; 
man darf daher, indem man das Produkt der Primfaktoren 6,’ 
mit d’ bezeichnet, m = m’d’ voraussetzen, wo nun m’ prim 
ist gegen d’. Für jeden derjenigen Primfaktoren d, = 6," 
aber, in Bezug auf welche 27, quadratischer Nichtrest ist, 
lässt sich der bezügliche Rest von r so wählen, dass »m die 
Bedingung (27) erfüllt; denn, indem man r alle .d,” Reste 





durchlaufen lässt, nimmt dieser Ausdruck Puch i nicht durch 


ö, theilbare Reste an, unter denen Bu. ein quadra- 
Fach Rest und ein Nichtbst vorhanden sein muss. Diesen 
Bestimmungen gemäss wird offenbar m prim sein gegen d”, 
wenn d” das Produkt aller Primfaktoren 6,” bezeichnet; und 
folglich wird m’ prim sein gegen d” und d’, also gegen 4,. 
Endlich wähle man den Rest von r (mod. 44,), was mit allen 
bisherigen Bestimmungen verträglich ist, so, dass m prim 
gegen 4A,, und S,m einer der Zahlen 1,5 (mod. 8) congruent 
wird. Alsdann wird m in der That durch die Form f, dar- 
stellbar sein. 

Um sich hiervon zu überzeugen, darf man wieder /, durch 
eine äquivalente Form ersetzen und deshalb, ähnlich wie bei 
f,, voraussetzen, dass b, und a,” durch d’ theilbar sind. Dann 
erfordert die Gleichung (26), dass auch s” durch d’ theilbar 
sei, und ist, wenn demgemäss darin d’s” an Stelle von s” und 
d, =da, gesetzt wird, zugleich auflösbar oder nicht auf- 
lösbar mit der Gleichung 


(28) ds? as? + a’A,d’s"” — 2b, A,s’s’ = m. 
Nun ist nach der Identität 
99) (d’(d’2? + a, x’? + a’A,d'x”? — 2b, 4,88) 
Gi | —= I, + a,” + a’I,(d’e")? — 2b, 4,80 (d’c”) 


die Form 
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( 47, 0 sale 
a —b,4,, 0, Ö 


wieder zugleich mit f, eine unbestimmte Form, ihre Determi- . 
nante gleich d”?. d’4,, ihre Adjungirte gleich d” mal der Form 
ya a A,d., a) 
b,Ag, 0, 0 / 
welche primitiv ist, da d’/, keinen quadratischen Theiler hat 
und prim ist gegen d”; demnach sind die Invarianten von f, 
gleich + d”, d’4, also relativ prim. Aus den Gleichungen 
(27) und (29) folgen aber mit Bezug auf jeden Primfaktor d,” 

der Invariante d” die Gleichungen 


57) 





mithin auch 


zudem ist m’ ungerade und prim sowohl gegen 4, als gegen 
A, und somit auch gegen 2d”. d’A,, und endlich ist 
Am d.i. dA,:m’=1 oder 5 (mod. 8). 

In Folge dieser Umstände ist nach dem allgemeinen Satze 
der vorigen nr. m’ eigentlich durch die Form f, darstellbar, 
also hat die Gleichung (28) und in Folge davon auch die 
Gleichung (26) eine Auflösung und die in Rede stehende 
Gleichung (25): | 

P+F@g,g)— 24, 
ist in der Weise auflösbar, dass p theilbar wird durch 4,, 
w.z.b. w. — 

8. Eine weitere Anwendung können wir von dem Satze 
in nr. 6 machen, um die Bedingungen festzustellen, 
unter welchen die Gleichung“) 


(30) ae +byP +c?+d" — 0 

ganzzahlige Auflösungen gestattet. Der Einfachheit 
wegen beschränken wir uns jedoch auch hier auf den Fall, 
wo die quaternäre Form eine ungerade Determinante hat, 


*) S. zu dieser und der folgenden nr. A. Meyer, Mathematische 
Mittheilungen, Züricher naturf. Ges. v. J. 1883. 
17 
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a,b,e,d also ungerade Zahlen bedeuten. Die Zahlen x, y, 2, u 
dürfen ohne einen von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler 
vorausgesetzt werden. Das Gleiche gilt von den vier 
Coeffiecienten; zudem darf man letztere ohne quadra- 
tische Theiler annehmen; denn wären 
a aD cc 

und 92%, 9, r?, s? die grössten in a, b,c, d enthaltenen Quadrate, 
so flösse aus jeder ganzzahligen Auflösung der Gleichung (30) 
eine eben solche Auflösung 


BEDINGT ante een 

der Gleichung 
(31) >?’ +by?+c2?’+du?=0 
und aus einer Erle Lösung der letzteren, indem man 
diese mit p° q? rs? multiplicirt, eine ebensolche Auflösung 

2=grse, y=prsy, 2 = ygse, Wera 
der Gleichung (30), sodass die Gleichungen (30) und (31) zu- 
gleich auflösbar und zugleich nicht auflösbar sind. Ferner 
dürfen auch je drei der Coefficienten ohne einen ge- 


meinsamen Theiler gedacht werden; denn hätten etwa 
a,b,c den Primtheiler » gemeinsam, sodass 


a a 
wäre, so müsste dieser, da d nicht durch ihn aufgeht, ein 
Theiler von u, «== pu’ sein, die Gleichung (30) wäre gleich- 
zeitig lösbar oder nicht lösbar mit der Gleichung 

e+by +? +dp u ?—=0, 
in welcher das Produkt aller Coeffieienten 


ODE AD — < abcd 


au, 





wäre; da also beim Fortgange a Betrachtung das Produkt 
der Coefficienten jedesmal verringert wird, muss man endlich 
auf eine Gleichung kommen, welche mit (30) gleichzeitig lös- 
bar resp. nicht lösbar ist, und in welcher die gedachte An- 
nahme zutrifft. Demgemäss machen wir sie für die vorgelegte 
Gleichung (30). Bezeichnet man den grössten gemeinsamen 
positiven Theiler zweier Zahlen m, n mit (mn), sodass 
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(mn) = (nm) 
ist, so darf man dann setzen 
a = (ab)(ac)(ad)- « 
b = (ba)(be)(bd) - ß 
© = (ea)(cb)(ed) : y 
d = (da)(db)(de) - 6, 
wo die Zahlen 


(ab), (ac), (ad), (be), (bad), (cd), &, ß, y, Ö 


zu je zweien relativ prim sein müssen. 
Betrachten wir nun die sechs Produkte 


(32) — ab, — ac, — ad, — be, — bd, — cd 


und sei p irgend eine der nur in endlicher Anzahl vorhandenen 
Primzahlen, welche in abcd aufgehen. Diese kann höchstens 
in zwei der vier Zahlen a,b,c,d aufgehen; thut sie das z. B. 
in a,b, so ist — cd das einzige der Produkte (32), das nicht 
durch p theilbar ist, und wenn die Gleichung (30) stattfinden 
soll, so muss 
c2? + dW=0 (mod. p) 
also entweder — cd quadratischer Rest von p, entgegen- 
gesetzten Falls z,« theilbar durch p, 
| ang, W—=nu 
sein; und wenn man noch a = pa’, b= pb’ setzt, so ist in 
diesem Falle die Gleichung (30) gleichzeitig lösbar oder nicht 
lösbar mit der folgenden: 
(33) a +by +cep 2? +dp- uW’—=0, 
in welcher weder x noch y durch p theilbar sein kann, da 
sonst entweder z,y,2,w diesen Faktor gemeinsam, oder b 
resp. « den quadratischen Theiler p* haben würden. Von den, 
der letzteren Gleichung entsprechenden Produkten 
(34) = ve — app — u8 — adp= — 
—biep= — bc, -bdap= — bd, — cdp 
ist nur das erste nicht theilbar durch p und aus (33) ergiebt 
sich — a’b’ als quadratischer Rest von p; in Bezug auf jede 
andere Primzahl aber verhalten sich die Produkte sei es in 
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Betreff der Theilbarkeit oder in Betreff ihres quadratischen 
Charakters genau, wie die entsprechenden Produkte (32), da 
sie ihnen theils gleich, theils nur durch den Faktor p? von 
ihnen verschieden sind. Man ersieht aus diesen Gründen, 
dass es möglich sein muss, die Gleichung (30), falls 
sie Lösungen gestattet, durch eine andere zu ersetzen, 
deren Üoefficienten, ohne dass sie aufhören, den 
früheren Voraussetzungen zu entsprechen, so be- 
schaffen sind, dass in Bezug auf jede Primzahl, die 
zweien von ihnen gemeinsam ist, das negativ ge- 
nommene Produkt der beiden anderen quadratischer 
Rest ist. 

Hieraus aber ergiebt sich unmittelbar, dass die folgenden 
Bedingungen zur Auflösbarkeit der Gleichung (30) erforder- 
lich sind: 


1) — (ac)(ad)(be)(bd)yd quadrat. Rest von (ab) 
— (ab)(ad)(eb)(cd)ß6 = TR 
— (ab)(ac)(db) (de) By % * „ (ad) 
— (ba) (bd)(ca)(cd)«d > a 
— (ba)(be)(da)(de)ay A 4 „ (ba) 
— (ea)(eb)(da)(db)eß „ »  » (ed) 


2) dürfen, was kaum bemerkt zu werden braucht, a, b, c, d 
nicht sämmtlich gleichen Vorzeichens sein; demgemäss darf 
man, indem man eventuell die Gleichung mit entgegengesetztem 
Zeichen schreibt, etwa a, b positiv, c negativ voraussetzen, 
während d positiv oder negativ sein kann. 

Man bemerke ferner, dass aus der Gleichung (30) auch 
die Congruenz folgt: 


ax” + by? + c2’ + du =0 (mod. 8,. 


Da aber x, y, z, w nicht gleichzeitig gerade sein dürfen, können 
sie nur entweder sämmtlich ungerade, oder zwei von ihnen, 
etwa x, y ungerade, die beiden anderen gerade sein. Im ersten 
Falle müsste 


a+-b+c+d=0O (mod. 8) 
sein; im zweiten folgt « +b = 0 (mod. 4) also 
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entweder 
ob=0 d.i.ab=— 1 (mod. 8) 
oder 
a +bzE Andi. ab (mod.$). 
Ist nun 
abed=1 (mod. 8), 
so folgt im ersteren Falle 
cd=—1l, d.ı.e+d=0 
im zweiten Falle (mod. 8) 
cd=3, d..c+d= 
also in beiden Fällen 
a+-b+c+d=0O (mod. 8). 
Man hat also alsdann den obigen zwei Bedingungen noch 
folgende dritte als erforderlich hinzuzufügen: 


3) Ist 
abed=1 (mod. 3), 


a+b-+-c+d=0 (mod. 8) 


so muss 


sein. 

Es soll nun gezeigt werden, dass, wenn diese nothwendigen 
Bedingungen erfüllt sind, die Gleichung (30) lösbar ist d.h. 
dass alsdann bei passender Wahl von x die Zahl 

m — du? 

durch die unbestimmte, primitive ternäre Form 

f= — au — by? — ce? 
dargestellt werden kann. Dies folgt aber in der That für 
„= 1 aus den Sätzen der nr. 6. Die Invarianten der Form 
f sind nämlich durch die Gleichungen 

2 —= — (ab)(be)(ca),, = — (ad)(bd)(cd)«Pßy 

bestimmt, also relativ prim, sowie ohne quadratische Theiler, 
während 

m = d= (ad)(bd)(cd)d 
ebenfalls ohne quadratische Theiler ist. 

Wenn daher /d=1,3,5 (mod.8) ist, so ist zur 
Darstellbarkeit von m durch die Form f das Bestehen der 
Gleichung 
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oo 0-04) 


für jeden Primfaktor © von & hinreichend. Wenn nun zuerst 
© ein Primfaktor von (ab) ist, so hat man 


(d--eg 
d ax (ad)(bd)(cd)ö 

001g femaen 

2 we = oo... 


[00] 10) 


d. ı. nach der ersten der unter 1) vorausgesetzten Gleichungen 


“1 


Ebenso bestätigt sich die Gleichung (35) für jeden der übrigen 
Primfaktoren von & und somit sind die unter 1) und 2) ge- 
machten nothwendigen Voraussetzungen zur Lösbarkeit der 
Gleichung (30) auch ausreichend. 

Wenn dagegen Jd=T7(mod.8) oder, was dasselbe 
sagt, 

aßyd =abed=1 (mod. 8) 

ist, so reicht zur Darstellbarkeit der Zahl m = d durch die 
Form f die Gleichung (35) nur in Gemeinschaft mit der anderen 
Gleichung 


Dys 0) Be IE 2 

(86) (=) -(5,) 

aus, die hier an Stelle der Bedingungsgleichung (21) tritt und 
in welcher % die Reciproke von f, nämlich die Form 


— (bc) (ed) (db) By-x? — (ca)(ad)(de)ya-y? — (ab)(ba)(da)«P-2? 


vorstellt. Während nun die Gleichung (35) wieder zugleich 
mit den Voraussetzungen unter 1) erfüllt wird, findet die Glei- 
chung (36) statt, sobald die in diesem Falle noch erforderliche 
Voraussetzung 3) erfüllt ist. Dieser Gleichung kann nämlich 
folgende Gestalt: 
(= (be)(ed) (db) ) (or (ca) (ad) RN = (ab)(bd)(da)« E) 
(04 ß y 











(BEL) Zai 
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oder auch mittels des Reciprocitätsgesetzes diese andere: 


A 3 (Ca av), (enene9) (ed) as) 


Y 





& 


WE EN N 


gegeben werden. Eine weitere Umformung der linken Seite*) 
mittels des Reeiprocitätsgesetzes giebt unter Rücksicht auf die 
Congruenz 


aßyd = 1 (mod. 8) 


statt der letzten Gleichung die neue: 


(37) Kr ige ee 
in welcher, wenn zur Abkürzung 


2, — (ab) + (ac) + (ad) + be) + (Bd) + (cd) 
2, — (ab)(ac) + (ab)(ad) + (ab) (be) + (ab)4) 
+ (ac)(ad) + (ac)(be) + (ac)(cd) + (ad)(bd) 
+ (ad)(ed) + Bo)bd) + (e)(ed) + (bd)(ed) 
gesetzt wird 
= (a+b-+0+ Mllab)(ed) + (a0)a) + (ad)(0e)] 
— 42, — 22,) (mod. 8) 
ist. Nun ist 2, als Summe von zwölf ungeraden Zahlen eine 
gerade Zahl, also einfacher 


6=(a+5-+c+ d)[ab)(cd) + (ac)(bd) + (ad)(be)] 
(mod. 8). 
Ist demnach die Bedingung 3) erfüllt, so ist 
o=0( (mod. 8) 
mithin auch die Gleichung (37) d. ı. die Gleichung (36) er- 
füllt, also die Gleichung (30) auflösbar. 
Auf solche Weise ist der Satz festgestellt: Zur Auflös- 


barkeit der Gleichung (30) mit ungeraden Öoefficienten 


sind, wenn 
abed=3,5,7 (mod. 8) 


ist, die Bedingungen unter 1) und 2), wenn aber 


*), S. die angeführte Arbeit S. 214 u. ff. 
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abed=1 (mod. 8) 


ist, diese Bedingungen gemeinsam mit der Bedingung 
5) RN. und hinreichend. 

Man findet in Meyer’s Abhandlung die Bee auch 
für den Fall, dass a,db,c,d nicht sämmtlich ungerade sind, 
sowie allgemeiner die Bedingungen dafür angegeben, dass 
irgend eine quaternäre Form den Werth Null darstelle; hier 
kann darauf nur verwiesen werden. 

9. Auf ähnliche Weise aber überzeugt man sich 
davon, dass die Gleichung 
(38) ae + + +dW tet —0 
mit ungeraden ÜCoefficienten jederzeit Auflösungen 
gestattet, wenn diese Öoefficienten nicht sämmtlich 
gleichen Vorzeichens sind. 

Zunächst braucht man nur Auflösungen in Zahlen &,y, 
z,u,v ohne einen von 1 verschiedenen gemeinsamen Theiler 
in Betracht zu ziehen; auch darf man die Üoefficienten ohne 
einen solchen gemeinsamen und gleichfalls ohne einen quadra- 
tischen Theiler voraussetzen. Es ist auch wieder zulässig 
anzunehmen, dass je drei der Coefficienten ohne einen gemein- - 
samen Theiler sind; denn hätten z. B. a,b,c einen gemein- 
samen Primtheiler p, so setze man 


as yaa Dez vom en 
und gleichzeitig u = pw',“v = pv‘. Ist dann die Gleichung 
a +bypP +c2+dp-u?”tep v?’—=0 


auflösbar, so wird es offenbar die gegebene ebenfalls sein. 
Nun ist die Determinante der neuen quinären Form 

abcede 

also kleiner als diejenige der ursprünglichen; indem man also 
in gleicher Weise, wenn nöthig, fortfährt, muss man endlich 
zu einer one derselben wie (38) gelangen, deren 
Coeffieienten die gemachten Voraussetzungen erfüllen und deren 
Lösbarkeit zugleich auch die Lösbarkeit der ersteren verbürgt. 
Machen wir daher diese Annahme von vornherein bei der 


Gleichung (38). 


a’b’e-dp-ep—= 
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Zu ihrer Auflösbarkeit ist dann jedenfalls er- 
forderlich, dass nicht alle Coeffiecienten gleiches Vor- 
zeichen haben. Man darf also etwa a,b positiv, c negativ 
annehmen und dann kommt die Behauptung darauf hinaus, 
dass, falls die ausgesprochene nothwendige Bedingung 
erfüllt ıst, bei geeigneten Werthen von vw,» die Zahl 


m —= du? + ev? 
durch die unbestimmte, primitive ternäre Form 
f= — ax: — by? — ca? 
dargestellt werden kann. Nun darf man setzen 
a = (ab)(ac)- « 
b = (ba)(be) - ß 
c = (ca)(cb) :y 
d= (de) -d,. e=(ed) -e, 
wo nach den gemachten Annahmen die Zahlen 
(ab), (ac), (be), &, P, y 


zu je zweien und auch zu (de)= (ed) prim sind. Als Inva- 
rianten von f ergeben sich 


2 = — (ab)be)(ca),. A= — «pr, 
und da (de) prim ist gegen 2% und die binäre Form 
po = du? + sv? 


eigentlich primitiv ist, kann man u, v so wählen, dass die 
Zahl m prim zu 284 wird, und zudem so, dass die Con- 
gruenz Im = 1 (mod. 8) nicht statt hat. Den Sätzen in nr. 6 
zufolge ist alsdann die Darstellung einer solchen Zahl m durch 
f stets möglich, wenn für jeden Primfaktor ® von & die 


Gleichung 
ke ae 


p (de). f 
De 
erfüllt ist. Da jedoch die Determinante — ds der Form o 


zu & prim ist, so lassen ihre Geschlechtscharaktere es zu, 
diesen Bedingungen zu genügen, und folglich ergiebt sich die 


oder 
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Darstellbarkeit der Zahl m durch die Form f und die Auf- 
lösbarkeit der Gleichung (38). 

Uebrigens ist diese Gleichung auch auflösbar, wenn die 
Coefficienten nicht sämmtlich ungerade, sondern nur voraus- 
gesetzt wird, dass sie verschiedenen Vorzeichens sind; allge- 
meiner kann die Null durch jede quadratische Form mit fünf, 
demnach auch durch jede solche mit mehr als fünf Veränder- 
lichen dargestellt werden, wenn diese nur keine bestimmte 
Form ist; s. darüber den zweiten Abschnitt, Cap. 8, Ende. — 

10. In einer weiteren Reihe von Abhandlungen hat 
A. Meyer seine Untersuchungen auf allgemeinere Geschlechter 
ternärer quadratischer Formen ausgedehnt. Leider erfordern 
dieselben einen ausserordentlich complieirten Apparat sehr um- 
ständlicher Detailbetrachtungen, die der genannte Forscher mit 
bewundernswerther Energie und Unerschrockenheit durchführt, 
welche indessen nur schwer durchsichtig sind und so die Ver- 
muthung begründen, dass der eingeschlagene Weg nicht eben 
der sachgemässeste sei, vielmehr ein anderer zu finden sein 
werde, welcher, mehr den inneren Gründen der Frage ent- 
sprungen, klarere Einsicht gewährt und einfacher zum Ziele 
führt. Die Bedeutung, welche diesen Arbeiten Meyer’s ohne 
Frage zukommt, kann durch solehe Bemerkung nicht ge- 
schmälert werden. Aber ihre bezeichnete Beschaffenheit macht 
‘ es ganz unmöglich, hier auch nur eine einigermassen ge- 
nügende, leicht verständliche Skizze von ihnen zu entwerfen; 
wir müssen uns damit begnügen, den Gang anzudeuten, 
den die Untersuchung nimmt, und ihre Hauptresultate zu be- 
merken. 

Im 98. Bande des Journ. f. d. Mathematik sucht Meyer 
zunächst die Classenanzahl jedes ternären Nullgeschlechts d. h. 
jedes Geschlechts ternärer Formen, durch welche die Null dar- 
stellbar ist, für beliebige ungerade Invarianten 2, 4. 

Nachdem er dieselbe für solche ungerade Invarianten 
2,4, welche gewissen einfachen Voraussetzungen genügen, 
mittels reducirter Formen von besonderer Gestalt gefunden 
hat — wo dann z. B., falls der grösste gemeinsame Theiler 
derselben nur Primfaktoren von der Form 4n + 3 enthält, 
jedes Nullgeschlecht nur aus einer Classe besteht, allgemein 


Unbestimmte Formen. Classenzahl eines Geschlechts. 269 


aber die Anzahl der Classen eine Potenz von Zwei ist (s. nr. 5 
daselbst) — verwendet er, um von solchen Invarianten zu 
irgend welchen ungeraden überzugehen, das von uns im siebenten 
Capitel auseinandergesetzte Eisenstein’sche Prineip der Trans- 
formation einer ternären Form mit der Determinante D in 
eine solche, deren Determinante ein vorgeschriebenes Viel- 
faches von D ist. Jede primitive Nullform mit den Inva- 
rianten &, /p?® (wo p eine Primzahl) entsteht nämlich aus 
einer solchen mit den Invarianten 2, 1 durch eine Substi- 
tution mit dem Modulus p (nr. 9 daselbst). Um die nicht 
äquivalenten zu erhalten, hat man (nr. 10 daselbst) nur aus 
jeder Olasse von Nullformen mit den Invarianten 2, _1 eine 
beliebige Form herauszugreifen, auf jede so erhaltene Form 
sämmtliche reducirte Substitutionen vom Modulus p anzuwen- 
den, darauf von den so entstehenden Formen diejenigen, welche 
nicht primitiv sind oder nicht die Invarianten &, 1p? haben, 
wegzuwerfen und von den übrigen nur nicht-äquivalente Formen 
beizubehalten, wobei zu bemerken ist, dass nicht-äquivalente 
Formen mit den Invarianten &, 7 niemals äquivalente Formen 
mit den Invarianten 2, 19° liefern können (nr. 29 daselbst). 
Die primitiven Formen mit den Invarianten &, 1p, welche 
so entstehen können, werden aufgestellt, und nun ist die 
Haupt-Aufgabe und -Schwierigkeit die: über die Aequivalenz 
derselben zu entscheiden und die Anzahl der Classen zu er- 
kennen, in welche sie zerfallen. Hier tritt vornehmlich die 
bemerkte Complikation der Betrachtungen ein; ein dabei vor- 
sekommenes Versehen merkt Meyer selbst im Journ. f. d- 
Math. 112 5. 88 an. Die Diskussion führt zu dem Ergebnisse, 
dass, wenn die Classenanzahl in jedem Nullgeschlechte mit 
den Invarianten &, 1 eine Potenz von Zwei sei, sie es auch 
in jedem Nullgeschlechte mit den Invarianten 2, Ip? sein 
müsse (nr. 28 daselbst). 

Ausgehend von dem anfangs mitgetheilten einfachen Falle 
leitet Meyer dann vermittelst dieser Erkenntniss als Resultat 
des Ganzen den Satz her, dass in jedem Nullgeschlechte 
mit ungeraden Invarianten 2, 1 die Anzahl der 
Classen eine Potenz von Zwei sei, welche er näher 
determinirt (nr. 30 daselbst, besser J. f. Math. 112 S. 87). 
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In seiner letzten Arbeit, welche durch die Bände 113—116 
des J. f. Math. sich hindurchzieht, erweitert Meyer diese 
Untersuchungen über Nullformen auf beliebige unbestimmte 
ternäre quadratische Formen mit ungerader Determinante. 
Das Prineip seiner Untersuchung und demgemäss auch ihr 
allgemeiner Gang bleiben genau dieselben wie zuvor. Aber 
die Verkettung der verschiedenen Sätze und Theorieen, deren 
die Untersuchung bedarf, wird noch bei weitem complicirter, 
die Details der Diskussionen noch weit erdrückender als dort, 
sodass wir genöthigt sind, den Leser, welcher ein Interesse 
dafür findet, auf die genannte Arbeit selbst zu verweisen, und 
hier nur Kenntniss geben können von dem Satze, welchen 
Meyer als Endergebniss seiner Untersuchung ausspricht. Er 
lautet (J. f. Math. 116 5. 317) folgendermassen: 

Ist © der grösste gemeinsame Theiler von & und 
A und sind Q,% 4,’ die grössten in 2, 4 aufgehenden 
Quadrate: 

| nu, I= AA, 


ist M das kleinste gemeinsame Multiplum von 9,4, 
ferner 0,,®, ... &m diejenigen verschiedenen Prim- 
faktoren von ®, für welche 


SE 














ist, während 


Ja en TE oder = Ad, 
AN ist, jenachdem ®, in | A 
MR 5 oder = 2, 1 
x J 


aufgeht oder nicht, ist endlich 2* die Anzahl der ver- 
schiedenen unter den Werthsystemen 


2 
URN EI WERNE, 
welche den sämmtlichen, positiven und negativen 


Theilern d von 2M entsprechen, wo wieder d, gleich 


d E e k - 
„ oder d ist, jenachdem ®, in d aufgeht oder nicht, so 


14 
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ist die Classenanzahl des Geschlechts @, zu welchem 
die Form f mit der Reciproken % gehört, gleich 27”, 

Besonders interessant erscheint in diesem Satze die wesent- 
liche Bedeutung, welche die Primfaktoren 0,,%, ... 0 für 
die Classenanzahl des Geschlechts besitzen, eine Bedeutung, 
welche Meyer veranlasst hat, diese Primfaktoren als Grund- 
faktoren des Geschlechts zu bezeichnen. — 

Zum Schluss dieser Betrachtungen erwähnen wir schon 
hier einer Untersuchung von Eisenstein*), durch welche 
sich auch für bestimmte Formen die Olassenanzahl ermitteln 
lässt; doch kann dieselbe und die interessanten Bemerkungen, 
zu welchen sie Anlass giebt, geeigneter Weise erst im dritten 
Abschnitte dieses Werkes ihre Darstellung finden. 


*, S. Eisenstein’s im siebenten Capitel erwähnte Arbeit, Mo- 
natsb. d. Berl. Ak. 1852. 


” B 


Et 
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ALLGEMEINEN QUADRATISCHEN FORMEN. 


Bachmann, Zahlentheorie, IV, 1. 18 
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Wir haben unsere Betrachtungen bisher ausschliesslich 
auf ternäre quadratische Formen beschränkt und sowohl mit 
diesem Gange der Untersuchung als in der Art der Darstel- 
lung der geschichtlichen Entwickelung der Lehre Rechnung 
getragen, zugleich aber auch ein Muster hergestellt, nach 
welchem wir es nun unternehmen wollen, die allgemeine 
Theorie der quadratischen Formen d. i. diejenige der quadra- 
tischen Formen mit n Unbestimmten zu entwickeln. Bei 
der Verallgemeinerung der Untersuchungen traten aber den 
Forschern nicht nur manche Fragen oder Umstände, welche 
in dem einfacheren Falle der ternären Formen nicht zur Gel- 
tung kamen, überhaupt eine viel grössere Mannigfaltigkeit 
entgegen, sondern die Erkenntniss vertiefte sich auch, indem 
allgemeine 'Theorieen als Grundlage .der Betrachtungen und 
mehr die obwaltenden wesentlichen Verhältnisse erkannt 
wurden. Es ist ein besonderes Verdienst namentlich der be- 
züglichen Arbeiten von Minkowski, die Theorie der quadra- 
tischen Formen ohne irgend beschränkende Voraussetzungen 
in voller Allgemeinheit behandelt zu haben. Mussten wir 
uns aber bereits bei den ternären Formen, um unserm ohnehin 
schon sehr umfangreichen Werke nicht zu weite Ausdehnung 
zu geben, auf Formen mit ungerader Determinante be- 
schränken, so werden wir dazu bei der allgemeinen Theorie 
umsomehr genöthigt sein; wir werden es wenigstens thun, so- 
weit es geschehen kann, ohne dass wesentliche Seiten des 
Gegenstandes unbeleuchtet bleiben oder die auftretenden Fragen 
und Sätze in charakteristischen Umständen eine Einbusse er- 
leiden. Andererseits werden wir genöthigt sein, der Theorie 
der quadratischen Formen diejenige der linearen als ihre 


eigentliche Grundlage voraufzuschicken. Die letztere ist zuerst 
18* 
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hauptsächlich von Stephen Smith in einer schönen Abhand- 
lung“*), demnächst von Frobenius“*) sehr eingehend bearbeitet 
worden. Man findet eine elegante Darstellung namentlich von 
des Ersteren Resultaten in einer Arbeit von Stieltjes***), 
doch wird sich die unsrige in ihren Grundlagen wie in dem 
Gange, den sie nimmt, wesentlich von der dortigen unter- 
scheiden. 
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Algebraische Hilfssätze. 


1. Wir müssen dabei die Lehre von den Determinanten 
in weiterem Umfange als bekannt voraussetzen, wollen jedoch 
zur Einleitung des Ganzen hier die hauptsächlichsten Sätze 
derselben, die wir anzuwenden haben, kurz zusammenstellen. 
Es sind zunächst folgende drei: 

1) Sind in einer Determinante zwei Zeilen oder zwei 
Spalten identisch, so verschwindet sie. 

2) Sind die Elemente einer Reihe 


=unrb, geht, mn — an + in, 
so ist die Determinante die Summe zweier anderen, in welchen 
jene Reihen resp. aus den Elementen: 


Gy, Ag, On 
bi, b;, a bu 
bestehen, während die übrigen Reihen unverändert bleiben. 
3) Der Multiplikationssatz, nach welchem 
| dep | | bap| — | ap | 
ist, wenn man setzt: 


Ca ie Audi + VRELEN + ar -+- Oan DaB: 





*, On Systems of Linear Indeterminate Equations and Con- 
gruences, Philos. Transactions vol. 151 p. 293. 
*#, Theorie der linearen Formen mit ganzen Üoefficienten, Journal 
für Mathematik, Bd. 86 und 88. 
**#) Sur la theorie des nombres Chap. III, in Annales de la faculte 
des sciences de Toulouse Bd. 4. 
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Sind ferner n Grössen &,, &%,,. . . &„ mit ebenso viel anderen 


Grössen X,,X,, -.. X, durch » Gleichungen 


(1) Kr = laıkı + Waadt + + Bann 
(e=1,2,..n) 

verbunden, deren Determinante oder Modulus 

(2) A= | laß | 


von Null verschieden ist, so können die Gleichungen auf- 
gelöst werden und ergeben, wenn zur Abkürzung 


(8) A: La = Eu 
gesetzt wird, das adjungirte System linearer Gleichungen: 
(4) &, = AraXı + Agua + + Ana, 


(e=1,2,-..n) 


sowie nachstehende Beziehungen: 


A == Ar + Ga3 Ara _ ar — Usbinderr 


(5) (=1,2,:::n) 

9) 

0 ren Aa Ası 4 Aug As2 -- IB: + Can Asn 
=>) 


sowie gleicherweise: 

A em dıadıa -H- daa A2a + de + Ann 
5 (=1,2,...n) 
2) = aıaAıs Ar Q2u As 5 min Ana Ans 

(«>%) 

zwischen den Elementen a,.s der Determinante A und den 
ihnen resp. adjungirten Elementen A,;. Aus ihnen folgt 
nach dem Multiplikationssatze 


(6) A:-A= 4" 
also 
(7) A Art 


wenn A die Determinante der adjungirten Elemente 
d. i. die Determinante oder den Modulus der Gleichungen (4) 
bezeichnet. Ferner ist 

(8) Au=r 


Burdn. 


aß 





und, in Determinantenform ausgedrückt: 
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a1 a) Bu 2 Ad, 8-+1 + (ın 


R da—1,1°. da, B—1. ba—=1,841°'* da—i, 
(9) Ag Dete.| N 
da+1,1°' da+1,9—1 La+1,ß+1°'' da+in 


Ani + (In, B—1 An, +1 Inn 


also, bis auf das Vorzeichen, diejenige Unterdeterminante 
erster Ordnung von A, welche nach Ausscheidung der 
Zeile & und der Spalte 5 übrig bleibt. 

Wählen wir allgemeiner nach Belieben m Zeilen und 
ebensoviel Spalten aus, deren Indices resp. 


aßy°‘;, 06T: 


seien, und der Grösse nach geordnet sein mögen. Die 
m m Elemente der Determinante, in denen jene sich durch- 
kreuzen, bilden eine Unterdeterminante m‘® Grades oder 
n — m'® Ordnung von A, welche wir durch das Symbol 


(10) Aa 


bezeichnen wollen. Sıe findet sich in der entwickelten Deter- 
minante A in den adjungirten Faktor 


—(m) gr mA 
(11) Agpy---,gor:.. 0A 
multiplieirt, welcher bis auf das Vorzeichen diejenige Unter- 
determinante von A ist, welche übrig bleibt, wenn jene m Zeilen 
und Spalten ausgeschieden werden; es ist nämlich 


(12) Al gar = Det Hi tete 
wenn «'ß’---,0'6°--- die dann übrig bleibenden Zeilen und 


Spalten bezeichnen. Es bestehen folgende Beziehungen, welche 
die Gleichungen (5) als einfachsten Fall (m = 1) in sich ent- 
halten: 

(m —T (m 
kr Sr Ayhyın van Au DE 


007T.-- 


(15) 


7 (m) —G (m) 
ko S Asdy,gor- . Ana 20. 002er 
ot RR 


in der zweiten dieser Formeln bedeutet «’ß’y’--- eine von 
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«ßy--- verschiedene, wie diese geordnete Combination, und 
in beiden Formeln erstreckt sich die Summation auf sämmt- 
liche geordnete Combinationen 067 --- von je m Elementen 
der Reihe 1,2,3,.--n. Jede Determinante n!® Grades 
ist hiernach eine homogene lineare Funktion der- 
jenigen Unterdeterminanten vom Grade m<n, welche 
sich aus beliebigen m ihrer Zeilen (oder Spalten) bil- 
den lassen. 

Lässt man sowohl «ßy--- als oor--- sämmtliche ge- 
ordnete Combinationen durchlaufen, so gewinnt man zwei 
Determinanten: 


| INNERE | und | Au, Pac: | 
von u? Elementen, wenn | 
re 2) 5 ln Hl) 
1-2.-5...m 
ist, und die Formeln (13) lehren sogleich mittels des Mul- 
tiplikationssatzes die Gleichung 


(14) ae As ie >= Zr; 


Die Formel (6) ist hierin als der besondere Falm=n— 1 
enthalten. Aus der vorstehenden Formel ergiebt sich auch 
jeder der beiden Faktoren zur Linken als eine Potenz von A, 
insbesondere hat man 


(14a) | Akkrusoae.. | = A, 
wo 
bes De a Sn nl) 
1-2..--m—1) 
ist*). 

Bildet man aber auch für die Determinante A der adjun- 
girten Elemente die Unterdeterminanten, so besteht zwischen 
ihnen und den Unterdeterminanten der ursprünglichen Deter- 
minante A die allgemeine Beziehung: 


(15) Aoree, g0T.-: ——— Am—1 2 en 007... . 


Unter den Formeln, welche zwischen Unterdeterminanten 
verschiedener Ordnung stattfinden, haben wir von der folgenden: 





*) S. Franke im J. f. Math. 61 S. 350—355. 
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ee) oA Ar At AA 
mehrfachen Gebrauch zu machen. 

Endlich haben wir häufig eine Formel zu benutzen, nach 
welcher man für eine Determinante, die das Produkt zweier 
oder mehrerer Determinanten ist, die Unterdeterminanten einer 
gegebenen Ordnung aus den Unterdeterminanten derselben Ord- 
nung der einzelnen Faktoren bilden kann. Ist 


ee] Gaıdıa FMaebeg t "+ en ns | 


die aus den Determinanten 


dıı dia *** Aıin bıı Dia ++ Din 

digı Aa2 * ++ Ag, baı dag * - - ba 
A a —— ” D) B= > 

Anıln2'** Ayn b„1023 7 Dei 


zusammengesetzte Determinante von n? Elementen, so lautet 
diese Formel folgendermassen: 


m) D n 
(17) Er ae =— De 007:-- = 12 a'ß'y- 
007T:.:- 


und die Summation darin erstreckt sich auf alle verschiedenen 
aus m Zahlen o6r .-- gebildeten (geordneten) Combinationen 
der Reihe 1,2,3,---n. Dieselbe lässt sich ohne weiteres auf 
eine aus mehr als zwei Faktoren zusammengesetzte Determi- 
nante ausdehnen. Der Formel zufolge ist also in der 
zusammengesetzten Determinante jede Unterdetermi- 
nante m“ Grades eine homogene lineare Funktion 
von Unterdeterminanten desselben Grades von jeder 
einzelnen der Determinanten, aus denen jene zu- 
sammengesetzt ist. 

2. Durch die Gleichungen (1) drückt man n Grössen X,, 
X,, "X, durch n andere &,, 25," ©, aus oder setzt diese 
an die Stelle der ersteren. Wir nennen deshalb diese Glei- 
chungen eine Substitution und wollen dieselbe durch $, 
bezeichnen. Die Determinante |«a,;| wird der Modulus der 
Substitution genannt. Wird letzterer von Null verschieden 
vorausgesetzt und kurz 


(18) — — (ir 
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geschrieben, so nehmen die Gleichungen (4) die Gestalt an: 
(19) = iXı + 09; 2 + En m CniXn 
(=12,:::n) 

und bilden die Auflösung der Gleichungen (1) oder die 
umgekehrte oder reciproke Substitution, welche durch 
SS, ! bezeichnet werden soll. Man sieht: Wenn der Sub- 
stitutionsmodulus von Null verschieden ist, entspricht 
vermittelst der Substitution jedem Werthsysteme «,, 
%,**"%m ein einziges bestimmtes Werthsystem X,,X,, 
-+- X, und umgekehrt. | 

Diese Betrachtung bedarf einer Einschränkung, falls es 
sich um ganzzahlige Werthsysteme handelt. Wird nämlich 
die Substitution (1), d. h. ihre Coefficienten als ganz voraus- 
gesetzt, so ist zwar einleuchtend, dass jedem ganzzahligen 
Systeme &,,%,,°:'%„ nach (1) auch ein ganzzahliges System 
X, X,’ X, entspricht und, falls A=-1 ist, auch um- 
gekehrt; aber diese Bedingung A= + 1 ist auch erforderlich. 
In der That, wenn jedem ganzzahligen Systeme X,, X, X, 
auch ein solches System &,,%3,:--&%„ nach (19) entsprechen 
soll, müssen sämmtliche «;, ganze Zahlen sein, da z.B. «,ı, 
42," m dasjenige System &,,%,,' 2 Ist, welches der An- 
nahme, dass X, = 1, die übrigen X gleich O sind, entspricht; 
alsdann aber folgt aus (18) | 

Ay; 
Melnıe 

als eine ganze Zahl und folglich wegen (())A= +1. Hieraus 
ergiebt sich der für alles Folgende fundamentale Satz: Da- 
mit bei einer ganzzahligen Substitution ganzzahligen 
Werthen der einen Reihe auch solche Werthe der 
anderen Reihe der Variabeln entsprechen, und um- 
gekehrt, ist nothwendig und hinreichend, dass der 
Modulus der Substitution gleich +1 sei. | 

3. Werden in den Gleichungen (1) die Unbestimmten 
X, %gy°**%n mittels einer neuen Substitution $;: 


4 '« & 
(20) Lu = Da1ı%ı + ba2%a + ER + Dar 
(«=1,3,:--n) 
durch andere Unbestimmte z,',2,,::: x, ersetzt, so nehmen 
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jene die Gestalt an: 


(21) Xu = Ceıdı + Carla #4 Cankn, 

\ (a =.172,5-.%. 2) 
worin 
(22) laß Fer Auıbıa + Au aba 3 + Fr + AanOn$ 

(„ß=1,2,:-'n) 

gesetzt ist. Die Gleichungen (21) stellen auch eine Substi- 
tution $, dar, bei welcher die Unbestimmten X, X, X, 
durch die dritte Reihe von Unbestimmten x,',%,--:&„ er- 
setzt werden. Man nennt sie die aus den Substitutionen 
S., & zusammengesetzte Substitution und schreibt 


(23) N, = Daiı.D0b 
wo aber die Reihenfolge der Faktoren oder der Substitutionen 
zu beachten ist. — Auf solche Weise ist zugleich aus den 
zwei Systemen von je n-n Zahlen: 

Aı1 Aa *** Aın biı bie * Din 

Azı Ada °* Aon baı ba2 - - - Dan 

. . . und 5 . . ? 
AnıAn2 *** Inn | Du10n2 "Dan 


die wir kurz die Systeme (a«s), (Dxs) oder «a, b nennen wollen, 
gemäss der Formel (22) ein drittes System (c.s) oder e: 


CGıı C1ı2 °°*" Cin 
C21 C22 °'" Con 
Cn1iCn2 Cnn 


entstanden, welches wir analog das aus a,b zusammenge- 
setzte Zahlensystem | 
(24) c=a-b 
nennen wollen. 

Fasst man, um mit Frobenius zu reden, diese Systeme 
„unter dem Bilde bilinearer Formen“ zusammen, indem man 
ihnen resp. die bilinearen Formen 


(25) su == ZldaplaYR, F\, = daB %aYp; N = la BKaYp 

entsprechen lässt, so können wir die Zusammensetzung der 
Substitutionen oder der Systeme auch als Zusammensetzung 
bilinearer Formen deuten. Die aus F,, F, zusammenge- 
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setzte bılineare Form 


(26) RKR=FR-FR 
erweist sich dabei ohne Mühe als identisch mit der folgenden: 
nor, Or, 
(27) F,= = a ae 
—1 


Die Gesetze dieser Zusammensetzung werden für alle drei 
Fälle: die Substitutionen, die Zahlensysteme und die bilinearen 
Formen dieselben sein. Sie führen zu einer Rechnung mit 
solchen Elementen, welche in weiter Ausdehnung von Fro- 
benius in seiner, im 84. Bd. des Journ. f. Math. enthaltenen 
Arbeit „über lineare Substitutionen und bilineare Formen“ 
entwickelt worden ist. Wir dürfen uns hier damit begnügen, 
nur die fundamentalsten Sätze dieser Rechnung abzuleiten. 

4. Unter «+ b verstehen wir dasjenige System von nn 
Zahlen a3 + Das, welches unter dem Bilde der bilinearen 
Form F,—+ F, zusammengefasst erscheint. Ist hierdurch die 
Addition und Subtraktion für Zahlensysteme resp. bilineare 
Formen festgesetzt, so ergiebt sich die Definition der Multipli- 
kation aus den gleichbedeutenden Formeln (24) oder (26). 
Dieser Multiplikation kommt im allgemeinen die Eigenschaft 
der Commutativität nicht zu, dagegen besitzt sie die beiden 
Eigenschaften der Distributivität und der Associativität, 
d.h. man hat die Gleichungen: 


(a +a)b=ab+ a”, a(b +b")= ab’ + ab” 
also allgemeiner: 

(a + a”) +b”’)= ab’ + ab" + a”b" + a”b” 
und die andere Gleichung: 
(28) (ab)e = albe). 

Die ersteren folgen ohne weiteres aus der Formel (22); 
die Formel (28) bestätigt sich gleicherweise aus der Definition 
der Zusammensetzung von Systemen, am elegantesten durch 
den Nachweis der entsprechenden Gleichheit 


(29) (BF) Be KulkHuE); 


den wir folgendermassen leisten. Nach (27) entsteht die Form 
F,F,, indem man entweder in 
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0,67 
I 
%” 


Be 
die Veränderlichen y, durch —— d.h. durch gewisse lineare 


Funktionen der y,, oder in 
oF 


Bm Due, 
4 


% 





oF 
die Veränderlichen &, durch 37 d.h. durch gewisse lineare 


% 
Funktionen der x, ersetzt. Hiernach wird man (F,F;,)F, 
finden, indem man zuerst in F}, auf die Veränderlichen x, die 


oF 
Substitution 10: und sodann auf die Veränderlichen y, die 


oF 
Substitution ER zur Anwendung bringt, während man durch 
% 


umgekehrte Ausführung dieser Operationen aus F, die Form 
F,F, und dann F,(F,F,) hervorbringt. Da aber offenbar die 
Reihenfolge beider Operationen BlahBlLueR ist, ergiebt sich 
die Gleichung (29). 

Von selbst leuchtet noch die fernere Formel 


(30) (Ya)b = a(yb) = y(ab) 
ein, in welcher y eine Öonstante bedeutet. 

Nach den aufgestellten Gesetzen kann man gegebene 
Systeme oder Formen in ganzer rationaler Weise d. h. durch 
die drei ersten Grundoperationen mit einander beliebig ver- 
knüpfen oder ganze Funktionen derselben herstellen. 

Man nennt zwei Systeme a,b vertauschbar, wenn die 
Gleichheit besteht 

a.b=b-a. 
Ohne Schwierigkeit leuchtet dann ein: wenn jedes Glied 
einer Reihe a,b,c,--: von Systemen (Formen) mit 
jedem Gliede einer anderen Reihe a’,b’,c’,--- einzeln 
vertauschbar ist, so ist’s auch jede ganze Funktion 
von Gliedern der ersteren Reihe mit jeder ganzen 
Funktion von Gliedern der zweiten. 

Das System a’, welches aus « durch Vertauschung seiner 
Zeilen mit seinen Spalten entsteht: 
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Ayı Agı ** * Ay 
Aı2 A22 °°* An? 
A1ndan°** Inn 


resp. die Form 

Fu = ZQg0%ayYs , 
welche aus F„ entsteht, wenn die Variabelnreihen mit ein- 
ander vertauscht werden, soll nach Jacobi zu a resp. zu F4 
conjugirt genannt werden. Offenbar ist die Conjugirte zu 
ya gleich ya’, diejenige von «+ b ist a’ + b’, und die Con- 
jugirte von ab d. i. vom Systeme der Zahlen 


A115 + du2be 8 —+ ae + IgnOnß 
ist das System der Zahlen 
biadgı + bag + + Önalen 


d. i. das aus den conjugirten Systemen b’ und a’ zusammen- 
gesetzte System b’a’. 

Ist mithin ein System (eine Form) aus mehreren 
anderen zusammengesetzt, so ist es das conjugirte 
System (die conjugirte Form) aus den conjugirten der 
letzteren in umgekehrter Reihenfolge. 

Die Gleichung 3: 

(31) Bee 


ist gleichbedeutend mit dem Bestehen der nn Gleichungen 
(32) Ca 8 = Aa biz + URLS + RN: + AgnÖnß zn 
e=1,2,-:nß=12,:''n) 


Ist nun die Determinante A von Null verschieden, so er- 
fordern diejenigen n dieser Gleichungen, welche 


bia, bag,’ Onp 
enthalten, das gleichzeitige Verschwinden der letzteren Grössen; 
und da dies für jedes ß gilt, so folgt aus (31) die Gleichung 
bs) 
d. h. das Verschwinden aller Elemente des Systems b. Unter 
derselben Voraussetzung giebt es ein aber nur ein System x: 
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11 Xı2 "Kin 


X2ı1 a2 "Kan 


KInıÄn2 Inny 
welches der Gleichung 
(33) =D 


Genüge leistet, wie aus den diese Beziehung aussprechenden 
Gleichungen 
AaıKkıa 4 Aastag 4° 4 Aanknp = Daß 
(e=1,2,.-:n; P=L2,°* "nm 
auf gleiche Weise hervorgeht*). Nun entsteht, wenn wieder 


A von Null verschieden ist, durch Zusammensetzung von a 
mit dem Systeme 


O1 Oaı °°* Oi 
Ra O2 * "On? 
Rinlan*' Ennz 


welches durch a7! bezeichnet werde, zufolge der Gleichungen 
(5) und (18) das einfache System 


UDSE 20 
ek 


*) Hiernach giebt es auch ein einziges System y, für welches 
y-a=b 
ist; denn dem Bewiesenen zufolge giebt es ein einziges System x, für 


welches 

red‘ 
ist, und hieraus folgt 

x’ -a=b D 
also eine Lösung y = %’ der gestellten Gleichung. Eine zweite Lösung 
y=z' kann es aber nicht geben, weil sonst 

a =D. 
also 

a: 2 — x) = 0 


2 — : 
sich ergäbe. 
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das wir das System e nennen wollen, in Zeichen: 


(34) a-a!=e, 
und zufolge der Gleichungen (5a) ebenso 
(34a) a EA 


Das durch jede der Gleichungen (34), (34a) eindeutig 
definirte System a! soll das zu a reciproke System ge- 
nannt werden; seine Determinante ist offenbar ebenfalls reci- 
prok zur Determinante des ersteren. Es ist einleuchtend, 
dass jedes System ohne sich zu ändern mit dem System e in 
beliebiger Reihenfolge zusammengesetzt werden kann; letzteres 
spielt also bei der Zusammensetzung die Rolle der Einheit. 

Hat auch das System b eine von Null verschiedene Deter- 
minante D, so gehört zu b ein reciprokes System b=1. Aus 
den Gleichheiten 

ab.btant=albb- Ya tT=aeanT=a:.uT=e 
folgt dann sogleich die Beziehung: 

(1) al ak Ta 
oder der Satz: Ist ein System von nicht verschwinden- 
der Determinante aus mehreren anderen zusammen- 
gesetzt, so ist es das reciproke System aus den 
reciproken Systemen der letzteren in umgekehrter 
Reihenfolge 

Da e =e ist, folgt aus (34a) a’ -(a-!)’=e, und da 

gleichzeitig a’ - (a)! = e ist, folgt 

Ken) 
d.h. das zum reciproken Systeme conjugirte ist zu- 
gleich das reciproke des conjugirten Systems. 

Ist « mit b vertauschbar und B nicht Null, so kann man 

ab 2 — (baib) Xabi) —b1(ba)b 1 
ab ia)ibbai, —betug 
setzen, d.h. dann ist auch « mit b=! vertauschbar. Bei 
diesen Voraussetzungen wollen wir schreiben: 


(35) abi bt. 


und auf solche Weise den Quotienten zweier Systeme 
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definiren. — Zugleich wird dann die Determinante von 5b’ 
nicht Null, a‘, b’ aber vertauschbar sein. Das conjugirte 


[4 


System zu r ist alsdann ne: denn wegen (35) ist es so- 
wohl gleich 

(a2), . hl Yu (Do % 778 
als auch gleich 

at (bB): = uilı (B9E } 
also gleich = — Ist A ebenfalls von Null verschieden, so 
existirt auch der Quotient 2, und man findet, dass = das 
zu - reciproke System ist. In der That ist = =.a tb, 
und das zu „ — b7i.a reciproke System ist das aus den 


Receiproken von b=!und a, d.i. aus b und a=! in umgekehrter 
Folge zusammengesetzte System also dem vorigen gleich. 

Durch die letzten Betrachtungen sind wir in den Stand 
gesetzt, so oft wir nur vertauschbare Systeme betrachten, 
aus beliebig gegebenen Systemen auch gebrochene, allgemein 
also rationale Funktionen zu bilden. Und man überzeugt 
sich auf Grund der gegebenen Sätze ohne Schwierigkeit, dass, 
wenn zwei Systeme von nicht verschwindender Deter- 
minante mit einander vertauschbar sind, auch jede 
rationale Funktion des einen vertauschbar ist mit 
jeder rationalen Funktion des anderen. Insbesondere 
sind stets zwei rationale Funktionen desselben Systems 
von nicht verschwindender Determinante unter ein- 
ander vertauschbar. 
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Von den Elementartheilern der Zahlensysteme. 


1. Indem wir hiermit diese Betrachtungen vorläufig ver- 
lassen, wenden wir uns zur Theorie der linearen Formen. 


Jeder Ausdruck 
Aıtı + Aa + + Ann, 
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in welchem aıı, Qıa, -'* dı„ ganze Zahlen sind, heisst eine 
lineare Form mit n Unbestimmten &,,%,::'&%.. Die. 
sich hier darbietende Hauptfrage ist die: welche ganzen 
Zahlen kann die Form liefern oder darstellen, wenn 
den Unbestimmten alle möglichen ganzzahligen Werthe 
beigelegt werden? Diese Frage kommt im Grunde auf die 
Aufgabe hinaus: alle etwa vorhandenen ganzzahligen 
Auflösungen der unbestimmten Gleichung 


(1) A1%ı 4 A102 + + Anka = M, 

in welcher a, eine beliebig gegebene ganze Zahl ist, zu er- 
mitteln. Die gestellte Frage kann aber als einfachster Fall 
der allgemeineren untergeordnet werden: Welche Systeme 
von m ganzen Zahlen a,,a,::-a„ können gleichzeitig 
durch m lineare Formen 


(2) Aa = Aoıkı 4 Aa2%a +: 2,4 Aanln 

(e=1,2,-- m) 
mittels ganzer Werthe der Unbestimmten &,, %, *:- & 
dargestellt werden, resp. welches sind die sämmt- 
lichen ganzzahligen Auflösungen der m Gleichungen 
(3) Ada1K%ı -I- Au2%2 + a + danKn = de? 

(e=1,2,:-- m) 

Diesen m Gleichungen ist das Benzzehlige System « ihrer 

m» n Coefficienten 


| Aıı Qı2 *** Ain 

daı Aa2a *** de 

(4) y 
Amiwim2'** Amn 


zugehörig, welches, wenn »n von n verschieden ist, im Gegen- 
satz zu den bisher betrachteten quadratischen Zahlensystemen 
vom Typus n:n als rechteckiges Zahlensystem vom Typus 
m -n bezeichnet werden soll. Indem man aus diesem Systeme 
nach Belieben % Zeilen und x Spalten auswählt, kann man 
aus ihm eine gewisse Anzahl Determinanten x‘ Grades bilden, 
und so gehören zu ihm eine gewisse Anzahl Determinanten 
jten, 2ien, Zien Grades u. s. w. bis zu Determinanten m‘ Grades, 


wenn m <n, oder Determinanten n‘®® Grades, wenn m > n ist. 
Bachmann, Zahlentheorie, IV, 1. 19 
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Geschieht es hierbei, dass sämmtliche Determinanten x'°" Grades 
gleich Null sind, so gilt dasselbe auch von allen Determinanten 
# —- 1‘ Grades, denn, indem man diejenigen x 4 1‘ Grades 
nach den Elementen einer Zeile entwickelt, werden sie lineare 
homogene Funktionen von Determinanten x" Grades also Null. 
Wenn nun r so beschaffen ist, dass sämmtliche Determinanten 
r + 1'% Grades des Systems a verschwinden, nicht aber 
sämmtliche Determinanten r'® Grades, so soll r der Rang 
des Systems a@ heissen. Dieser Rang ist höchstens gleich 
der kleineren der beiden Zahlen m, n. 

Wir bezeichnen mit d, den (positiv genommenen) grössten 
gemeinsamen Theiler aller aus « hervorgehenden Determinanten 
x#'°" Grades, falls diese nicht sämmtlich verschwinden, entgegen- 
gesetzten Falles die Null. Demnach sind d,, d,,-: - d, positive 
ganze Zahlen, d,}1,::- d„, wenn m<n, und d.+ı,:''d,., wenn 
m>n ist, gleich Null’ Da, wie bemerkt, jede Determinante 
# —- 1" Grades eine lineare homogene Funktion von solchen 
x'°® Grades ist, also durch den grössten gemeinsamen Theiler 
d, aller letzteren aufgeht, so ist auch d,+ı theilbar durch d, 
und jede der Zahlen d,,d,,--:d,. durch die vorhergehenden 

d, 
d,_ı 
Zahlen e,, &,,::- e, eine positive ganze Zahl; wir setzen ferner 
&,415°° "Em TESP. €&,11 "€ gleich Null. Diese Zahlen e, 
nennen wir die Elementartheiler des Zahlensystems a. 

2. Zur näheren Untersuchung der Auflösbarkeit der Glei- 
chungen (3) machen wir nun Gebrauch von folgenden beiden 
Bemerkungen. 

Erstens können wir die Gleichungen durch m andere 
gleichbedeutende ersetzen, wenn wir mit Hilfe von m-m ganzen 
Zahlen p.s, deren Determinante P=]1 ist, an Stelle der 
linearen Formen A, die folgenden einführen: 


(8) Ar — 9141 + Pa2 As + Ye + Pam Am 


(e=1,2,-:- m). 





theilbar; mithin ist, wenn e, —= gesetzt wird, jede der 


Wird nämlich zugleich 


(6) Ua — Paılı + Pa2 02 pP Pa — Pam Om 


(@=1,2,:' m) 
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gesetzt, so sind offenbar die Gleichungen (3) völlig gleich- 
bedeutend mit den folgenden: 
(7) Au Ur 

(e=1,2,::- m) 
aus denen auch rückwärts jene wieder hervorgehen. Beide 
Systeme von Gleichungen sind also zugleich auflösbar oder 
nicht auflösbar und haben im ersteren Falle die nämlichen 


Auflösungen. Ausführlich geschrieben nehmen die Gleichungen 
(7) die Gestalt an: 


(Ta) Oaı%ı — (a 2X -4- gs = Bee SIE dr; 


(e=1,2,:- m) 


(8) Au = Parııp 4 Parleg + + Damtmp 
(=1,2:::m;ß=1,3,::-n) 

gesetzt ist. Man sieht, dass die Elemente a,s des rechteckigen 
Zahlensystems a) vom Typus mn aus denjenigen des qua- 
dratischen Systems p»p vom Typus m - m und denjenigen des 
rechteckigen Systems a vom Typus mn auf ganz dieselbe 
Weise entstehen, wie nach (22) vor. nr. die c„; aus den Ele- 
menten der zwei quadratischen Systeme «a,b gebildet wurden; 
es lässt sich daher das System a® wieder als aus p und a 
zusammengesetzt bezeichnen: 

| ad—=p-a, 
und folglich stets ein System vom Typus m-m mit 
einem solchen vom Typus m:n zu einem Systeme des 
letzteren Typus zusammensetzen. 

Zweitens können wir statt der Unbestimmten &,, %, ': * & 
ebenso viel andere %,,%,'''%. durch die ganzzahlige Sub- 
stitution 
(9) Le = QeıYyı + Qa2Ya 4°: + IanYn 

(e=1,2,:--n) 
mit dem Modulus = 1 einführen, wodurch die lineare Form 
Aa — Agıkı 4 GaaXa +: + Mann 
die neue Gestalt einer in den % linearen Form 


(10) BD. = baıyı + baaya +: + DanYn 


annımmt, wenn man setzt 
19* 
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(11) Das —— Aa1Q13 -- la202 8 u e2e.#7 = NanQnp- 


(e=1,2,:::m; £=1,2,:-:n) 
Die Gleichungen (7) oder (Ta) erhalten so die Gestalt: 
(12) b, ri A 


2 


(a —=1,2,»:» m) 

und, weil vermöge der Substitution (9) BD, = A. ist und jedem 
ganzzahligen Systeme der © ein solches der y entspricht und 
umgekehrt, so leuchtet ein, dass aus jeder ganzzahligen Auf- 
lösung der gegebenen Gleichungen (3) oder (Ta) eine solche 
der Gleichung (12) hervorgeht und umgekehrt. Man darf 
also an Stelle der ersteren Gleichungen die letzteren setzen; 
in den beiden Umformungen aber, durch welche diese aus 
jenen entstehen, ist die Möglichkeit geboten, dass durch passende 
Wahl der Zahlensysteme p und q die neuen Gleichungen den 
gegebenen gegenüber einfacher werden. 

Hierauf werden wir also unsere Bemühungen richten. 
Vorher bemerken wir nur noch, dass den Gleichungen (11) 
gemäss das System b der Zahlen b,; vom Typus mn als zu- 
sammengesetzt betrachtet werden kann aus dem Systeme a® 
vom gleiehen Typus und dem quadratischen Systeme g vom 
Typus 2 rn, in Zeichen: 

br 9200 
Man darf daher auch schreiben 
(13) b=p-a-q 
und findet mithin, wenn man ein rechteckiges System 
vom Typus m-n links mit einem quadratischen vom 
Typus m-m, rechts mit einem solchen vom Typus 
nn zusammensetzt, wieder ein rechteckiges System 
vom Typus m-n. Unschwer erkennt man, dass auch 
diese Zusammensetzung von Zahlensystemen associativ 
d.h. dass 

p (ag) —(pa):q 

ist. Desgleichen ist 


?- (Ma) = (pP) -a, (ag), —a: (44), 


wenn p,p, zwei Zahlensysteme vom Typus m m; .q,q, 
zwei solche vom Typus n-» sind. 
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Da die Determinante der Systeme p und q der Einheit 
gleich sind, wollen wir sie Einheitssysteme nennen. Ihre 
reciproken Systeme p-!, q°! sind dann ((34) vor. Cap.) auch 
Systeme ganzer Zahlen und zwar Einheitssysteme von dem- 
selben Typus wie p resp. q. Aus der Formel (13) geht aber 
offenbar noch folgende hervor: 

(14) a—=p'.b.g!. 

Denken wir uns eine Determinante x'°* Grades des Systems 
a) —=p:.a, etwa diejenige, welche aus den Zeilen 2,,%,,*'-% 
und den Balldn Rh, ha, h, gebildet ist: 

Pam +: I Pamlmnı °*Pritın, #4 Pimlma, 
Pi,ı@ın, Sr aan Pi,m@mn, *"" Pi,ı@ın, Ef ae Pi,m@mn, 
den einfachsten Determinantensätzen zufolge ist sie eine Summe 
von so viel Gliedern, als aus den m Indices 1,2,---m sich x 
verschiedene auswählen lassen, und jedes dieser Glieder. ist 
eine (aus den Spalten h,,hs,*-:h, gebildete) Determinante 
x" Grades aus «a mal einer Determinante x'° Grades aus p, 
mithin ist jede Determinante x" Grades aus a®) eine homo- 
gene lineare Funktion von Determinanten x‘ Grades aus a 
und also jedenfalls durch den grössten gemeinsamen Theiler 
d, aller der letzteren theilbar; daher wird auch der grösste 
gemeinsame Theiler aller jener Determinanten durch d, theil- 

bar sein. Ist aber p ein Einheitssystem, so folgt, da 
Nee 
gesetzt werden kann, dasselbe auch umgekehrt, und daher ist für 
beide Systeme der grösste gemeinsame Theiler all’ jener Deter- 
minanten ein- und dieselbe Zahl d,. Aus ganz entsprechenden 
Gründen leuchtet dasselbe ein für die beiden Systeme a und 
b=a®).g, wenn auch q ein Einheitssystem ist, und somit 
findet sich der Satz: So oft in der Beziehung 
b=p-a:g 
p und qg Einheitssysteme sind, sind für die beiden 
Systeme a, b desselben Typus die grössten gemein- 
samen Theiler aller Determinanten desselben Grades 
und also auch ihr Rang und ihre Elementartheiler 
die gleichen. 
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3. Wir heben gewisse besondere Einheitssysteme p, q vor 
den übrigen hervor. 
Verstehen wir unter U;, die Substitution, welche 
in —%, % m — 
verwandelt, unter 7;, diejenige, welche 
du, an Re eine Zn 

überführt, endlich unter S,+, diejenige, bei welcher 

En a 7 
übergeht, während jedesmal die übrigen Unbestimmten unver- 
ändert bleiben, so kommt allen diesen drei Substitutionen 
offenbar der Modulus 1 zu, die ihnen entsprechenden Coeffi- 
cientensysteme sind folglich Einheitssysteme. Dasselbe gilt, 
wenn h eine positive ganze Zahl ist, von der Substitution, 
welche 

% in; HR 
verwandelt, da sie ersichtlicherweise nichts anderes ist, als die 
hmal wiederholte Substitution S;,+,. Diese Substitutionen 
resp. die ihnen entsprechenden Zahlensysteme mögen als ele- 
mentare vor allen übrigen ausgezeichnet werden. Wenn man 
nun ein Zahlensystem a links mit den, resp. U;,, Tix, Si+, 
entsprechenden Zahlensystemen vom Typus m - m zusammen- 
setzt, so wird die Wirkung, welche dadurch auf das System a 
hervorgebracht wird, wie sogleich einleuchtet, darin bestehen, 
dass bei Ü,;, die Zeilen ?,* entgegengesetzt genommen, bei 
T,,, dieselben mit einander vertauscht werden, wobei zugleich 
eine von ihnen das Vorzeichen verändert, bei 8;‘+, aber zur 
i® Zeile die x“ mit A multiplieirt addirt resp. subtrahirt 
wird. Geschieht dagegen die Zusammensetzung von a zur 
Rechten mit elementaren Einheitssystemen vom Typus 2 - n, 
so werden dieselben Veränderungen an den gleichen Spalten 
des Systems a hervorgebracht. Mit Hilfe dieser einfachen 
Bemerkungen wollen wir nun nach Kronecker*) zeigen, 
wie allein durch eine Reihe von solchen elementaren 
Zusammensetzungen jedes ganzzahlige Zahlensystem 


*) Kronecker, Reduktion der Systeme von n? ganzzahligen Ele- 
menten, Journ. f. Math. 107 S. 135. 
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a auf eine einfache (reducirte) Form zurückgeführt 
werden kann. 

Sind, was wir dabei stets voraussetzen können, nicht 
sämmtliche Zahlen des Systems a gleich Null, so giebt es 
unter ihnen eine oder mehrere von kleinstem Werthe. Durch 
eine Vertauschung von höchstens zwei Zeilen und zwei Spalten 
d. ı. durch Zusammensetzung des Systems links oder rechts 
mit einem elementaren Systeme der zweiten Art, lässt sich 
eine dieser Zahlen an die erste Stelle des Systems bringen 
und eventuell darauf durch Zusammensetzung mit einem Systeme 
der ersten Art positiv machen. Sind dann nicht alle Elemente 
der ersten Zeile durch dies erste Element theilbar, z. B. nicht 
das x', so kann man, indem man ein passendes Vielfache der 
ersten Spalte von der x'° subtrahirt, d. i. durch Zusammen- 
setzung zur Rechten mit einem passenden Systeme der dritten 
Art das x‘ Element positiv und kleiner machen als das erste, 
worauf es sich wieder an die erste Stelle bringen lässt u. s. w., 
bis nothwendig nach einer beschränkten Anzahl solcher Ope- 
rationen alle Elemente der ersten Zeile durch das dann an 
erster Stelle stehende positive Element theilbar sein werden. 
Offenbar können sie dann durch mehrfache Zusammensetzung 
zur Rechten mit Systemen der dritten Art sämmtlich ausser 
dem ersten, das unverändert bleibt, zu Null gemacht werden. 
— Sollte nunmehr noch nicht jedes Element der ersten Spalte, 
z. B. nicht das x, durch das erste theilbar sein, so könnte 
man es, indem man die erste Zeile mit einer passenden ganzen 
Zahl multiplieirt von der x‘ subtrahirt, d. i. durch Verwen- 
dung eines geeigneten Zahlensystems der dritten Art auf der 
linken Seite positiv und kleiner machen als das erste, und 
darauf mit dem so bereits erhaltenen Systeme den ganzen 
Process von Neuem beginnen. Da jedesmal dabei das an erster 
Stelle stehende Element verkleinert wird, muss nothwendiger- 
weise nach einer endlichen Anzahl solcher Processe die erste 
Zeile ausser dem ersten Gliede lauter Nullen, die erste Spalte 
aber lauter durch das erste Glied theilbare Elemente ent- 
halten, und alsdann können diese letzteren durch Verwendung 
einer Reihe von Systemen der dritten Art auf der linken Seite 
ebenfalls auf Null gebracht werden. 
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Gesetzt nun, in dem so reducirten Systeme a käme noch 
ein Element vor, welches nicht durch das erste theilbar ist, 
so addire man durch Zusammensetzung mit einem Systeme 
der dritten Art zur Linken die entsprechende Zeile zur ersten, 
wodurch das Anfangsglied ungeändert bleibt, und mache dann, 
indem man die erste Spalte, mit einer passenden Zahl mul- 
tiplieirt, zur Spalte jenes Elementes addırt, d. ı. durch Zu- 
sammensetzung mit einem geeigneten Systeme der dritten Art 
auf der rechten Seite das fragliche Element positiv und kleiner 
als das erste. Sogleich lässt sich der ganze Process von Neuem 
beginnen, wobei stets das Anfangsglied sich verringert; nach 
einer endlichen Anzahl von Wiederholungen muss man daher 
endlich das System « auf ein anderes reduciren, bei welchem 
die erste Zeile und Spalte ausser dem positiven Anfangsglied 
nur Nullen enthalten, jedes andere Glied aber durch das An- 
fangsglied theilbar ist. Das reducirte System hat also die 
Gestalt: 


ni0 er 0 
0 Ag + Agn 
0 Anz Amn B) 


wo 7, >00 und jedes a.s durch n, theilbar ist. 

Jetzt aber lässt sich offenbar, ohne dass die erste Zeile 
und Spalte verändert wird, das Zahlensystem der a.;, wenn 
es nicht aus lauter Nullen besteht, auf genau dieselbe Weise 
weiter reduciren, wobei die Theilbarkeit seiner Elemente durch 
7, augenscheinlich durch die auszuführenden Operationen nicht 
aufgehoben werden kann, u.s. f., und so wird folglich zuletzt 
ein System von folgender Gestalt: 


N 





0 RN ng 
m! | 

0 0... 1. 0 

00.00 


w 
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hervorgehen, in welchem n,,%73,°**n. positive ganze Zahlen 
sind, von denen jede in der folgenden als Theiler enthalten 
ist*). Ein solches System, in welchem alle Glieder ausserhalb 
der „Diagonale“**) Null sind, möge hinfort ein Diagonal- 
system genannt werden. Bezeichnen wir das in Rede stehende 
mit E und bedenken, dass die Zusammensetzung der Systeme 
associativ ist, und dass die sämmtlichen bei der Reduktion 
sei es links, sei es rechts zur Zusammensetzung verwandten 
Systeme Einheitssysteme waren, also unter sich zusammen- 
gesetzt wieder gewisse Einheitssysteme p und q liefern, so 
können wir das erreichte Resultat einfach in folgendem Fun- 
damentalsatz zusammenfassen: 

Das System a vom Typus m-n kann durch Zu- 
sammensetzung mit einem Einheitssysteme p vom 
Typus m-m zur Linken, und einem solchen Systeme 
qg vom Typus »n-n zur echten in ein Diagonalsystem 
E verwandelt werden, sodass die Gleichung besteht: 


(15) Ä p-a-rq=E. 


Hier ist aber ein Zusatz von grosser Wichtigkeit. Man 
bemerkt leicht, dass im Systeme E alle Determinanten, deren 
Grad > o ist, verschwinden, nicht aber sämmtliche Determi- 
nanten vom Grade 0. Da a vom Range r ist, folgt demnach 
aus dem Satze am Schlusse vor. nr, dass o0=r sein muss. 
Dann ist aber jede Determinante aus F, deren Grad «<r 
ist, wenn sie nicht verschwindet, durch x der Zahlen n,,%s, 

- 9, und, da jede von diesen durch die vorhergehende, mithin 
jedes Produkt aus x von ihnen durch das Produkt der % ersten 
aufgehen muss, durch n,:ng*:::n, theilbar, während die 
aus den ersten x Zeilen und Spalten gebildete Determinante 
diesem Produkte gleich ist; das Produkt n, 99:7, ist 


*) Möglicherweise, wenn nämlich eoe=m<n oder e=n<m 
ist, fallen die letzten, nur aus Nullen, bestehenden Zeilen resp. Spalten 
weg; und wenn e=m=n ist, wird n, nicht stets positiv sein, sondern 
dasselbe Vorzeichen haben müssen, wie die Determinante A. 

**, Wir behalten diesen leicht verständlichen Ausdruck, der eigent- 
lich nur bei quadratischen Systemen en ist, der Kürze wegen 
auch bei rechteckigen Systemen bei. 
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folglich grösster gemeinsamer Theiler aller Determinanten 
x Grades von E, also dem angezogenen Natze zufolge 


d, = NN" Ne 
ebenso 


d,—ı = NN Mi 
—= e, gleich n,. Man findet folglich: 


d, 
d,_ı 
Das Diagonalsystem E, welches in der Formel (15) 


auftritt, muss die Form haben: 





also 


6,0... 0) 
Var 
0, Dt) 
050-Berrs0 0 


wo die nur Nullen enthaltenden Zeilen resp. Spalten 
ausfallen, so oft der Rang r gleich m resp. n ist; die 
redueirte Form des Zahlensystems a ist also eine ein- 
deutig bestimmte. Da e,= n, gefunden worden, so ist der 
Herleitung gemäss jede der Zahlen e,,&,:'--e, in der folgen- 
6% 


e,—1 





den enthalten, also der Quotient eine ganze Zahl. 


4. Wenn a,b ganzzahlige Systeme desselben Typus m - n 
sind, zwischen welchen die Beziehung 


(16) b=p»-a-q 

besteht, während p,g ganzzahlige Einheitssysteme resp. vom 
Typus m- m und n-n sind, so ist auch umgekehrt 

a—pibegn,, 

wo pt, q7' gleichfalls solehe Systeme sind. In diesem 
Falle nennen wir die Systeme a,b einander äquivalent. 
Zur Aequivalenz zweier Systeme a, b (desselben Typus) 
ist nothwendig und hinreichend, dass sie gleichen 
Rang und gleiche Elementartheiler haben. Dass dies 
nothwendig sei, ist bereits in dem Schlusssatze von nr. 2 aus- 
gesprochen; dass es auch hinreicht, ergiebt sich aus dem Fun- 
damentalsatze (15), wie folgt: haben a,b gleichen Rang und 


Von den Elementartheilern der Zahlensysteme. 299 


gleiche Elementartheiler, so kann man 
p-a-g=E, r-b-s=E 


machen, wo p,r und g, s Einheitssysteme je des gleichen 
Typus sind; hieraus folgt aber 


r-b.s=p-.a-g 
also 
b=rip-a.gs!, 


wo nun r=!», qs=-!, weil aus Einheitssystemen resp. von 
gleichem Typus zusammengesetzt, wieder solche sind. 

Besteht allgemeiner zwischen a, b die Beziehung (16), 
während », g beliebige quadratische Systeme vom Typus 
m-m und n:n resp. sind, so wollen wir, eine Gauss’sche 
Ausdrucksweise verallgemeinernd, b unter a enthalten nennen. 
Die Aequivalenz ist somit nur ein besonderer Fall des 
Enthaltenseins. Alsdann lässt sich folgender Satz beweisen: 

Damit ein System b unter einem Systeme «a (des- 
selben Typus) enthalten sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass der Rang des Systems b nicht grösser 
ist als der von a, und dass die Elementartheiler von 
b Vielfache der entprechenden Elementartheiler von 
a sind*). 

Um diesen Satz zu begründen, betrachten wir zuvörderst 
zwei quadratische Systeme a,b vom Typus n-» und das 
aus ihnen zusammengesetzte quadratische System c desselben 
Typus. Sind a«s, Das, Cag die Elemente dieser drei Systeme, 
so besteht die allgemeine Beziehung: 


laß 2 Aaıdıa + WRRLEN + a —+ ann: 


Ist nun r der Rang von «a, so kann man zwei Einheits- 
systeme p,g vom Typus n-n angeben, so beschaffen, dass 
das zusammengesetzte System pa. qg das folgende wird: 


*) Dieser Satz ist (in einer andern Einkleidung) zuerst von Fro- 
benius in seiner grossen Abhandlung ‚Theorie der linearen Formen 
mit ganzen Üoefficienten“ im Journ. f. Math. 86 und 88, und zwar in 
letzterem Bande $. 114 bewiesen worden. Einen andern, dem hier 
dargestellten näherstehenden Beweis gab Hensel ‚über die Elementar- 
theiler componirter Systeme“ in dems. Journal 114 S. 109. 
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Erd 
OR AR 


7 ROTE REREFRR ER) 
00O.-.- 0 
Ä $) 
WO &, €, €, die r von Null verschiedenen Elementartheiler 
von «a sind, und man kann setzen: 


a Een 
wo g ein quadratisches System von »-n Zahlen ist, welche 
9. heissen mögen; diese Gleichheit lehrt offenbar, dass das 
Zıahlensystem d mit dem folgenden: 


e&ıdıı eidı2z *** Eeifin 


erIri erIr2 AB, erIrn 


Ö Ui 50, 


vom Typus » :» übereinstimmt. Nun ist aber erstlich, da d 
aus der Zusammensetzung eines Einheitssystems mit ce her- 
vorgeht, der grösste gemeinsame Theiler d, aller Unterdeter- 
minanten x‘ Grades von d gleich demjenigen von c. Man 
sieht, dass diese sämmtlich verschwinden, wenn x>r, dass 
alsö dann d,/ = 0 ist; für «<r dagegen wird jede von Null 
verschiedene Unterdeterminante x‘ Grades D, gleich dem 
Produkte aus x von den Elementartheilern e,,&,---e, und 
der entsprechenden Unterdeterminante G, des Systems 


RUE RSTTAU EN 


Iri Ir2 Di Irn 
O4 100er 


sein, sodass wir setzen dürfen 


7). = Ei, Eig .0oe. G% Ph 
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wenn i <i<-.-<i, gewisse, der Grösse nach geordnete 
Indices der Reihe 1,2,---r bedeuten. Betrachten wir ferner 
diejenigen Unterdeterminanten x — 1 Grades D,_ı, welche 
in der Determinante D, zu den Elementen ıhrer letzten Zeile 
adjungirt sind, so dürfen wir analog 


: Ge 


D,-ı = CR a BER 


setzen, und jede dieser Unterdeterminanten wird theilbar sein 
durch d,_ı. Da aber @, eine homogene lineare Funktion der 
gedachten G,_ı ist, so wird jedenfalls D, gleich e;, mal einer 
homogenen linearen Funktion der gedachten D,_ı und folg- 
lich durch e;, - d,_ı, umsomehr also durch 





eu ° d—ı = —. Od 

a 

theilbar sein. Dies gilt daher auch vom grössten gemeinsamen 
Theiler d, der sämmtlichen D,, mögen sie Null oder von 
Null verschieden sein, und somit ist d, theilbar durch 





d, ’ 
BE  du—ı 
oder 
d, ; d, 
el theilbar durch 7 — £,. 
»—1 »—1 


Man erhält also zunächst folgenden Satz: Ist ein qua- 
dratisches System aus zwei (oder mehreren) solchen 
Systemen zusammengesetzt, so ist jeder seiner (von 
Null verschiedenen) Elementartheiler ein Vielfaches 
des entsprechenden Elementartheilers eines jeden 
einzelnen der Systeme*). 

Zwar scheint der Satz durch das Vorhergehende nur be- 
züglich des ersten Faktors « bewiesen zu sein. Jedoch sind 
offenbar die Determinanten x" Grades, welche aus einem 
Systeme a sich bilden lassen, denjenigen gleich, die aus dem 
conjugirten Systeme a’ hervorgehen, somit auch die Zahlen 





*) Der hier mitgetheilte Beweis des Satzes findet sich bei Fro- 
benius „über die Elementartheiler der Determinanten“ in den Sitzungs- 
berichten der Berl. Ak. v. J. 1894, wo auch noch ein zweiter aus der 
Formel (19) dieses Capitels geschöpfter Beweis gegeben wird, 
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d, und die Reihe der Elementartheiler für beide dieselben. 
Ist aber c=a-b, so ist € = b’. a’, dem Bewiesenen zufolge 
also die Elementartheiler von c’ d. h. von e Vielfache der ent- 
sprechenden Elementartheiler von b’ d. i. von b. — 

5. Nunmehr betrachten wir ein rechteckiges System 
a vom Typus mn: 


Adıı Aı2 °""(Aın 


Ami imma Amnz 


wir setzen m <n voraus; entgegengesetzten Falls gelten ähn- 
liche Schlüsse. Erweitert man dies System durch Hinzu- 
fügung von n — m Zeilen mit Nullen zu einem quadratischen 
Systeme a, vom Typus nn: 


A1ı Aı2 "An 
Omi Um2 '** Amn 
I FE) 


so leuchtet ein, dass die Gesammtheit aller aus a« gebildeten 
Determinanten vom Grade «x <m mit der Gesammtheit aller 
solchen aus a, gebildeten bis auf gewisse hinzutretende Deter- 
minanten des letzteren, welche Null sind, übereinstimmt, und 
somit wird die mit d, bezeichnete Zahl und folglich auch e, 
für beide Systeme, so lange # < m ist, ein- und dieselbe sein. 
Ist ferner a® das aus dem quadratischen Systeme p: 


Pıı Pı2 °°* Pım 


Pmi Pm2 2: " Pnm 


und a zusammengesetzte System 


’ 


dıı dia * Aın 


G [4 ’ 
Ami (m2'** Amn p) 


so kann man das erweiterte System a,®: 
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ayı dy2 ar An 
Ami Im? * * IAmn 


I) 
dessen Elementartheiler e,, wie bemerkt, so lange # < m ist, 
mit denjenigen von a‘ übereinstimmen, als zusammengesetzt 
ansehen aus dem quadratischen Systeme p,: 


Pıı Pı2 **" Pım 0:0 


Pri m 3 5 Pmm 0 RAN 0 

FE el 10 

u BI ER Tas 
vom Typus n-» mit dem quadratischen Systeme a, vom 
gleichen Typus. Dem vorigen Satze zufolge werden mithin 
die (von Null verschiedenen) Elementartheiler von a» Viel- 
fache der entsprechenden Elementartheiler von «a sein. 


Wenn nun das System a® vom Typus m-n mit dem 
quadratischen Systeme qg vom Typus nn: 


Yin da 35 In 


Ani In? ik Ann 
sich zu dem Systeme b: 


biı bis De bi n 


023 Din N ni 


zusammensetzt, so entsteht offenbar aus dem erweiterten 
Systeme «a, durch jene Zusammensetzung das erweiterte 
System b;: 


biı bis Hs bin 


Dani Din? wet ER 


DT BR) 
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vom Typus % -n und seine (von Null verschiedenen) Elementar- 
theiler, welche, so lange x < m ist, mit denjenigen von b über- 
einstimmen, sind dem Hilfssatze zufolge Vielfache von den 
entsprechenden Elementartheilern von a®, folglich auch von : 
denjenigen von a. Soll also b unter a enthalten sein, 
so ist nothwendig, dass der Rang von b nicht grösser 
als der von a, und dass die Elementartheiler von b 
Vielfache der entsprechenden Elementartheiler von 
a sind. 

Nehmen wir aber diese Bedingungen als erfüllt an, und 
bestimmen Einheitssysteme p,r und 9,5 resp. vom Typus 
m-m und n-n, so dass E 


297.-0-q=E, vr.b.$ == :FUÜ 


wird, wo 
SER ee eb OEL 
BEE 0) 
LER . . . . . Pe . BR A} . 
E VE. Bar E 0.07 Se 


(EEE RR 0.04. 
und allgemein e, = 17, e, ist, während einige der letzten n, 
auch Null sein können. Offenbar wird auch 

Pu 9= En Nds EN 


sein, wenn wir durch den Index OÖ die resp. nach dem Obigen 
zu Quadraten erweiterten Systeme bezeichnen, und man findet 
sogleich %,® als zusammengesetzt aus dem Diagonalsysteme H,: 


TE 
0. Oak 
Oi 


0-08 0 tl 
vom Typus »-n und aus E,. Hieraus folgt aber 
6, = (ro HoP0) (as). 


Da nun, wie man sich leicht überzeugt, sowohl r,! als auch 


Von den Elementartheilern der Zahlensysteme. 305 


das zusammengesetzte System r,'H,p, dieselbe Gestalt hat, 
wie das System »,, so erschliesst man aus vorstehender Glei- 


chung diese andere 
b=D-.a.ıu 
, 


wenn unter ©, x gewisse quadratische Systeme vom Typus 
mm resp. nn verstanden werden, d.h. b ist unter a ent- 
halten. Die obgenannten Bedingungen genügen also 
auch dazu, dass b unter a enthalten ist, und somit ist 
der zu Beweis gestellte Satz jetzt vollkommen er- 
wiesen. 

6. Zur Abkürzung der Ausdrucksweise führen wir an 
dieser Stelle zwei Benennungen ein. Ist D, irgend eine aus 
einem System a gebildete Determinante x" Grades, so soll 
jede Unterdeterminante erster Ordnung von D,, die 
also stets eine aus « gebildete Determinante x — 1'°° Grades 
ist, kurz eine Subdeterminante von D, genannt werden; 
dagegen nennen wir jede aus « gebildete Determinante x + 1! 
Grades, welche D, als Unterdeterminante erster Ordnung ent- 
hält, eine Superdeterminante von D,*). 


Wenn man nun aus einem Systeme a: 


Ayı Aı2 "(in 


Ami Am?’ ** Amn 


irgend eine Determinante x‘ Grades herausnimmt, so lässt 
sich ihr System stets als eine Zusammensetzung des Systems 
a mit quadratischen Systemen auffassen. In der That erkennt 
man z. B. das System 


dıı Aa °** dia 


dy,ı Ay2 '** Ay 


sogleich als Resultat der Zusammensetzung folgender drei 
Systeme: 


*) Vgl. Hensel, über reguläre Determinanten und die aus ihnen 
abgeleiteten Systeme, Journ. f. Math. 114 S. 25. 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 20 
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dessen erstes vom Typus m : m, dessen letztes vom Typus n » » 
gedacht ist, während in beiden alle Glieder bis auf die ersten 
#* Diagonalglieder vom Werthe 1 gleich Null sind. Dem 
vorigen Matze zufolge darf man daher sagen: Ist D, irgend 
eine Determinante x" Grades des Systems a, und t, der grösste 


D 
gemeinsame Theiler aller ihrer Subdeterminanten, mithin u 


ıhr x" Elementartheiler &,, so ist &, ein Vielfaches von er. 
Denkt man sich diesen Quotienten für sämmtliche Determi- 


nanten x“® Grades von a gebildet, so wird folglich auch der . 


grösste gemeinsame Theiler 4, aller dieser Quotienten durch 
e, theilbar sein. Andererseits ist jedes D), theilbar durch d, und 





umsomehr eine ganze Zahl, und t,, als grösster gemein- 


% 
d,—_1 
samer Theiler gewisser Determinanten x — 1'% Grades von 
a, ist gewiss durch den grössten gemeinsamen Theiler dieser 
sämmtlichen Determinanten, d.i. durch d,_ı theilbar. Dem- 


nach ist der Quotient 








D, E D, u. L, 
d.—_ı b, d,—ı 

D, D, ER 

eine ganze Zahl oder _— durch — und folglich auch durch 
hl: % 


A, theilbar. Da dies für jede der Determinanten D, gilt, 
muss auch der grösste gemeinsame Theiler aller Quotienten 


D d 
ae dab *_ —e, theilbar sein durch /,. Aus beiden 
»—1 


Resultaten erschliesst man die Gleichheit 





»—1 


1, = L7E 


Hatten wir also bisher den Elementartheiler e, nur als Quo- 
tienten zweier grössten gemeinsamen Theiler definirt: 
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d 


&%=-——-, so zeigt sich jetzt e, selbst als ein grösster. 
1 


gemeinsamer Theiler bestimmt, wie folgt: Der x* Ele- 
mentartheiler eines Systems ist der grösste gemein- 
same Theiler der Quotienten, welche man erhält, wenn 
man jede Determinante x" Grades des Systems durch 
den grössten gemeinsamen Theiler ihrer Subdeter- 
minanten dividirt*). 

Ist das System a ein Theil eines Systems a, so wird jede 
Determinante x Grades aus a auch eine solche von « und 
jeder Quotient aus einer Determinante x" Grades von a und 
dem grössten gemeinsamen Theiler ihrer Subdeterminanten auch 
einer der analogen Quotienten von « sein; mithin ist gewiss 
der x'° Elementartheiler von a als grösster gemeinsamer Divisor 
sämmtlicher jener Quotienten theilbar durch den grössten ge- 
meinsamen Divisor dieser Quotienten d. ı. durch den «*® Ele- 
mentartheiler von a. Enthält also ein System a ein 
anderes a als Theil, so geht der «x Elementartheiler 
des ersteren im x" Elementartheiler des letzteren auf. 

Ist ferner eine Primzahl p in den mit d,, d,_ı, D,, t, 
bezeichneten Zahlen genau resp. &,, 1, % +4, %_ı +4 
Mal als Faktor enthalten, so sind A, A’ nicht-negative Zahlen, 


D 
und p ist in e, und Fe genau &, — %—ı TesSp. a — ı_ı tA—4 
% 
2 
ry 


A—4>0. So oft also A=0 ist, muss auch 4’—=( sein. 
Hieraus folgt der Satz: Ist D, eine Determinante x’ 
Grades, welche die Primzahl p genau so oft als Faktor 
enthält, als sie im grössten gemeinsamen Theiler d, 
aller solcher Determinanten aufgeht, so muss auch 
unter ihren Subdeterminanten eine sein, welche die 
Primzahl p in der gleichen Potenz enthält, wie d,_ı. 

7. Bevor wir die grosse Reihe der Folgerungen weiter 


Mal enthalten. Da durch 1, == e, theilbar ist, findet sich 


*), Diese Definition fand zuerst Stephen Smith in seiner Abhand- 
lung: On Systems of Linear Indeterminate Equations and Congruences, 
Phil. Trans. 151 p. 293. 

20* 
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entwickeln, welche die in der Formel (15) ausgesprochene 
Reduktion ganzzahliger Systeme zu ziehen gestattet, stellen 
wir ihr eine zweite ähnliche an die Seite. 

Gesetzt wieder, r sei der Rang des Systems a, und zu- 
erst m <n, so können wir durch eine eventuelle vorgängige 
Umformung, zu der es nur der Vertauschung gewisser Zeilen 
bedarf, bewirken, dass die aus den ersten r Zeilen möglichen 
Determinanten r'®" Grades nicht sämmtlich verschwinden; als- 
dann verschwinden auch, wenn #<r, nicht sämmtliche aus 
den ersten «x Zeilen möglichen Determinanten x‘ Grades, denn 
jene können als lineare homogene Funktionen von diesen 
dargestellt werden. Ist dies geschehen, so sei allgemein r, 
grösster gemeinsamer Theiler aller Determinanten x‘ Grades, 
die aus den ersten x Zeilen herstellbar sind, sodass, da jede 
solche eine homogene lineare Funktion von Determinanten 
# — 1'% Grades ist, die aus den ersten x — 1 Zeilen her- 
T, 





stellbar sind, jedenfalls _— = u, eine ganze Zahl sein wird. 


„—1 

Wenn man nun zur Rechten mit Einheitssystemen zusammen- 
setzt, so erkennt man zuvörderst ganz wie bei der früheren 
Reduktion, dass die Zahlen r, also auch u, dabei ungeändert 
bleiben; denn die Determinanten x‘ Grades, welche aus den 
ersten x Zeilen gebildet werden, sind bei dem zusammen- 
gesetzten Systeme homogene lineare Funktionen derjenigen, 
welche bei dem ursprünglichen Systeme aus den ersten x 
Zeilen gebildet sind, und umgekehrt; ferner sieht man, dass 
man diese Einheitssysteme so wählen d. h. die Spalten so mit 
einander verbinden kann, dass die erste Zeile die Gestalt an- 


nımmt: 
Tr, DAN Er 0, 
Ist dann 
ba, Da2 , Das, Ar bon 


die neue zweite Zeile, so können, wenn r > 2, nicht sämmt- 
liche Zahlen bas, bes, -*- da„ Null sein, da sonst sämmtliche 
aus den ersten zwei Zeilen genommenen Determinanten 
2% Grades Null wären, was, wie bemerkt, nicht sein kann. 
Daher haben dann bs, be3, --- bg, den grössten gemeinsamen 
Theiler «,, und durch geeignete Verbindung der letzten n —1 
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Spalten kann man die zweite Zeile umformen in 
by; ug, SE 0, 


und wenn man nun die zweite Spalte, mit einer passenden 
ganzen Zahl multiplieirt, zur ersten fügt, wodurch die erste 
Zeile ungeändert bleibt, b,, positiv und kleiner machen als 
%;. Auf ähnliche Weise führt man sodann die dritte Zeile 
in die Gestalt 
Czyy Oggy U, 0 OÖ 

über, worin c,,, €, positiv und kleiner sind als u, u. s. w. bis 
zur r'°" Zeile, welche die Form erhalten wird: 


d-i, dr2, .o.. ER Ur, 0 oe». 0, 
d,ı, d,2, Eon Be 


positiv und kleiner sind als «.. Sind nun überhaupt noch 
Zeilen vorhanden, so muss jede von ihnen die Gestalt haben: 


%, #2, ehe Kr —1;, Kr, 0 a 0, 


damit jede Determinante r + 1" Grades Null sei. Man ge- 
langt also durch Zusammensetzung mit Einheits- 
systemen zu einem System der folgenden Gestalt: 


EEE RN ER 
a Ds; 


nn 17 FREE BB. Bo SREE EEE Y EL 0 Bra eR 
EEE HER, Ors3- 
ug 
in welchem die letzten n— r Spalten aus Nullen bestehen, 
die Zeilen von der r + 1° an aber ausfallen, wenn 
r=m. 

Wäre zweitens m>n, so würde nach einer eventuellen 
vorläufigen Vertauschung gewisser Spalten eine ähnliche 
Operation an den Zeilen d. h. eine Zusammensetzung 
mit Einheitssystemen auf der linken Seite das System «a 
in die entsprechende Form 
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u Die + dır hr 

(7 Hall-2r. der ha 
(17b) 0 Onmeda 

El er Pr she 


Dale 0 


überführen, in welcher die letzten m — r Zeilen aus Nullen 
bestehen, die Spalten von der r + 1" an aber ausfallen, 
wenn r —= N. 

8. Wir benutzen diese Resultate vor allem zum Beweise 
eines wichtigen Satzes*). Sei D,_ı eine aus den Zeilen i,, 
ia,’ %e—ı und den En hi, he, h„—ı, ebenso D, eine 
aus den Zeilen f}, fs, :;* f und den Bnalteh 95.00, 0° Gr 
a gebildete Theft “= eserosp Gr , wobei 
es zulässig ist, dass die f sich theilweise mit den i, die g mit 
den h decken. Wir betrachten das Zahlensystem a: 


di; hi ar A; hu—1 di; 91 ich di; I 
TR RAT Oi,_19 
Ayyıı ne Ay gık) "0 Ay 
Of,n = Wehe Qr,g BL Or,9, ? 


welches aus (2% — 1) - (2#* — 1) Elementen besteht und zur 
Abkürzung durch 


Q;n a; g 
Oyna Io 


bezeichnet werden mag. Der zu beweisende Satz lautet 
dann so: 

Das Produkt D,_,: D, ıst theilbar durch das Pro- 
dukt aus dem grössten gemeinsamen Theiler aller 
Subdeterminanten von D, und dem grössten gemein- 
samen Theiler aller aus a gebildeten Superdetermi- 





*) Vgl. Frobenius in der zuletzt angeführten Arbeit. 


j 
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nanten von D,_ı. Da nämlich das Rechteck der Elemente 
d;n vom Typus #x(# — 1) ist, kann das System a, indem man 
die letzte Reduktionsmethode zur Reduktion jenes Rechtecks 
verwendet, durch Zusammensetzung mit Einheitssystemen, die 
nur eine Vertauschung der ersten « — 1 Spalten von a 
bewirken und nur die letzten x Zeilen verändern, in ein 
anderes a’ verwandelt werden, in welchem die letzte Zeile 
des genannten Rechtecks aus Nullen besteht; es sei folgendes: 
din dig 
An Ayo, 

wobei dem Gesagten zufolge die Determinante | «a;, | numerisch 
gleich |a;,| d. ı. gleich D,_ı sein muss. Da zugleich das 
System a,, aus a,, durch Zusammensetzung mit den ange- 
wandten Einheitssystemen der zuletzt genannten Art hervor- 
geht, muss sowohl die Determinante |«a,, | numerisch gleich 
|ay,, | d.i. D,, als auch der grösste gemeinsame Theiler ®,_ı 
aller Subdeterminanten für beide Determinanten derselbe sein. 
Endlich muss aber auch der grösste gemeinsame Theiler D) 
aller aus a gebildeten Superdeterminanten von |a;, | dem- 
jenigen aller aus a’ gebildeten Superdeterminanten von | a; | 
gleich sein; denn, da jede der letzten x Zeilen von a’ nur eine 
homogene lineare Verbindung der letzten x Zeilen von a sein 
kann, so ist jede von den letzteren Superdeterminanten auch 
eine homogene lineare Verbindung der ersteren, also jede von 
jenen durch den grössten gemeinsamen Theiler von diesen 
theilbar, und, weil nur Einheitssysteme zur Zusammensetzung 
benutzt wurden, auch umgekehrt. Betrachtet man aber ins- 
besondere diejenigen Superdeterminanten von |a;, |, welche 
Elemente der letzten Zeile des Systems a’ enthalten, so sind 
diese gleich je einem Elemente der letzten Zeile von a,,mal 
\an|=+ D,-ı, und folglich ist d- D,_ı ihr grösster ge- 
meinsamer Theiler, wenn man mit d denjenigen aller Elemente 
der letzten Zeile von a,, bezeichnet; mithin ist jedenfalls d- D,_, 
ein Vielfaches der Zahl D®®, die ein, allen aus a’ gebildeten 
Superdeterminanten von |a;, | gemeinsamer Faktor ist. 

Andererseits ist die Determinante |a,,|=-+ D,, weil 
sie homogen und linear ist sowohl nach den Elementen ihrer 
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letzten Zeile als auch nach den Subdeterminanten ihrer « — 1 
ersten Zeilen, theilbar durch d- D,_ı. Daraus folgt, dass 
dD,-ı:D, durch D%.dD,_-ı und folglich D,_ıD, durch 
DM D,_ı theilbar ist, w. z. b. w. 

9. Ist nun p irgend eine Primzahl, so wollen wir mit 
2°» die höchste Potenz derselben bezeichnen, welche in der 
Zahl d, aufgeht, wo 0%, = 0 zu setzen ist, wenn d, diese Prim- 
zahl überhaupt nicht als Faktor enthält. Da 


e er d,d, 








Kon EN z—1 RER »—2 
_— . re nn mu 2 
nt d,_ı d,_g 0, 


eine ganze Zahl ist, ergiebt sich mit Bezug auf jede Prim- 
zahl 9 die Beziehung: 


(18) Oy -H O2 SF Dog Ö oder Öx war GRRR = Od Eu Dass 


Seien ferner px, p’x—ı die höchsten Potenzen von », welche 
in D, resp. in allen ihren Subdeterminanten und folglich in 
D,_ı, dagegen p’z—ı, p°® diejenigen, welche in D,_, resp. 
in allen ihren aus a gebildeten Superdeterminanten und folg- 
lich in D“ aufgehen: dann besteht dem letztbewiesenen Satze 
zufolge die zweite Ungleichheit: 


(19) 6, + 6,1 > 69 + 6,-ı. 

Wir entwickeln einige Folgerungen aus diesen beiden Un- 
gleichheiten, führen aber zunächst mit Hensel zu diesem 
/wecke eine bequeme Benennung ein. Weil nämlich 9% die 
höchste in d, d. ı. in sämmtlichen Unterdeterminanten „t® 
Grades des Systems a aufgehende Potenz von p ist, muss es 
unter den letzteren sicher eine geben, welche genau durch 
2°» theilbar ist; jede solche Unterdeterminante wollen wir 
eine mit Bezug auf p reguläre Unterdeterminante 
x» Grades nennen. 

Nehmen wir nun erstens an, D, und D,_ı seien regu- 
lär mit Bezug auf p. Dann ist 


Ö, —, OÖ, ER == %—1 
und die Ungleichheit (19) nimmt die Form an: 


Ü% + OH 3 0%) = [u Pr I 
Andererseits ist jede Superdeterminante von D,_, als Unter- 
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determinante x°® Grades (wenn sie nicht Null ist) durch 92%, 
und jede Subdeterminante von D, als Unterdeterminante 
# — 1‘ Grades durch 9%-ı theilbar, also 


0 > Öx, 6,—1 = %—1 


+ 06,_ı >, -+ %-ı, 


was in Verbindung mit der obigen Ungleichheit sofort die 
Gleichheiten 


also 


or — Öx; 6,1 = %—1 


ergiebt. Demnach giebt es unter den aus a, umsomehr also 
unter den aus a gebildeten Superdeterminanten von D,_-ı 
mindestens eine, welche genau durch p%, unter den Subdeter- 
minanten von D, eine, welche genau durch p%-ı theilbar ist, 
oder man erhält folgende zwei Sätze: 

I. Jede mit Bezug auf p reguläre Determinante 
x’ Grades eines Systems a («> 1) enthält eine solche 
reguläre Determinante x — 1!” Grades als Unterdeter- 
minante. 

II. Jede mit Bezug auf p reguläre Determinante 
#» — 1!" Grades (x nicht grösser als die kleinste der 
beiden Zahlen m,n) ist in einer solchen regulären 
Determinante x" Grades als Unterdeterminante ent- 
halten*). | 

Den ersten dieser beiden Sätze fanden wir bereits auf 
anderem Wege in nr. 6. 

Wir wollen ferner eine Unterdeterminante x“ 
Grades — ohne Bezug auf eine bestimmte Primzahl — 
regulär nennen, wenn sie dem grössten Theiler d, 
aller solcher Unterdeterminanten numerisch gleich 
ist. Das System ihrer Subdeterminanten resp. das 
ihrer Superdeterminanten heisse regulär, wenn ihr 
grösster gemeinsamer Theiler gleich d,_ı resp. gleich d,+ı 


*, $S. Hensel, über reguläre Determinanten etc. S. 29. Fro- 
benius hat dieselben Sätze bewiesen im Sitzungsbericht d. B. Ak. 
1894 S. 31—44; er erhält dort die Ungleichheit (19) aus einer von 
Kronecker (Journ. f. Math. 72 S. 153) gegebenen Determinanten- 
Identität. 
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ist. Aus den beiden erhaltenen Sätzen folgt dann der nach- 
stehende*): 

Ist eine Unterdeterminante xt" Grades regulär, 
so ist auch das System aller ihrer Subdeterminanten, 
wie auch dasjenige aller ihrer Superdeterminanten 
regulär. In der That ist die Determinante dann auch regulär 
in Bezug auf jede Primzahl p, unter ihren Subdeterminanten 
ist also eine, welche genau durch 9%-ı aufgeht, der grösste 
gemeinsame Theiler derselben enthält folglich jede Primzahl 
p genau ebenso oft wie d,_, und muss folglich gleich d,_ı 
sein. In derselben Weise zeigt sich, dass der grösste gemein- 
same Theiler aller Superdeterminanten der regulären Deter- 
minante xt Grades gleich dern ist. 

Eine weitere Folgerung aus den beiden obigen Mätze ist 
dieser andere: 

Sind D; und D, zwei mit Bezug auf p reguläre 
Determinanten eines Systems resp. vom Grade i und 
h, ist D; eine Unterdeterminante von D,, und x eine 
Zahl zwischen © und h, so giebt es eine mit Bezug auf 
p reguläre Determinante D, des Systems vom Grade 
x, welche D; als Unterdeterminante enthält, und selbst 
als solche ın D, enthalten ist. Denn D; wird als eine 
mit Bezug auf p reguläre Unterdeterminante des gesammten 
Systems auch eine solche reguläre Unterdeterminante des- 
jenigen Theilsystems sein, aus welchem D, gebildet ist, und 
daher findet sich, in wiederholter Anwendung des zweiten 
unserer Sätze, eine Determinante D, der gedachten Art, welche 
wenigstens in Hinsicht auf dies Theilsystem regulär ist, d.h. 
pin derselben Potenz p’» enthält, wie der grösste gemeinsame 
Theiler aller Unterdeterminanten xt" Grades von D,. Da aber 
D, regulär ist in Hinsicht auf das gesammte System, so folgt 
durch wiederholte Anwendung des ersten unserer Sätze, dass 
= 6, also D, auch für das gesammte System regulär sein 
muss, und somit die Richtigkeit der Behauptung. 

Wir nehmen nun zweitens nur D), als regulär an mit 
Bezug auf p. Dann ist 

0. = $y. 


*, 8. Hensel a. a. 0. 8. 26. 
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Da zugleich 6,_ı > &%,—ı sein muss, folgt 

ou — 1 > du — 6,1 d. i. wegen (19) > 09 — d,_ı. 
Geht aber p in sämmtlichen Superdeterminanten von D,_ı 
in der Potenz p’” auf, so ist gewiss 69 Z0® und deshalb 

7 E 1 > 0%) Krre Or 
In dem besonderen Falle, in welchem D,_ı regulär also 
0 — 1 

ist, kann 6% nur gleich ©, sein, und die Ungleichheit ver- 
wandelt sich in die Gleichheit 


2 — 1 = IM — d,_1. 


&, 


Nun ist wegen e, = die Potenz p%»—=%-ı die höchste in 





d,_1 
e, aufgehende Potenz von p, man erhält also folgenden Satz: 

Theilt man den grössten gemeinsamen Theiler aller 
Superdeterminanten einer (von Null verschiedenen) 
Determinante x — 1! Grades durch diese letztere, 
so enthält der Quotient jede Primzahl » höchstens, 
und falls die Determinante regulär ist mit Bezug auf 
p, genau in derselben Potenz, wie der x Elementar- 
theiler des Systems. 

Wird drittens umgekehrt D,_, als regulär mit Bezug 
auf p also 

0,1 = %-1 
vorausgesetzt, so folgt, da stets 69) > 0, ist und wegen (19) 
Öy Doz —1 577 0%) Fr OH <z Ö, 6,—1- 


In dem besonderen Falle, wo auch D, regulär also d, =, 
ist, muss nach dem Matze I auch o,_ı = Ö,_ı sein und die 


Ungleichheit geht in die Gleichheit 
— ı,-ı = On One 


über. Sonach ergiebt sich der weitere Satz: 

Theilt man eine (von Null verschiedene) Deter- 
minante x!® Grades eines Systems durch den grössten 
gemeinsamen Theiler ihrer Subdeterminanten, so ent- 
hält der Quotient jede Primzahl p mindestens, und, 
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falls die Determinante regulär ist mit Bezug aufp, 
genau in derselben Potenz, wie der x Elementar- 
theiler des Systems*). 

Als homogene lineare Funktion ihrer Subdeterminanten 
ist die Determinante jedenfalls durch den grössten gemein- 
samen Theiler der letzteren theilbar. Demnach ist der ge- 
dachte Quotient eine ganze, durch e, theilbare Zahl. 

Nun giebt es unter den Determinanten xt" Grades des 
Systems für jede Primzahl p wenigstens eine, welche in Bezug 
auf sie regulär ist. Werden also die gedachten Quotienten 
für sämmtliche jener Determinanten gebildet, so enthält einer 
von ihnen und folglich auch ihr grösster gemeinsamer Theiler 
die Primzahl p d. i. jede Primzahl genau in derselben Potenz 
wie e, und muss folglich gleich e, sein. Wir gelangen auf 
diese Weise zu der Smith’schen Definition des „t® 
Elementartheilers wieder zurück. 
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Die linearen Gleichungen. 


1. Von den im Vorigen entwickelten Eigenschaften der 
Elementartheiler wollen wir jetzt eine Reihe von Anwendungen 
auf die Theorie der linearen Gleichungen und Con- 
gruenzen machen. Wir führen hier von vornherein zwei 
Ausdrücke ein, deren wir uns dabei zur Abkürzung bedienen. 
Ist « ein Zahlensystem vom Typus mn, so sollen diejenigen 
Determinanten vona, welche den höchsten Grad haben, 
also den Grad m oder n, jenachdem m <n oder m>n ist, 
kurz „die Determinanten“ des Zahlensystems genannt 
werden. Ist ihr grösster gemeinsamer Theiler, also die Zahl 


*) Als eine Folgerung dieses Satzes heben wir hier den folgenden 
hervor: Ist D, eine Unterdeterminante «»!" Grades des Systems 


und gehen alle ihre Subdeterminanten durch pir—ır! auf, 
so ist D, selbst durch pt? theilbar, 


re es ee ee a u 
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d, resp. d„, der Einheit gleich, so soll das Zahlensystem a 
ein Primsystem heissen. 
Sind nun 
Aa = AaıCı + Mazda ++ Aaniln 
(e=1,2,*-« m) 
m Linearformen, deren System a vom Range r ist, so können 
wir statt ihrer durch die Substitution (5) vorigen Capitels zu- 
nächst m andere 
Aa = Oaıkı 4 Maag + + Gankn 
(e=1,2,::-m) 
einführen und diese dann durch die Substitution (9) ebenda- 
selbst in ebensoviel lineare Formen 


iD. = ba1Yı + Da3%3 + au + Dar 
(a-— An 2 3 m) 
mit den »% Unbestimmten %,,%,'':%„. verwandeln. Wählt 
man hierbei aber die Systeme »,g so, dass 
bay-a:q=E 

wird, so nehmen die letzteren Formen die Gestalt an: 
B=ey, B=&%,''P=eYy, Brrı=0, DO 
und lehren, so oft r <m ist, dass die Elemente des Zahlen- 


systems 
b.+1,1 b.+1,2 Mn Dee 


Dani Dina we Dan 
Null sind; mithin bestehen folgende Relationen: 


AeıJı8 gr Aa2425 a lg Ion An ß —(, 
@=r-+1,-'-m; P=12,:--n) 
aus denen man, da die Determinante ) =1 ist, für dieselben 
Werthe der Indices «, ß 
Ua 8 —= () 
d. h. die Gleichungen 
Paıdıa + Pasdas + + Pamlmp = 0 
(e=r+1l,::m; ß=1,2,:-:n) 
erhält. Die m Elemente as, d23, °** dmg sind mithin m — r 
Bedingungsgleichungen unterworfen, deren Coefficienten, da p 
ein Einheitssystem ist, ein Primsystem bilden. Da hiernach 
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wenigstens eine Determinante des letzteren von Null verschieden 
ist, so lassen sich für jeden Index £ aus jenen m — r Glei- 
chungen m — r der Elemente aı 3, @23, Am s als die gleichen 
homogenen linearen Funktionen der übrigen darstellen, sodass 
auch die entsprechenden Formen A,, A,, ::: A„ dieselben 
homogenen linearen Funktionen der übrigen von ihnen werden. 
Man erkennt auf solche Weise den Satz: So oft der Rang 
r des Zahlensystems a kleiner als m ist, sind die 
Formen A, nicht unabhängig von einander, vielmehr 
sind m — r von ihnen homogene lineare Funktionen 
der übrigen r. Die letzteren aber sind unabhängig 
von einander. Gesetzt nämlich, sie seien die Formen A,, 
A,,:::A,, so kann keine lineare Relation 


A, th: +oA—=0 


zwischen ihnen bestehen, ohne dass sämmtliche Coefficienten 
&,@&g,**-@&, verschwinden; denn letztere müssten die n Glei- 
chungen 


ei 


dıa 01 + dan 0a + 23 + 4,8 dr = 0 


=1,2,:-:n) 


erfüllen, unter denen es doch, da r der Rang von «a ist, r 
geben muss, deren Determinante von Null verschieden ist. 
Wenn wir hiernach ein System von m Gleichungen 


A) en 


(@e=1,2,-:: m) 


betrachten, so werden, so oft r <m ist, die Formen A, nicht 
unabhängig von einander sein und deshalb die Constanten 
a. durch genau dieselben homogenen linearen Glei- 
chungen mit einander verbunden sein müssen, wie 
die Formen, damit die Gleichungen sich nicht wider- 
sprechen. Ist aber diese nothwendige Bedingung erfüllt, 
sind also m — r der Constanten @,,d,,-d„ dieselben homo- 
genen linearen Funktionen der übrigen, wie die entsprechenden 
Formen A,,As,::-A„ von den übrigen derselben, so sind 
ebenso viel der Gleichungen (1) die Folge der übrigen r und 
man braucht nur diese letzteren beizubehalten. Auf solche 
Weise kommt man stets auf den Fall, wo der Rang 
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des Systems a gleich der Anzahl der Gleichungen ist, 
oder auf den Fall unabhängiger Gleichungen zurück. 

2. Ist insbesondere das System (1) ein überschüssiges 
System von Gleichungen d.h. m>n, so würden wir, 
falls r <n wäre, durch diese Betrachtung sogleich auf ein 
unzureichendes System von r <n Gleichungen mit 2 Un- 
bekannten geführt, wie wir nachher es betrachten werden. 
Mithin dürfen wir, da r nicht > n sein kann, r=n vor- 
aussetzen. Ist alsdann die oben für die Auflösbar- 
keit der Gleichungen gefundene nothwendige Bedin- 
gung erfüllt, so werden die Gleichungen (1) stets eine 
(einzige) Lösung wenigstens in ratronalen Zahlen be- 
sitzen. Denn bei derselben Wahl der Systeme p, q wie zu- 
vor sind sie den Gleichungen 
(2) | aWaß un a, &Y 7 Ay, Ber Yr Ze A, 
völlig gleichbedeutend, von denen die letzteren nach der Vor- 
aussetzung erfüllt sind, während die ersteren durch ein ratio- 
nales Werthsystem der y, folglich die Gleichungen (1) auch 
durch ein solches Werthsystem der x auflösbar sind. Ist 
aber das System a ein Primsystem, so ist die ausge- 
sprochene nothwendige zugleich auch die ausreichende 
Bedingung dafür, dass die Gleichungen (1) eine (ein- 
zige) Lösung in ganzen Zahlen besitzen. Denn alsdann 
ist du, = &8&:::&%, = 1 und somit sämmtliche Elementartheiler 
&1, €," der Einheit gleich, die y, welche (2) genügen, 
ganze Zahlen und also auch die ihnen entsprechenden x eine 
ganzzahlige Lösung der gegebenen Gleichungen. 

Weil, so oft die nothwendige Bedingung für die Auflös- 
barkeit der Gleichungen (1) erfüllt ist, in dem erweiterten 
Systeme a: 


et, 0) 


dıı Aı2 "+ An Aı 
Agı A22 "*- dan da 
Ami Am2 °** Ann Um 


die Elemente gewisser m — n Zeilen jedesmal die gleichen 
homogenen linearen Funktionen der entsprechenden Elemente 
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der übrigen n Reihen sind, so werden dann die Determinanten 
dieses Systems nothwendig verschwinden, während dies nach 
der Voraussetzung bei dem Systeme a nicht der Fall ist. Man 
überzeugt sich leicht, dass auch umgekehrt, wenn 
diese Bedingung erfüllt, also nicht die Determinanten 
des Systems a, wohl aber die Determinanten des er- 
weiterten Systems Null sind, eine (einzige) rationale 
und, wenn a ein Primsystem ist, eine (einzige) ganz- 
zahlige Lösung der Gleichungen vorhanden ist. In 
der That, ist z. B. die Determinante 7 der ersten » Glei- 
chungen von Null verschieden, so findet man die Zahlen «,, 
%,, **" %n, welche ihnen genügen, mittels der Formel 


Ay + A1i—ı1 Ari+ı ** An A 
1.0 = (— 1er it. 


U Ani—ı Ansit1 “Ann On 
und folglich wird 
dıı d12 ir a1 
( n+h AR) Ani An? “++ (Ayn An 


An+tn,1ı dn+n2°"" An+nn An+n 
d. i. nach der Voraussetzung 
An+n — (OAn+h;> 

also auch den übrigen Gleichungen Genüge geleistet. Die 
Zahlen &,,%,,*:-&, sind eindeutig bestimmt und haben ratio- 
nale Werthe, deren Generalnenner nur ein Faktor von I sein 
kann. Wählt man aber für 7 nach und nach bei dieser Be- 
trachtung sämmtliche von Null verschiedene Determinanten 
des Systems a, welche, so oft a ein Primsystem ist, den ein- 
zigen Faktor 1 gemein haben, so sieht man, dass jener General- 
nenner in diesem Falle nur 1 sein kann, die Lösung also 
eine ganzzahlige ist. 

Von diesem Satze machen wir sogleich Gebrauch, um 
folgenden anderen zu beweisen: 

Wenn a ein beliebiges, ® ein Primsystem vom 
Typus m(m + u) ist und die entsprechenden Deter- 
minanten beider sind einander proportional, jede 
Determinante von a also, wenn unter d der grösste 
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gemeinsame Theiler aller Determinanten von a ver- 
standen wird, gleich dmal der correspondirenden 
Determinante von ®, so lässt sich auf unzweideutige 
Weise ein System d vom Typus m-m und mit der 
Determinante 4=d angeben, so beschaffen, dass 


(3) a—I.5 
ist. In der That hat man, um diese Beziehung zu erfüllen, 


die m m Zahlen d.s so zu wählen, dass diejenigen von ihnen, 
welche die «'® Reihe bilden, den m + u Gleichungen 


(4) bar: Bıpt Gar Bag +: + dam Ömp 
=1,2,.:-m+W 

Genüge leisten; das System der Coefficienten ©, ; dieser Glei- 

chungen ist aber der Annahme zufolge ein Primsystem und 

das durch die Spalte a.ı, dag," dam+. erweiterte System 

hat lauter verschwindende Determinanten; in der That erweist 

sich z. B. die Determinante ;- 








| Gdai 11 21 + Ömi 
(dam GÖim gm Ze" Omm j 
da,m+1 O1,m+1 @2,m-+1 vb Om,m+i 


wenn sie nach den Elementen der ersten Spalte entwickelt 


: . 1 
gedacht wird, nach der Voraussetzung gleich 7 mal der Deter- 
minante | 


| 
dei d11 da + Omi | 
dam dm dam + Amm |? 
Gda,m+1 dı,m +1 42,m-+1''" Amm+1 


welche, da « einen der Werthe 1,2,--. m bedeutet, zwei 
gleiche Spalten also den Werth Null hat. Dem vorigen Satze 
zufolge giebt es also ein System von Zahlen d.;, welche 
die Gleichungen (4) befriedigen; und wenn man diese für 
«e=1,2,.-:m und für je m Werthe ß der Reihe 


u 2, A! EL u 
aufstellt, so lehren sie, dass die aus diesen m- m Werthen 


du; gebildete Determinante d. i. jede Determinante des Systems 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 21 


N 
ä i > ‘ uf Ba) 
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a gleich Jmal der entsprechenden Determinante des Systems 
©, folglich 

4=d 
ist. — 

3. Indem wir zu dem Falle eines unzureichenden 
Systems von linearen Gleichungen übergehen, betrachten 
wir zuerst homogene Gleichungen. Gesetzt also, man 
habe m Gleichungen mit n > m Unbekannten 
(8) A—0; 
wir dürfen sie als unabhängig also r = m voraussetzen. Ver- 
fährt man, wie im vorigen Falle, bestimmt also zwei Einheits- 
systeme p,g oder zwei Substitutionen (5), (9) vorigen Capitels 
so dass 

2-0 q=KE 
wird, so gehen die Gleichungen (5) in folgendes System gleich- 
bedeutender Gleichungen über: 

ey =I, ya —0, :: - EmYm = 0 
und liefern die einzige Lösung 
Y— Va 
während Y%m-+1,''%„ willkürlich bleiben. Nach (9) vorigen 
Capitels findet sich also die vollständige Auflösung der 
Gleichungen (5) mittels nachstehender Formel: 
(6) La = Go,m+1'Ym$ı + + an’ Yn, 
(«=1,2,:-n) 

wenn darin für Ym+1, Ym+2,°''% sämmtliche ganze 
Zahlen gesetzt werden. | 

Insbesondere erhält man, indem man diese Zahlen sämmt- 
lich gleich O wählt bis auf ym+7, welches gleich 1 gewählt 
werde, n — m specielle Auflösungen der Gleichungen (5): 


(7) 231 = Q1,m+p, Ip = P2,m+Pp, "pn = In,m+P5 
(#=1,2,:::n— m) 

welche dadurch ausgezeichnet sind, dass jede andere 

Auflösung als eine ganzzahlige homogene lineare 

Funktion von ihnen dargestellt werden kann. In der 

That liefert die Formel (6), wenn %.+3 kurz us genannt und 

u=n— m gesetzt wird, folgende Ausdrücke: 
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u u 
I 
8) = > Us %ı, % = N, Us’ 892, "in = > Us Kan 
P=1 


B=1 p=1 

als allgemeinste Auflösung der gegebenen Gleichungen. 
Aus diesem Grunde nennt man die u besonderen Auflösungen 
(7) ein System fundamentaler Auflösungen; sie bilden 
ein Zahlensystem x vom Typus u-n, von welchem 
man sogleich einsieht, dass es ein Primsystem ist. In 
der That besteht dies Zahlensystem aus den letzten uw Spalten 
des Systems g; da die der Einheit gleiche Determinante © 
des letzteren als homogene lineare Funktion der Determinanten 
jener u Spalten darstellbar ist, kann der grösste gemeinsame 
Theiler dieser letzteren nur der Einheit gleich sein, w. z. b. w. 

Hieraus ist einzusehen, dass kein System von 
Fundamentalauflösungen aus weniger als u Lösungen 
bestehen kann. Denn bildeten 


Yaı, Yp2, °** Yan 
(=1,2,::-4) 
ein solches Fundamentalsystem von A < u Lösungen, so würde 
man setzen können 
Ka = l3ıYia 4 CB2Yaa tra 
P=1,%:. dje=L2::-n) 

und für das System der x. vom Typus w-n würden, obwohl 
es ein Primsystem ist, alle Determinanten verschwinden. 

Man nennt mehrere Lösungen der Gleichungen (5) un- 
abhängige Lösungen, wenn nicht sämmtliche Determinanten 
des aus ihnen gebildeten Zahlensystems gleich Null sind; z. B. 
bilden die fundamentalen Lösungen (7) ein System von u un- 
abhängigen Lösungen. Man erkennt zunächst, dass die 
Anzahl unabhängiger Lösungen nicht grösser als uw 
sein kann. Denn, sind 

Yaız, Ya2s "Yan 
@=1,2,::u+1) 
irgend welche u + 1 Lösungen, so bestehen den allgemeinen 
Formeln (8) gemäss folgende Gleichungen: 
Yap = Uaıkıg + UaaXap +: + Yaukup 


(=1,23,:-u+1;$=123.:n) 
21” 
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und in dem Zahlensysteme vom Typus (u + 1)n dieser Zahlen 
Y«; würden nothwendig alle Determinanten u + 1‘ Grades 
verschwinden. Somit sind je wu 1 Lösungen von einander 
abhängig und die Anzahl unabhängiger Lösungen höchstens 
gleich u. 
Dies vorausgeschickt, seien 
Yaı, Ya, '"" Yan 
(=1,2,:::M) 

irgend welche u Lösungen der Gleichungen (5) und y ihr 
Zahlensystem. Aus den un Gleichungen | 


(9) Yap = MUaıkıp 4 Mazda +: YUaulup 
(=1,23,-:: 4; ß=12,:-:n) 
folgt y als das zusammengesetzte System 
y=u-%, 
wenn man mit «,& resp. die Systeme 


U Ur °°* Uu %ı Ka °'' Yn 
und 
Uui Uu2 ra My Lui Ku2 ot Kun 


vom Typus u u resp. un bezeichnet. Für je u Lösungen 
findet mithin die Beziehung statt 
(10) Vor Ur Us 

Nimmt man in den Gleichungen (9) für « seine sämmt- 
lichen, für ß aber je u Werthe der Reihe 1,2,.--n, so ist 
ihnen zufolge die aus den entsprechenden u” Elementen Yaz 
gebildete d. h. jede Determinante von y gleich der ent- 
sprechenden Determinante von x mal der Determi- 
nante U des quadratischen Systems u. 

Da das System x aber ein Primsystem ist, folgt hieraus 
U=0, falls y ein System von einander abhängiger, U gleich 
dem grössten gemeinsamen Theiler aller Determinanten von 
y, falls y ein System unabhängiger Lösungen ist, und auch 
umgekehrt. Also: Jenachdem U von Null verschieden 
oder gleich Null ist, wird y ein System von u unab- 
hängigen Lösungen sein oder nicht, und im ersten 
Falle ist U der grösste gemeinsame Theiler aller 
Determinanten von y. 
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Aus den Betrachtungen, welche dies Ergebniss geliefert, 
entnimmt man ohne Mühe den weiteren Satz: In verschie- 
denen Systemen von u unabhängigen Lösungen sind 
die einander entsprechenden Determinanten zu ein- 
ander proportional. 

Ist insbesondere U=1, so wird y ein Primsystem sein 
und umgekehrt. Aus U=1 folgt aber, dass u und folglich 
auch das reciproke System u! ganzer Zahlen 


—_ 


[4 ’ [4 
Ui Ua2 '*" Ua 10 
(e=1,2,.- u) 


ein Einheitssystem ist; aus (10) ergiebt sich dann 





eur. y 


oder die, diese Beziehung aussprechende Formel 

Kaa = Ugıyıa + Usayaa + "+ Usuyue, 

@=1,2,...n;ß=13%---u) 
aus welcher nach (8) 
(11) La = Wıfia + Weyaa + WuYuu 
(e=1,2,::-:n) 
hervorgeht, wenn man 
w = Ulıyt Uiay +: + Uunllay 
valzıc)) 
setzt. Da der letzten Formel gemäss jedem Systeme ganzer 
Zahlen w,,%,,- u. ein System ganzer Zahlen w,, wy,,:-: w, 
entspricht und umgekehrt, so zeigt Formel (11), dass das 
System y, wenn U==1 ist, also jedes Primsystem von 
u Lösungen ein System fundamentaler Lösungen der 
Gleichungen (5) ist. — Wenn umgekehrt y ein solches ist, 
so muss, der Formel (10) entsprechend, eine Beziehung 
UNE, 

stattfinden, wo v ein System ganzer Zahlen vom Typus u: u 
vorstellt. Hieraus folgt zunächst, dass nicht sämmtliche Deter- 
minanten von y verschwinden können, weil es die von x nicht 
thun; u fundamentale Lösungen sind mithin auch stets 
unabhängige Lösungen. Ferner darf aus gleichem Grunde 
die Determinante YV’ des Systems v nicht Null sein, vielmehr 
muss VY—=1 und jedes System y von u fundamentalen 
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Lösungen ein Primsystem also U=1 sein. Man hat 
somit den Satz: 

Jenachdem U=]1 ist oder nicht, ist das durch 
(10) bestimmte System y ein System von u fundamen- 
talen Lösungen oder nicht, oder: Damit ein System 
von u Lösungen ein Fundamentalsystem sei, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass es ein Prinieräin ist. 

Hiernach ist die Formal 


y=u's, 
wenn darin unter « ein Einheitssystem verstanden wird, der 
allgemeine Ausdruck aller Systeme von u fundamentalen Lö- 
sungen. Sei %, — u,x ein bestimmtes solches System, y jedes 
andere, so folgt aus den beiden Gleichungen 

YET RE 
die dritte: 

Yy= uU "Yo, 


in welcher, da « ein beliebiges, «, * ein bestimmtes Einheits- 
system bedeutet, offenbar auch vu, ! jedes beliebige Einheits- 
system vorstellt. So gewinnt man folgenden Satz: 

Man erhält aus einem beliebigen Systeme y, von 
u fundamentalen Lösungen der Gleichungen (5) die 
Gesammtheit solcher Systeme, wenn man in der 
Formel 
(12) y=u'% 
für u jedes Einheitssystem vom Typus u - u setzt. 

4. Bei der grossen Bedeutung, welche diese Sätze für 
die Theorie der linearen Gleichungen haben, halten wir es 
für angezeigt, wenigstens den Hauptsatz von der Existenz 
eines Systems von u Fundamentalauflösungen noch 
auf eine andere Art zu beweisen, bei welcher man der allge- 
meinen Theorie von den Elementartheilern nicht bedarf. Eine 
solche Methode entnehmen wir der auf Seite 276 genannten 
Arbeit von Stieltjes, in welcher die Abhandlungen von 
Smith und theilweise auch von Frobenius über lineare 
Gleichungen und Congruenzen eine sehr elegante Bearbeitung 
gefunden haben. 
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Wir beginnen mit der Bemerkung, dass die Determi- 
nanten, welche aus einem Zahlensystem « vom Typus 
m(m + u) sich bilden lassen, nicht sämmtlich unab- 
hängig von einander, sondern durch gewisse Identi- 
täten mit einander verknüpft sind. Ihre Anzahl ist 
offenbar 


DNS un, 
1:0 m 


Bezeichnen wir nun diejenige von ihnen, welche aus den ersten 
m Zeilen und Spalten gebildet ist: 


A Az °*' Am 


Omi Am2''* OAmm 


mit I, ferner mit I;,n-+, diejenige, welche hieraus entsteht, 
wenn die i'° Spalte durch die m + x!° Spalte des Systems «a 
ersetzt wird, so erhält man 1 + mu von allen jenen Deter- 
minanten, von denen sich leicht einsehen lässt, dass sie unab- 
hängig von einander sind, d.h. dass keine für alle Werthe 
der Zahlen as giltige Beziehung zwischen ihnen besteht. Dies 
wird man offenbar zeigen, wenn man nachweist, dass bei ge- 
eigneter Wahl der Werthe a.;, die freilich nicht stets ganz- 
zahlig zu sein brauchen, jene Determinanten beliebig vorge- 
schriebene Werthe annehmen können. Man kann aber zu- 
nächst die Elemente von / so wählen, dass 7 einen (von 
Null verschiedenen) gegebenen Werth erhält. Ist dies ge- 
schehen, so hat man, wenn 


Arm L%; Amts, TER 8 Ammtx 
gegebene Werthe annehmen sollen, die Elemente 
Aı,m+x, 9%,m+x; ''' Imm-+rx 


gemäss den folgenden Gleichungen: 


ii - A, ,m+x Sn As : A2,m+x an wer Fr N = dA; ‚m+% 


Fe dı ‚m+% br ER da ‚m+% Jh „ab u Am MM yi ‚m+% 


zu bestimmen, in denen- unter A;, das zu a,, adjungirte Ele- 
ment der Determinante I verstanden wird; die Werthe 
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Be Ian 
(15) dm H (a1 AIımfr .E die Aym+x + >; r dim Au mt 


G=1,2,>2 m) 


werden diese Gleichungen erfüllen, und indem man für x jeden 
der Werthe 1,2,--- u wählt, nehmen so in der That sämmt- 
liche 1-+ mu gedachte Determinanten beliebig vorgeschriebene 
Werthe an. Die übrigen Determinanten des Systems a sind 
aber nun durch diese 1 -+ mu zugleich mitbestimmt. Denn, 
ist 1” diejenige, in welcher die Spalten u,,W,''-u, von 4A 
fehlen und durch die Spalten m + A,,m + A,,:::m + A, des 
Systems a ersetzt sind, so ergiebt sich, wenn man für die 
Elemente der letzteren ihre Ausdrücke (13) einführt, nach 
den einfachsten Determinantensätzen folgende Beziehung: 


| A umt 2 A umt2, ri Amt, | 
u, | 
. . . . . . . . . . A 


(14) = hs ur 
| Aunm+2, Auypm-g on Auymtr, 





gemt 


Dies vorausgeschickt, sei nun ein System von m unab- 
hängigen Gleichungen (5) mit n= m + u Unbekannten ge- 
geben, und wir wollen annehmen, unter den von Null ver- 
schiedenen Determinanten des Systems a habe die Determinante 
A den kleinsten Werth. Aus den Gleichungen lassen sich 
dann die Unbekannten &,,23,**-%„ durch die übrigen mittels 
der Formel 


. 1 
(15) ei ro (A; mtilmzı + AI um+3%m43 —r Pre + A; 24) 


ausdrücken; um sämmtliche ganzzahlige Auflösungen der _ 
Gleichungen zu finden, wird man daher die sonst willkürlichen 
Werthe zu-+1, &u-+2,°''%„ so als ganze Zahlen zu bestimmen 
haben, dass auch 2,,%,°''%. ganzzahlig werden. In dem 
besonderen Falle, wo sämmtliche Determinanten I,„+,, folg- 
lich nach (14) überhaupt sämmtliche Determinanten von 4a 
durch 4 theilbar sind, bleiben mithin &,+1, m +3, &, völlig 
willkürliche ganze Zahlen und die vorige Formel liefert die 
vollständige Auflösung der Gleichungen (5), indem man für 
Kntiy &mt2y'""%n sämmtliche ganzzahligen Werthe einsetzt. 
Ist aber z. B. I „--ı nicht theilbar durch /, so führe man 
in die Gleichungen (5) durch die unimodulare Substitution 
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Ye —— Y' 4 * » ; 
= — Cim+i, 


in welcher c eine sogleich näher zu bestimmende ganze Zah] 
bezeichnet, neue Variabeln ein; die Gleichungen A, = 0 gehen 
dadurch in andere 5, = O0 über und jeder ganzzahligen Auf- 
lösung des ersteren Systems entspricht eine solche des neuen 
und umgekehrt. Da das System a dabei durch das folgende 


dıı *** Aı,mAı,m+ı — Cdiı "Al, m+u 


Imi''* AmmImmt+1 — CAmi''* Immtu 


ersetzt wird, so geht die Determinante I,,.+ı offenbar in 
Aym+ı — €eJ über und die ganze Zahl ce kann so gewählt 
werden, dass dieser neue Werth von Null verschieden aber 
kleiner als 7 ausfällt. Alsdann kann man das gleiche Ver- 
fahren wiederholen, muss so aber, da jedesmal die Minimal- 
determinante des Systems verringert wird, nach einer end- 
lichen Anzahl von Wiederholungen auf den Fall kommen, dass 
sämmtliche Determinanten des Systems durch eine von ihnen 
theilbar sind. Die Variabeln des so an Stelle des gegebenen 
tretenden Systems von Gleichungen sind dann, dem ersten 
Falle entsprechend, homogene lineare ganzzahlige Funktionen 
von u willkürlichen ganzen Zahlen, und, da die ursprünglichen 
Variabeln selbst eben solche Funktionen von jenen sind, so 
gilt von ihnen genau das Gleiche. Die allgemeinste Lösung der 
Gleichungen (5) hat also die Gestalt, welche in den Formeln 
(8) auf anderem Wege für sie gefunden worden ist. Hiermit 
ist die Existenz eines Systems von -w fundamentalen Auf- 
lösungen festgestellt. 


5. Bevor wir uns jetzt von den homogenen zu den nicht 
homogenen Gleichungen wenden, ziehen wir aus der fundamen- 
talen Beziehung (15) des vorigen Capitels, indem wir darin 
r=m<n voraussetzen, einen wichtigen weiteren Schluss. 

Schreiben wir dieselbe in der Gestalt: 


a=pn!:. E.q! 


und nehmen als die Systeme p=! und g7! die beiden folgen- 
den an: 
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Pıı Pia '*' Pim gu Jia An 
Pmi Pm2 3, er Ani 4n2 2377 1a 
so besteht die allgemeine Gleichung 
Go = 6 " Paı 18 + & "Pa 2 Jap u en 4; Imß 


(e=1,2,.::m; ß=1,23:°.:n) 


und demnach folgende Determinantenrelation: 


11 ER 


Ami + Amn 


Im+1,1°"' Im-+1,n 





Ini Zee, Inn 
GHPaayrr Em Pım 0 rs; 0 di AEG EN 


e Pmi re Ds 











0 ek ER) il In le 





Da p”!,g7! Einheitssysteme sind, erhält die zur Linken 
stehende Determinante den Werth e, &:-::-&. == d, und wir 
gelangen zu folgendem Satze: 

Ist « ein Zahlensystem vom Typus m(m- u), 
dessen Determinanten nicht sämmtlich verschwinden, 
so kann man demselben ein complementäres System 
vom Typus u(m + u) anfügen, so beschaffen, dass die 
Determinante des aus beiden gebildeten quadratischen 
Systems vom Typus (m-+u)(m-+-u) gleich dem grössten 
gemeinsamen Theiler aller Determinanten vona, also, 
wenn a ein Primsystem ist, gleich 1 wird. | 

Diesem allgemeinen Resultate gemäss kann man 
insbesondere, wenn ut 1 Zahlen 


A d12 °"* AL,u+1 


ohne gemeinsamen Theiler gegeben sind, ihnen u 
Reihen von u+ 1 Zahlen 
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vB d22 ur de Q2,u+1 


ut, Ju+1,2 Re ae 

anfügen, so beschaffen, dass die Determinante aller 
(u + 1)’ Zahlen der Einheit gleich wird, oder man kann 
ein Einheitssystem vom Typus (w—+1)-(w-+ 1) bilden, welches 
die gegebenen Zahlen als seine erste Zeile enthält. Denkt man 
sich die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile 
entwickelt und nennt A,;, das zu a,;, adjungirte Element der- 
selben, so erhält man die Gleichung 


Aıı Arı + Ga As -t.--+ nr Amer = 1. 


Sind also au, dia," "Aı,u+rı Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler, so ist die Gleichung 
(16) Aukı MX ++ Ayatıları =1 


in ganzen Zahlen &1,%,:--&u+ı auflösbar. - Gleiches 
gilt jedenfalls auch von der Gleichung 


(17) MA + amXe +: + A1,u+1%u+1 == d, 
wenn d grösster gemeinsamer Theiler der Coeffi- 
cienten ist. 

Die Aufgabe, alle Einheitssysteme der letzteren Art zu 
finden, ist allgemein zuerst von Hermite gelöst worden“). 
Wir beschäftigen uns aber sogleich mit der andern, von welcher 
sie nur den einfachsten Fall darstellt: Zu einem gegebenen 
Primsysteme « vom Typus m(m + u) sämmtliche com- 
plementäre zu finden, so beschaffen, dass das Gesammt- 
system vom Typus (m + u): (m-+ u) eine der Einheit 
gleiche Determinante hat. Da ein solch complementäres 
System durch die Betrachtungen, die uns zum obigen Satze 


*, S. Liouville’s Journ. des Math. XIV p. 21—30. Dieselbe Auf- 
gabe unter anderer Einkleidung hat Jacobi in einer nachgelassenen 
Abhandlung: „über die Auflösung der Gleichung 


ua tm + ta, =F-u" 
im Journ. f. Math. 69 S. 1 auf vier verschiedene Weisen behandelt. 
Für u = 2 gab Eisenstein die Lösung der Aufgabe in seinen „Allge- 
meine Untersuch. üb. die Formen 3. Gr. mit 3 Var., welche der Kreis- 
theilung ihre Entstehung verdanken‘, J. f, Math, 28, 
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geführt haben, unmittelbar geliefert wird, handelt es sich nur 
darum, aus einem solchen Systeme sämmtliche übrigen 
herzuleiten. Sei das erstere Gesammtsystem: 


Ayı A2 + Ay,m+u 


Ami im2''* Amm+u 


Yıı Yı2z = Yı,mtu 


x Yuı Yu2 '*" Ym+u 
jedes andere: | 





dıı Aı2 "+ ALm+tu 

Br Um im2''" Am,m+u a 
Lı Kız °°* Kı,m+u 
Lu1 Ku" Kumtu: 


Aus dem Schlusssatze von nr. 2, der, wie von selbst einleuchtet, | 
auch in dem Grenzfalle m = n seine Geltung behält, schliesst 
man sogleich das Bestehen einer Gleichung 






w=e.y, 
worin e ein Einheitssystem: 


e1 c12 m e,mtu 


Em+tu,1 Em +2" Cuntu,m+u 
ıst. Daraus folgt 
Tr HR Harz, 


wo y=1 das zu y reciproke System bezeichnet, dessen Elemente 


Ay Ası Ar Ti ee 2 


f en ee: Ed Anna I mfn Be rn 


heissen mögen. Demnach bestehen die beiden allgemeinen 
Formeln 


Ca 3 an Au Apı + Aus A323 + 348 + Ag,m+ u Asm+u 


(@e=1,2,---m; P=1,2,: m) 


und 
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. Y Y 
ea,m+y = Aaılyı Fr dual ya Fr ur se da,m+ u Im 
e=1,2,.,.:m y=1h,23°’-u) 


d. ı. nach den bekannten Beziehungen zwischen den Elementen 
einer Determinante und ihren adjungirten Elementen 


ea —1, &g=0, wenn « Z Br any d 
Das System e hat daher folgende Gestalt: 


Em-+1,1°"° Em+1,m Em +1,m +1 °°* &m+1,m+u 
Eem+u1''" Emtu,mEmtumt1 ''" Emtwmtu: 


Die in den letzten u Zeilen und Spalten befindlichen Elemente 
Em+o,m+jz bilden eine unimodulare Determinante u‘ Grades, 
j in welcher emto,m+zs das ZU Em-ta,m+p adjungirte Element sei. 
Wenn man dann 
(18) nr = EmtimtB  emt41y 4° + EmtumtR ' Em+uy 
=12%:--wy=12%,-::m) 


setzt, so folgt sogleich 


m+a,m+1' Niy + m + Em+a,m+tu ' Nuy = m-+a,y 


(e=1,2,:- u; y=1,2,:-:m) 
und man erkennt hieraus, dass das System e aus folgenden 
beiden anderen: 


Tee al) ... O 
iezen: TO 2) 

Eu 

Ber Cm+1,m+1 '"" Em+1,m+u 
0 0 0 em+u,m+1 FE Em+um+tupr 
ae I 2.206,00 
EEE a LE ea 

N en 


Nı Ne "Nm 10... 0 


Nur Nur" Num 00...1 
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zusammengesetzt ist. Mithin hat man 
Vu oh er 
und man findet die allgemeinste Auflösung der Auf- 


gabe mittels der, diese Beziehung ausdrückenden 
Formel: 


Mi 
Laß > DE le + N21Q18 + Es + Nmm 8), 
“«—=1 


=1,23,:.. 4; ß=12,:::m+u) 


in welcher die u? Zahlen &.„—= mtam+, ein Einheits- 
system bilden, während die u:m Zahlen n,;. den For- 
meln (18) zufolge ganz willkürliche ganze Zahlen sind, 
da die in diesen Formeln auftretenden u-m Zahlen e&n1,. 
gleichfalls willkürliche ganze Zahlen bedeuten. 

6. Wenn wir nun zu den linearen Gleichungen zurück- 
kehrend, unter b ein System von u unabhängigen Auflösungen 


(19) baı daa * + Dan . 


e $=12,::-4) 
der m Gleichungen 


(5) Ar) 

(e=1,2,:- m) 
verstehen, so bildet dasselbe zusammen mit dem Systeme a 
ein quadratisches System vom Typus (m + u): (m + u): 


Ay A °°* Ar,m+u 
Amı Am?" Amm+ u 


bu die **- dimtu 
buı bu3 Bir» Dun 
dessen Elemente durch die allgemeine Formel 
Au ıdsı + Auaba2 +: + Oo,m+uD8,m-+ u —=0 


mit einander verbunden sind. Demgemäss stellen offenbar die 
Elemente des Systems a, nämlich die Werthe 


(20) ai da2 ''* Aan 
(@==1,2,-::m) 


ein System von m Auflösungen der u Gleichungen 
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(21) ba1 "Yı + bs2 "Ya + SE + Dan a, 


$=12:---4) 


vor, welche wir kurz die zu den Gleichungen A, =0 ad- 
jungirten Gleichungen B,;—= 0 nennen wollen, und zwar 
ein System von m unabhängigen Auflösungen, da die 
Determinanten des Systems a nicht sämmtlich verschwinden. 
Diese Reciprocität zwischen den Systemen « und b spricht 
sich auch noch in einem Satze aus, den wir hier zunächst an- 
fügen müssen. Denkt man sich die Determinante C des qua- 
dratischen Systems nach den Determinanten ihrer ersten m 
Zeilen entwickelt, so dass nach (13) des ersten Capitels 


(lm 710) 
- „> EEE f CE an dokn. 


007: -: 


ist, so ist dem ersten Faktor unter dem Summenzeichen, der 
eine beliebige Determinante des Systems «a bezeichnet, als 
zweiter Faktor offenbar diejenige Determinante des Systems 
b zugesellt, welche aus den im ersten nicht vorkommenden 
Spalten gebildet ist, und die wir deshalb die complementäre 
Determinante von b nennen wollen. Der zu beweisende Satz 
lautet dann: Die Determinanten des Systems der Öoeffi- 
cienten in den Gleichungen 

AU 
sind proportional den complementären Determinanten 
im System der ÜCoefficienten der adjungirten Glei- 
chungen 

B =. 

Um ihn zu beweisen, schicken wir die Bemerkung voraus, 
dass, da die letzteren Coefficienten die Elemente irgend eines 
Systems von u unabhängigen Auflösungen der ersteren Glei- 
chungen sind, nach einem in nr. 3 ausgesprochenen Satze aber 
die entsprechenden Determinanten verschiedener solcher 
Systeme unter sich proportional sind, es offenbar genügen 
wird, den behaupteten Satz für ein bestimmtes System von 
u unabhängigen Lösungen zu beweisen. Nun wähle man die 


u(m + u) Zahlen 


Yprı» Yp2 '"" Ypmtu 
P=1, 2," 4) 
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nach nr. 5 so, dass die Determinante 








A G2 °* Ay,mtu | 
Ami Am2 ° Am,m+ u 
PL ET ET EInEH 

| Yul. Yu ma 


dem grössten gemeinsamen Theiler d aller Determinanten von 
a gleich wird, und bezeichne mit I,,s das zu y.s adjungirte 
Element in dieser Determmante. Da alsdann die Identität 
stattfindet 

da1 I75ı — da2 Ir ar u -F da,mtu * Ts,m-+tu Er 3 


(e=1,2, -- m; $=1,2,--- u) 
so bezeichnet das System I’ der u(m + u) Zahlen 


Isı, Isa,  Iamtu 
(#=1,2,:-- u) 

ein System von u Lösungen der Gleichungen (5); ferner ist 
nach Formel (15) des ersten Capitels jede aus diesem System 
gebildete Determinante vom Grade u proportional, nämlich 
gleich d“—! mal der complementären Determinante des Systems 
a; da letztere nicht sämmtlich verschwinden, ist I’ ein System 
von unabhängigen Lösungen, und somit der Satz bewiesen *). 

7. Nach dem “Matze, mit dessen Beweis wir nr. 2 be- 
schlossen, giebt es, wenn a und ® zwei gegebene Systeme 
vom Typus m(m —+ u), das letztere ein Primsystem bedeuten, 
deren entsprechende Determinanten einander proportional sind, 
ein einziges System d vom Typus m : m so beschaffen, dass 


(22) Gr 0R 0% | 
die Determinante 4 also gleich dem grössten gemeinsamen 
Theiler d aller Determinanten von a ist. Wir wollen jetzt 


die Aufgabe lösen, alle Systeme d,® vom Typus m - m 
resp. m(m + u), das letztere als Primsystem, zu be- 





*) Einen andern Beweis schöpft Stieltjes in der angeführten 
Schrift aus den in nr. 4 gegebenen Formeln. S. auch Frobenius Journ. 
f. Math. 82 S. 237. 
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stimmen, welche bei gegebenem System a der Glei- 
chung (22) genügen. Dies kann auf Grund des Satzes der 
vorigen nr. leicht ausgeführt werden. In der That giebt es 
zunächst, wie wir wissen, unendlich viel Systeme von u un- 
abhängigen Lösungen der Gleichungen (5); sei das System b 
der u(m + u) Zahlen 
De 
B=1,2,..: u) 

ein solches. Dem erwähnten Satze zufolge sind die Determi- 
nanten von a den complementären Determinanten von b 
proportional. Denkt man sich nun die Gleichungen 


b;=0 
P=12,:' u) 
aufgestellt, und bezeichnet mit ®, irgend eines der unendlich 
vielen Systeme von m Fundamentalauflösungen 


Deı Dar’ Oamtu 

(«e=1,2,--:m) 
dieser Gleichungen, so ist ©, ein Primsystem vom Typus 
m(m —+- u), dessen Determinanten den complementären Deter- 
minanten von b und folglich den entsprechenden Determi- 
nanten von a nach demselben Satze proportional sind. Nach 
nr. 2 giebt es dann ein einziges System d, vom Typus m - m, 
welches mit ®, zugleich die Gleichung (22) erfüllt. Somit er- 
“weist sich also zunächst die gestellte Aufgabe als lösbar. Aus 
einer Lösung 

a=0,:%, 
dieser Gleichung gehen aber alle übrigen sehr einfach her- 
vor. Die entsprechenden Determinanten der beiden Prim- 
systeme ® und ©, müssen nämlich offenbar einander gleich 
sein, und demnach giebt es nach nr. 2 ein System e vom Typus 
m m, für welches 


— 


o=e-:ö, 

ist, während seine Determinante e= 1 ist; demnach wird 
I-d—=de m =: 5 

also, wie ebenfalls aus nr. 2 folgt, de= d, und, da e ein Ein- 


heitssystem ist, auch umgekehrt d = d, : e!. Die allgemeinste 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 22 
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Auflösung der Gleichung (22) lautet also, wenn d,, ®, eine 
bestimmte Auflösung, e aber irgend ein Einheitssystem vom 
Typus m - m ist, 


—— pri MD = .ı m 
(ei. =D. 


Mit Hilfe dieses Resultates lösen wir nun eine andere Auf- 
gabe, die sich mehrfach in der Folge uns darbieten wird. Es 
handelt sich darum, alle Systeme eines gegebenen 
Typus aufzustellen, deren Determinanten gegebene 
(nicht sämmtlich verschwindende) Werthe haben“). 

Das gesuchte System sei vom Typus u(m + u). Wir 
bemerken vor Allem, dass die Werthe seiner Determinanten 
nicht völlig willkürlich angenommen werden dürfen, da sie, 
wie in nr. 4 auseinandergesetzt, theilweise abhängig von ein- 
ander sind. 

Man darf, wenn das System ein ganzzahliges sein soll, 
die dort mit 41, S;,m-+, bezeichneten Determinanten offenbar 
nur mit der Einschränkung willkürlich wählen, dass ent- 
sprechend der Formel (14) auch sämmtliche übrigen Determi- 
nanten 2’ ganze Werthe erhalten. Es wird mithin voraus- 
gesetzt, dass die gegebenen Werthe für die Determinanten des 
gesuchten Systems a dieser Bedingung entsprechen. Alsdann 
gestattet die Aufgabe unendlich viele Auflösungen. In der 
That können wir zuerst die Elemente «;, in den ersten u Zeilen 
und Spalten eines Systems vom angegebenen Typus so wählen, 
dass die Determinante | «;, | einen der vorgeschriebenen, von 
Null verschiedenen Werthe erhalte, den wir mit bezeichnen 
wollen. Darauf lassen sich 
(23) 1,0% 92,0% °°" Ou,utx 

@=1,2,--: m) 
nach dem Vorbilde der Formel (13) so wählen, dass auch 
sämmtliche übrige Determinanten die vorgeschriebenen Werthe 
erhalten. Freilich werden dabei die Zahlen (23) nicht noth- 





*) Diese Aufgabe ist zuerst von Gauss für den '[ypus 2-3 im 
art. 279 seiner Disqu. Arithm. (vgl. Cap. 2 nr. 7 des ersten Abschnittes) 
und für den Typus 2-4 im art. 236 ders. gelöst worden. Die im Text 
gegebene Lösung ist der mehrfach genannten Schrift von Stieltjes 
entnommen. 
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wendig ganze Werthe erhalten. Wenn man jedoch sämmtliche 
Elemente des so erhaltenen Systems mit ‘7 multiplieirt, so 
bekommt man ein System lauter ganzer Zahlen, dessen Deter- 
minanten den vorgeschriebenen Werthen offenbar propor- 
tional sind. Nennt man dies System a und bestimmt, wie 
in der vorigen Aufgabe, ein Primsystem ®, vom gleichen 
Typus und ein System d, vom Typus u-u so, dass die 
Gleichung 


a=0,8 


erfüllt wird, so sind die vorgeschriebenen Werthe, weil den 
Determinanten von a, auch den entsprechenden Determinanten 
von ®, proportional, und zwar, da ©, ein Primsystem ist, 
sind sie, durch ihren grössten gemeinsamen Theiler d dividirt, 
den letzteren gleich. Ist mithin d ein System vom 
Typus u-u, dessen Determinante I gleich d ist, wie 
es offenbar solcher Systeme unendlich viele giebt, so müssen 
nothwendigerweise in dem Systeme 


(24) == 0.20%: 


die Determinanten die vorgeschriebenen Werthe haben. Und 
da umgekehrt, wenn a ein solches System ist, es nach nr. 2 
ein bestimmtes System ö vom Typus u: u mit der Determi- 
nante 4 = d giebt, für welches «= 6-@, wird, so liefert 
die Formel (24) sämmtliche Lösungen der Aufgabe, 
‘wenn man darin für ö sämmtliche Systeme der ange- 
gebenen Beschaffenheit setzt. 


8. Wir heben den besonderen Fall dieser Aufgabe her- 
vor, in welchem m = 1 ist, also sämmtliche Systeme vom 
Typus u(u +1) zu finden sind, deren ut 1 Determi- 
nanten 1, 42, :-- Aurı*) vorgeschriebene Werthe «,, 
&,°"" &u+rı haben sollen. Für diesen wichtigsten Fall soll 
hier die Lösung noch mitgetheilt werden, welche Hermite 
dafür gegeben hat**). 

Jedes System 


”) Wir wollen dabei mit 4, diejenige Determinante des Systems 
bezeichnen, welche die ;t®e Spalte desselben nicht enthält. 
**) S. Journ. f. Math. 40 S. 264. 
DAS 
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(25) Kai a2 * La,u +1 
(e=1,2,::- 4) 
der verlangten Art bildet zusammen mit uw 1 beliebigen 
Elementen eine Determinante u + 1‘ Grades, in welcher die 
vorgeschriebenen Werthe zu jenen Elementen adjungirt sind; 
mithin bestehen die u Gleichungen: 
6) aan + ara ++ Wr At — 0 
P=1h2,:'.4) 
d.h. die Elemente des gesuchten Systems sind u Lösungen der 
Gleichung 


(27) %ı%ı + 09 Ka = ee - &u+1Fu+ı > 0; 
sie sind auch unabhängige Lösungen derselben, wenn, wie wir 
voraussetzen, nicht sämmtliche Zahlen &ı, as, --- au+ı, zB. 


«, nicht gleich Null sind. Umgekehrt, wenn die Elemente 
(25) u unabhängige Lösungen dieser Gleichung vorstellen, so 
folgt aus den u Identitäten (26), dass die Determinanten 4,, 
As, Au+ı proportional sind zu &ı, &, --- &,+ı resp. Nun 
lassen sich leicht solche u unabhängige Lösungen von (27) 
aufstellen. Z. B.,, wenn d, den grössten gemeinsamen Theiler 
der Zahlen «&,, &,::- «, bezeichnet, sodass Ö,+ı mit dem 
grössten gemeinsamen Theiler d sämmtlicher Zahlen «,, «,, 

- &u+ı identisch ist, erhält man eine Lösung der Gleichung 


(27), wenn man “1, #2, + &-—ı der Gleichung 
& 
(28) 4% 1 Gala. I 0 m 5 #) 
4 
gemäss wählt, alsdann 
or, 
= 


und die übrigen x gleich Null setzt. Auf solche Weise bilden 
wir u Lösungen, die wir folgendermassen bezeichnen wollen: 


Ö 
ER 0 


(29) &gı 52 F) 


ER Eu De Eu Ina 


*) Dass solche Wahl möglich ist, würde aus dem Satze (17) in nr. 5 
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und deren System das System & heisse. Zur näheren Fest- 
stellung der &,; wähle man die 24 ganzen Zahlen 

Ay Hg Run Ay Ag, 9 Au 
gemäss den Gleichungen 

“a4 Ag de — Öp+1, 

=1,2,:--'u) 

was bekannterweise geschehen kann, da Ö3+1 der grösste ge- 
meinsame Theiler von ds, &3 +1 ist, und setze 








& 
+1 
& 
P+ı 
=— —— RZ . 
585 P—1 Bu 


alsdann erfüllen die Werthe (29), wie man sich sogleich über- 
zeugt, thatsächlich die Gleichung (27) sowohl wie (28). Nun 
sind die so aufgestellten u Lösungen der letzteren unabhängige 
Lösungen, denn diejenige Determinante von &, welche die 
erste Spalte nicht enthält, ist gleich 

6, 0 ö en 





also von Null verschieden. In Folge davon sind die Deter- 
minanten von & proportional resp. zu «&ı, &, --- & +1, und da 


die erste von ihnen gleich so sind sie sämmtlich gleich 


T 
d.? 
pt 05 FR 
en d 
d. h. Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, und das System & ist 
also ein Primsystem. Wird also wieder unter ö ein System 
vom Typus u - u verstanden, dessen Determinante 


gleich d ist, so wird das System 
BO 
ein System der gesuchten Art, und jedes System 
dieser Art vorstellen, wenn für d darin jedes System 
der bezeichneten Beschaffenheit gesetzt wird. 
Wir schliessen diese Betrachtung des besonderen Falles 


leicht hervorgehen, doch bedürfen wir desselben hier nicht in seiner 
Allgemeinheit. 
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mit einer bemerkenswerthen Folgerung ab. Hat man 
nämlich 2(u + 1) ganze Zahlen 


ı 2°" ui 
Bı Be: Pu+i; 


zwischen denen die Gleichung stattfindet 


(30) aßı + aß ++ Lurıßarı =], 
so lässt sich eine unimodulare Determinante u —+ 1‘ Grades 
angeben, in welcher «, &, --- &.+1 die Elemente der ersten 


Zeile, und Pßı, Pe," Pu+rı die ihnen adjungirten Elemente 
sind*). Denn, bestimmt man dem Vorigen entsprechend ein 
System vom Typus u(u + 1), dessen Determinanten die Werthe 
Bı, Pa, *:* Bu+rı haben, so bilden seine Zeilen zusammen mit 
den Elementen «&, @, --- &.-+ı eine solche Determinante D, 
da sie nach diesen Elementen entwickelt, gleich 


cıßı + @sße 7°’ Curıßurı 

also wegen (30) gleich 1 ist. — 

9. Wir wenden uns nunmehr zu den nicht-homo- 
genen linearen Gleichungen 
(31) As = Asıkı + Aaske +: + Gantkn = (a, 

(e=1,2,:::m<n) 

zu denen wir durch die speciellen Gleichungen (16) und (17) 
schon geführt worden sind. Wir dürfen voraussetzen, dass 
diese Gleichungen unabhängig von einander sind. Mit 
ihnen kehren wir zu der Hauptaufgabe der Theorie der line- 
aren Formen, zur Darstellung der Zahlen durch solche Formen 
oder durch ein System von solchen wieder zurück, denn, in- 
dem wir untersuchen, für welche a. die Gleichungen in ganzen 
Zahlen auflösbar sind, gewinnen wir ein Bild von der Ge- 
sammtheit der Werthe, welche durch das System der m Linear- 


formen darstellbar sind. Hier gilt nun vor allem folgender 
Satz **): 





*, 8. Journ. f. d. r. u. a. Math. 86 S. 150. 

**), Dieser Satz findet sich zuerst bei J. Heger, Abh. der Wiener 
Akademie 14 II S. 111. S. auch Smith, On Systems etc. art. 111, so- 
wie Frobenius, J. f. Math. 86 S. 171 Satz IV. 
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Zur Auflösbarkeit der Gleichungen (31) in ganzen 
Zahlen ist nothwendig und hinreichend, dass der 
grösste gemeinsame Theiler d aller Determinanten 
für das System a der Coefficienten der gleiche ist, 
wie für das durch die constanten Glieder erweiterte 
System a. 

Diese Bedingung ist nothwendig; denn, wenn die Glei- 
chungen (31) erfüllt sind, so ist jede Determinante von a, 
wenn sie die aus den constanten Gliedern bestehende Spalte 
nicht enthält, eine der Determinanten von a, andernfalls aber 
eine homogene lineare Funktion der letzteren, und somit ist 
jede Determinante von a also auch ihr grösster gemeinsamer 
Theiler durch den grössten gemeinsamen Theiler d aller Deter- 
minanten von a theilbar, während andererseits in letzterem 
gewiss auch jener aufgehen muss: sie stimmen folglich noth- 
wendig beide mit einander überein. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn, be- 
stimmt man die Einheitssysteme p, gq nach der Formel 


(32) p:a-q=E, 
wo E das Diagonalsystem 
80 .--0 0--- 
0 &,:::-0 0: 
DEE RER (N 


bezeichnet, so führt man nach Cap. 2 nr. 2 die Gleichungen 
(31) auf m andere zurück von der Form 
(33) ea 06, 

(e=1,2,-.-m) 
welche jedenfalls eine Lösung in rationalen Zahlen y. zu- 
lassen. Ferner aber erkennt man zufolge der Formel (6) 
jener nr., nämlich: 

de = PMıtı + Pa242 + + Pamtım 

(e==1, 2, m) 

sogleich die Richtigkeit folgender mit (32) analoger Beziehung: 
peo—=E, 


wenn unter q, das Einheitssystem 
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gu *°* Qın O 
01:10 


und unter & das durch die constanten Glieder a, erweiterte 
System E: 

ER 

0) 23 a 99 0 (0 ... Os 


0 0 EINER 


verstanden wird. Mithin ist der grösste gemeinsame Theiler 
aller Determinanten des erweiterten Systems & gleich dem- 
jenigen von a oder a di. d=e&%:::&. Nun sind aber 
die von 0 verschiedenen Determinanten von & die folgenden 


Werthe: 


gundeijle hr, > dr. 
? & 17 e% 2) BR m) 


demnach ist allgemein PL eine ganze Zahl und die durch die 


Gleichungen (33) bestimmten Zahlen %,,%s,:': Ym sind ganz- 
zahlig. Führt man letztere in die Formeln (9) der nr. 2 des 
zweiten Capitels ein, so liefert diese: 


La = GaıYı + 9a2Ye +: + IanYn 
(al 2) 
eine ganzzahlige Auflösung der Gleichungen (31), welche ganzen 
Werthe auch den unbestimmt gebliebenen Y„-+ı, Ym+2; ''* Yn 
beigelegt werden, w. z. b.w. Und sie giebt zugleich ihre all- 
gemeine Auflösung, wenn diesen Unbestimmten alle möglichen 
ganzen Zahlenwerthe ertheilt werden. 
Man kann diese allgemeine Lösung auch folgendermassen 
finden. Bestimmt man nach nr. 5 zu den m Reihen von m + u 
Elementen des Systems a noch u Reihen 


Im+p,1 Adm+p,2 Am+P,m+ u 
P=12,- 4) 
von der Beschaffenheit, dass die Determinante der (m + u)? 
Elemente gleich d wird, und bezeichnet mit 
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Am+15, Am+2, '** Am+tu 
ganz willkürliche Zahlen, so kann man aus den m + u Glei- 
chungen 
da1%ı - (a2%2 = re + Ia,m+u'mt+u = Ga 
@=1,2,:::m+u) 


die Werthe x; bestimmen und findet allgemein 
(34) d de = — | dar’ dai—1 79 Oax,i-1 Be Oa,m-+ u |. 


Wenn nun diese Determinante nach den Unterdetermi- 
nanten ihrer ersten »m Zeilen entwickelt wird, so wird sie eine 
homogene lineare Funktion derjenigen Determinanten von a, 
welche die ‘“ Spalte nicht enthalten, der Divisor d lässt sich 
also gegen den grössten gemeinsamen Theiler der letzteren 
heben, und man erhält durch die Formel (34) eine Lösung 
der Gleichungen (31) in Gestalt einer ganzzahligen linearen 
Funktion von u unbestimmten ganzen Zahlen 


Am+1, Am+2, °°* Am+u; 


diese Formel muss daher der allgemeinen, vorher gefundenen 
Jösung der Gleichungen (31) gleichbedeutend sein. 

10. Wir fügen an die Betrachtungen der vorigen nr. noch 
einige Bemerkungen an. 

1) Aus der Formel (34) folgt unmittelbar, dass x; theilbar 


ist durch wenn mit d der grösste gemeinsame Theiler 


OB 

a? 
derjenigen Determinanten von a bezeichnet wird, welche die 
‘° Spalte nicht enthalten. Betrachten wir nun, indem wir 


dao — (a 


setzen, neben dem Systeme (31) nicht homogener Gleichungen 
dasjenige homogener Gleichungen, welches folgt: 


(35)  AgoLo 4 Asıdkı +: + Aanlen =d. 
(@e=1,2,:: m) 

Unter der Voraussetzung, dass für die Systeme « 
und a sämmtliche Determinanten denselben grössten 
gemeinsamen Theiler d haben oder dass d) —=d sei, haben 
diese Gleichungen eine ganzzahlige Auflösung, bei welcher 
%, = — 1, also, indem man die Vorzeichen bei derselben um- 


M <er we 
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| | re 
kehrt, auch eine solche, bei welcher ©, =1= =; ist. Wir 
wollen zeigen, dass sie auch eine solche ganzzahlige 
a“ 
—y , oder auch eine 


ist. In der That, das 


Auflösung haben, bei welcher «;, = 
da) 


solche, bei welcher = — 7 


System der Gleichungen 


(36) Gao&o + + Iai—1di—1 + da it+1%i +1 +: 

d® 

+ ann = Oi 
ist in ganzen Zahlen auflösbar. Denn die Determinanten seines 
Coeffiecientensystems sind diejenigen Determinanten von a, 
welche die > Spalte nicht enthalten, und ihr grösster gemein- 
samer Theiler ist folglich d®. Dagegen sind die Determinanten 
des durch die constanten Glieder erweiterten Systems, wenn 
sie nicht mit den eben genannten identisch sind, solche Deter- 


() 
2 ıhr 


minanten von a, welche die :'* Spalte enthalten, mal 7 


&) 
srösster gemeinsamer Theiler ist also gleich 09. = wenn 
0@ der grösste gemeinsame Theiler der letzteren Determinanten 
und also d grösster gemeinsamer Theiler von d® und d@ ist. 
Mithin ist für die Gleichungen (36) der grösste gemeinsame 
Theiler aller Determinanten des erweiterten Systems gleich 

0) 0) 
demjenigen von dD—=d. En und 0%. & d. h., da 0® theilbar 
() 
sein muss durch d, gleich d- = — d®%. Nach dem Matze der 
vorigen nr. ist demnach das System (36) von Gleichungen in 
ganzen Zahlen auflösbar. 

Unter der gemachten Voraussetzung gestatten 
hiernach die Gleichungen (35) offenbar auch eine 
solche ganzzahlige Auflösung, bei der die Unbe- 

(&) 
stimmte &, irgend ein Vielfaches von 2 ist*). 

2) Wir können ferner bemerken, dass, wenn die Glei- 
chungen (31) auflösbar sind, es auch die Gleichungen 


*) St. Smith, On Systems ete. 8. 311. 
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(37) Aaıkı + Aa2Xa + + Gankn = bu 


(e=1,2,- -- m) 


sein werden, sobald b. = «a, (mod. d) ist. Denn das System 
a ist für diese Gleichungen dasselbe wie für jene, und offen- 
bar wird der grösste gemeinsame Theiler d aller Determi- 
nanten des erweiterten Systems a unverändert bleiben, wenn 
die Elemente a, dieses Systems durch irgend welche ihnen 
(mod. d) congruente Zahlen ersetzt werden. Die erforderliche 
Bedingung für die Auflösbarkeit der Gleichungen (37) ist also 
erfüllt. Man sieht hieraus, dass die Auflösbarkeit der Glei- 
chungen (31) nur von den Resten abhängt, welche ihre 
rechten Seiten a, (mod. d) lassen. Nun giebt es (mod. d) 
solcher Restsysteme a. im Ganzen d”; wir wollen untersuchen, 
für wieviel von ihnen die Gleichungen (31) auflösbar sind. 
Da der Rang r von a gleich m ist, kann man nach nr. 7 
des zweiten Capitels das Zahlensystem a allein durch Zusammen- 
setzung mit Einheitssystemen zur Rechten auf die Gestalt 
(17a) dortselbst bringen d. h. die Gleichungen (31) durch eine 
Substitution anderer Variabeln y an Stelle der x durch diese: 


4, = UYı 


A, = bu, Yı 4 Up; 





(38) 
Im = dnıYyı + dmaYa + + Am, m—1Ym—1 + UmYın 


ersetzen, in welchen u, “4, - 4, = d sein muss; letztere Glei- 
chungen sind mithin zugleich mit den Gleichungen (31) auf- 
lösbar oder nicht auflösbar. Die erste der Gleichungen (38) 


gestattet aber nur für - Reste von a, (mod. d) ganzzahlige 
Auflösungen; für jeden von diesen liefert die zweite der Glei- 


d s ae 
chungen nur _- verschiedene zulässige Reste von a, (mod. d) 
2 


. d 
u. s. w., die letzte dann nur _— verschiedene Reste von @, 


U 


(mod. d). Somit giebt es nur 


verschiedene Restsysteme a. (mod. d), für welche 


Be N 
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die Gleichungen (31) ganzzahlige Auflösungen ge- 
statten*). 

3) Wir beschliessen endlich dies Capitel mit der Frage 
nach der Aequivalenz von linearen Formen oder von 
Systemen solcher Formen. Wir definiren diese Aequi- 
valenz in gewöhnlicher Weise: indem wir zwei Systeme von 
m (unabhängigen) Linearformen: 

As = Aaıkı + Gage ++ Hann 


(e=1,2,-: m) 


U: = Caıkı 4 Caa2a + ::: + Canfn 


(e=1,2, = m) 


und 


einander äquivalent nennen, sobald das eine in das 
andere durch eine unimodulare Substitution zwischen 
den Veränderlichen übergeht. 

Nun kann man, wie soeben bemerkt, das System der 
Formen A, mittels einer solehen unimodularen Substitution 
in das System der Linearformen (38) überführen, in welchem 
U U: Um d ist und die übrigen Üoefficienten die Be- 
dingungen ya 

<ban<m, 0 <imi 2: Ammı < Um 
erfüllen. Wir wollen das letztere ein reducirtes Formen- 
system nennen; durch die reciproke Substitution verwandelt 
es sich wieder in das System A,. Für das System der Linear- 
formen C, gilt dasselbe: auch ihm entspricht ein äquivalentes 
redueirtes Formensystem von derselben Gestalt. Betrachten 
wir nun neben dem System (38) ein zweites: Ä 


’ ! ’ 
u, Yı 


Baı Yı + Ug Yı 


OmiYı H ImaYa + FH UmYm, 
wo Un Mo Sn Um = d und 
0 = Paı z U, CE Ö == EL er | = Um 


ist, und fragen, ob es mit (38) äquivalent sein kann. Da es 


”) 8. St. Smith a. a. 0. S. 325, wo auch eine interessante An- 
wendung dieses Resultates gegeben wird. 
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alsdann aus letzterem Systeme durch eine unimodulare Sub- 
stitution hervorgeht und dies nicht nur für die gesammten 
beiden Systeme, sondern auch allgemein für diejenigen beiden 
Theilsysteme gilt, welche aus den x ersten der entsprechenden 
Formen bestehen, so muss der grösste gemeinsame Theiler 
aller Eermanten, die aus den ersten « Gleichungen ge- 
bildet werden körnänt je derselbe sein, d.h. 
U Ug Up = U lg: Up 

ebenso 

U Wi —Ule: Mi 
also allgemein «u; = u,. Aus der Gleichheit 

uY ud 

folgt dann y,’=y,; mithin aus der Gleichheit 


PaıYı + UgYo — bzıYı 4 U 
für jedes y, die Congruenz 


bzıYı = Paıyı d.h. b,, = Pß,, (mod. w,) 


also nach den Ungleichheiten, welchen diese Zahlen unter- 
worfen sind, b,, = ß,,, mithin % =9%,. Nun folgt aus der 
Gleichheit 
YzıYı 4 Ya2Ya I UsYz — CzıYı 4 CaaYo + UsYs, 
welches auch y,,Y, sind, die Congruenz 
En Yzıdı I Ya Z CzıYı + Ca Ya (mod. W,) 
Pt, a as (Mol. Us) 


oder vielmehr der beschränkenden Ungleichheiten wegen 
Ysı = @1, 9, = Gy, und folglich y, — 4, 


u.8. w. Es ergiebt sich mithin als Bedingung für die 
Aequivalenz der beiden reducirten Systeme ihre völ- 
lige Identität. 

Und hieraus folgt ohne Weiteres: Die zwei Systeme 
von Linearformen A. und (, sind dann und nur dann 
einander äquivalent, wenn sie ein- und dasselbe redu- 
cirte Formensystem haben. Die Coefficienten des redu- 
eirten Formensystems sind hiernach für die ganze lasse 
aller unter einander äquivalenten Systeme von Linearformen 
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unveränderlich dieselben und können deshalb als die Inva- 
rianten des Systems der Linearformen A, betrachtet 
werden. 

Dem Gefundenen zufolge giebt es ebensoviel nichtäqui- 
valente Systeme von m unabhängigen Linearformen, als die 
Anzahl der reducirten Systeme beträgt; deren giebt es aber 
wegen der die Coefficienten beschränkenden Ungleichheiten für 
jede Zerlegung 
(39) d= U * * Um 
der Zahl d in m Faktoren 


9 m—1 1 2 Mi 
Ug En Us ER Um = d E U, U, 2 Um ’ 


im Ganzen also 
1 m 
(40) Fi > UUgr Um; 


wenn die Summation auf alle Zerlegungen (39) sich bezieht. 
Denken wir uns d in Primzahlpotenzen zerlegt: 


(41) d= Il»: 
p 


setzen dann 
Ux ne | p°r, 
p 


so sind die Exponenten d, wegen (39) durch die Bedingung 
(42) 4, +, +: +6 


mit einander verbunden, und man erhält statt des Ausdrucks 
(40) den folgenden: 


= > (I] pi t2det tn) h 
p 


wo die Summation auch mit der Multiplikation vertauscht und 


a 1 [0 
? 


geschrieben werden darf. Hier sind die Glieder der Summe, 

die auf alle Lösungen der Gleichung (42) auszudehnen ist, 

identisch mit den Gliedern der Entwicklung von 
(Dirt: da 


wenn diese nur einfach, ohne ihren Polynomialcoefficienten, 
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genommen werden. Insbesondere sind sie für d—=1 die 
Glieder der Summe 

a ee © Kante 
selbst, und somit wird der Ausdruck (40) oder (43) d. i. 
die Anzahl der reducirten Formensysteme in dem ein- 


fachen Falle, wo d aus lauter verschiedenen Primfak- 
toren besteht, gleich 
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1. Von den linearen Gleichungen wenden wir uns jetzt 
noch zu den linearen Congruenzen, deren wir ein System 
von m Üongruenzen 
(1) A = 4. (mod. x) 

(@e=1,2,.--m) 
betrachten wollen. Offenbar sind diese m Congruenzen 
durchaus gleichbedeutend mit den m Gleichungen 
(2) Aa + %2a = 0%, 

(e =1,2,--. m) 
auf deren Betrachtung wir mithin die Untersuchung der 
ersteren zurückführen können. 

Seien zuerst die Congruenzen homogen also «= (0); 


es handelt sich dann um die Auflösung der m homogenen 
Gleichungen 


(3) A. + 22. =. 
{& 1, 2,» m) 
Wenn mit p, q wieder dieselben Einheitssysteme bezeichnet 
werden, wie in Cap. 2, nr. 2, so lassen sich die Gleichungen 
durch passende Combination auf die Gestalt 


#8. Abschnitt 1, Cap. 7 nr. 1. 
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47 — da =ı) 
i i (@=1,2,:-- m) 
bringen, wo allgemein 
(4) 2a = Ma1?ı + Pa2#2 + e + Pam£m 
(He eem) 


ist, und dann durch die Substitution 


(5) La = QeıYı + Qa2Ya + + GanYn 
(e =1, 23°. 7) 
auf die neue Gestalt: 


(6) DB. +2 =). 
ke ln 2m) 
Werden aber insbesondere die Zahlensysteme », q der Gleichung 
KOYBapT 22 
p . d . q m E 
gemäss gewählt, so sind, wenn r der Rang des Systems « ist, 
die Gleichungen (6) identisch mit den folgenden: 
MM) ey ta =09 By try =0, + 8 = 0 
Fre areet mt. 
Bezeichnen wir folglich mit s, den grössten gemeinsamen 
Theiler von e, und %, so wird die allgemeinste Lösung der 
Gleichung | 
EnYn + #2 —) 


diese sein: 


VIRL ‚ e, 
Yy— = in 7) See ER 
h h 


während 8, eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Man findet 
also als allgemeinste Lösung der Gleichungen (7) die folgende: 


% % % 
Tee FRE Ya Zr Fr 23 a Ye Fr 
8 Yr+1°'' Yn beliebig, 
(8) [4 e, A e9 ! 2 
2 ae 29 ren Tee 6, 
2 2: 


&r11, * 2m gleich Null. 


Hieraus aber findet sich die allgemeinste Lösung der Glei- 
chungen (3), wenn einerseits die Werthe z, in (4) eingesetzt 
und dann aus diesen Gleichungen die 2. bestimmt werden, 


a er 
Bye 
en > 2 
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andererseits durch Substitution der gefundenen Werthe der %. 
in die Gleichungen (5), wodurch man findet: 


() ga it tler bt lartıierr tt denn 
RO 
wenn die 8; ganz beliebige ganze Zahlen bezeichnen. Diese 
Werthe x, sind dann zugleich die allgemeinste Lösung 
der Congruenzen 
(10) A. =0 (mod. x). 
(e=1,2,:-:m) 

Handelt es sich nun darum, aus allen diesen die unter 
einander incongruenten Lösungen auszuscheiden resp. ihre 
Anzahl zu bestimmen, so kann man bemerken, dass, da der 
Modulus der Substitution (5) die Einheit ist, offenbar nicht 
nur congruenten Systemen der y congruente Systeme der x 
entsprechen, sondern auch umgekehrt, und folglich muss die 
Anzahl der (mod. x) incongruenten Systeme (9) der Zahlen 
%. gleich derjenigen der incongruenten Systeme (8) der Zahlen 
Ya sein. Die letztere ist aber ersichtlich 

LITE EA 
kommt man also überein, ,—=x zu setzen, so oft h>r ist, 
so findet sich die Anzahl | A,x| der incongruenten Lö- 
sungen oder der Wurzeln der Congruenzen (10) durch 


die Formel: 
(11) BERSÄE ED ET 


Da e, durch e,_ı theilbar ist, so geht auch der grösste 
gemeinsame Theiler s, von e, und x durch den grössten ge- 
1 





meinsamen Theiler s,_ı von &,_ı und x auf; folglich ist 
h—1 


theilbar durch =. Der Formel (9) zufolge ist deshalb, so oft 
h 

der Rang r des Systems a gleich n ist, jede der Zahlen x, 

theilbar durch =, und folglich können alsdann die Elemente 


Bein», einer Lösung der Congruenzen (10) nur unter 
der Bedingung, dass ,=x d.h. e, durch x theilbar ist, 
Zahlen ohne einen gemeinsamen Theiler sein. Da ferner, falls 
r<n ist, 2, —=0 also gleichfalls theilbar ist durch «, dürfen 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 23 
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wir sagen: die Congruenzen (10) können nur dann eine Lösung 
in Zahlen ohne gemeinsamen Theiler haben, wenn e, theilbar 
ist durch «. Umgekehrt aber, wenn e, durch x aufgeht also 
5, = x Ist, so ist entweder r —=n also 


% 
nl 72 Gr U a u Pr TE 


(e=1,2,---n) 


oder r ist <n und es gilt die Formel (9); in beiden Fällen 
findet man, indem man &, —=1, die übrigen & gleich Null 
wählt, die Lösung 

= Min; I = Gun’ mn Inn; 


welches eine Lösung in Zahlen ohne gemeinsamen Theiler ist, 
da die Determinante des Systems q, von welchem diese Zahlen 
eine Spalte bilden, gleich 1 ist. — Beide Ergebnisse zusammen- 
fassend gewinnt man folgenden Satz: 

Damit mehrere homogene lineare Congruenzen 
zwischen n Unbekannten eine Lösung in ganzen 
Zahlen ohne gemeinsamen Theiler haben, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass der Modul der Con- 
gruenzen im n'" Elementartheiler des Coefficienten- 
systems aufgehe*). 

Jeder Lösung der Congruenzen (10) in Zahlen ®,, 25, &, 
ohne gemeinsamen Theiler entspricht ein System rationaler 


Werthe 
let... 
LT Be a ge 
mit dem Generalnenner x, für welches die m Linearformen 
(12) Ga1$ı . Aa 2&82 + 2 4 ER, 
(e =1,2, :- m) 


ganzzahlig werden, und umgekehrt. Demnach lässt sich der 
vorige Satz auch in dieser andern Fassung aussprechen: 
Damit die Linearformen (12) für rationale Werthe 
der Variabeln ganzzahlig werden können, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass der n“ Elementartheiler 








*) S. Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Coeffi- 
cienten, J. für Math. 86 S. 192. 
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des Coefficientensystems durch ihren Generalnenner 
theilbar sei“). 


2. Indem man in den m Ausdrücken 
Ar ri daıFı + Aa2%2 + ehr + AanKn 
(& =l, 2, °»- Mm) 
den Unbestimmten #,,%,,:::%.„ irgend ein System von Resten 
[4 14 ’ 
rar almor,.%) 
beilegt, erhält man ein System zugehöriger Werthe 
’ £ ’ 
Ay, Ay, Am, 
und wenn dies auf alle mögliche Weise geschieht, x” solcher 
Systeme. Entspricht ein zweites derselben: 
„ „ 2 
A, „Ag 5,’ Am 
dem System r,”,ry,---r„ von Resten, so wird es dem 
ersteren (mod. x) congruent sein oder nicht, je nachdem die 


Zahlen 


„ R „ 14 lda ’ 


eine Wurzel der Congruenzen (10) darstellen oder nicht. 
Mithin werden je | A, «| Systeme von Resten der Unbestimmten 
congruente Systeme A. ergeben und die Anzahl (A,x) nicht- 
congruenter Werthsysteme, welche die m Linearformen 
A. (mod. x) lassen können, wird durch die Gleichung 
(13) | (Ad,»):|A,x| =» 

bestimmt sein. Mit Rücksicht auf (11) findet sich also die 
Formel: 


a“ z % : % 
er) ll) 


Diesem Ausdrucke für (A,x) lassen sich ein paar andere 
Bestimmungsweisen an die Seite stellen, die oft nützlich ver- 
wendet werden können. Wir zeigen zu diesem Zwecke, 


dass 5,55, der grösste gemeinsame Theiler der 
Zahlen 
(15) EHE HER AGE, Eee, Ar 


oder der Zahlen 


*) Vgl. hierzu Hensel, zur Theorie der linearen Formen, J. für 
Math. 107 8. 241. 


23* 
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w, nie, Tee, ea ei, “er 


ist. In der That: die beiden ersten von ihnen haben den 
grössten gemeinsamen Theiler #"—-1s,, folglich sie alle den- 
selben grössten gemeinsamen Theiler wie die folgenden: 


Br Kr dte u 
(16) TEEN ae ETC 6°" Er. 
Von den letzteren haben die beiden ersten zum grössten ge- 
meinsamen Theiler x”? mal denjenigen von 


ik; % d Per e € R 
2 2 


. . A . Pe . Y 
hier ist aber „ Prim gegen und als Theiler von — auch 
2 2 1 


? 
1 


grössten gemeinsamen Theiler #"—?s,s,, und die Zahlen (16) 
genau denselben, wie die folgenden: 


gegen — mithin haben die genannten beiden Zahlen den 


r—2 r—3 er 2 
et TR 6 69 & 


u.s.f, sodass sich schliesslich s,s, - - - s, als grösster gemein- 
samer Theiler aller Zahlen (15) herausstellt. 
Schreibt man demnach die Zahlen 


(17) ER U Mae re ae, 


von denen, wenn r <n ist, die letzten a — r gleich Null sind, 
so werden diese 
SS TTS * Sn 


zum grössten gemeinsamen Theiler haben. So geht der Satz 
hervor: 

Die mit | A,#| bezeichnete Anzahl ist der grösste 
gemeinsame Theiler aller Zahlen (17), und man findet 
die Zahl (A,x), wenn man x” durch den letzteren 
dividirt. ‘Wenn man aber die Brüche 


( ) en GR AT 
% 
oder 
wid, ik d, 
EEE 


auf ihren Generalnenner bringt, wird der letztere offenbar in 
genau derselben Weise erhalten. Und somit kann man 
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(A,#x) auch als den Generalnenner der Brüche (18) 
definiren. 

Nach (11) erhält die Zahl |A,«| dann und nur dann 
den Werth 1, wenn x prim ist gegen d,. Man schliesst folg- 
lich den Satz: Die Congruenzen (10) haben dann und 
nur dann die einzige Lösung ©. =0 (mod. x), wenn 
r=n und x zum grössten gemeinsamen Theiler aller 
Determinanten von a prim ist*). 

Denken wir uns nunmehr neben den m Linearformen 


(19) da1ıKı + Iu2%2 + Be + OanEn 


(e=1,2,.-- m) 


mit 2 Unbestimmten dasjenige System von » Linearformen 


(20) AısYyı + A25Yya +: + AmpYm 

$=1,2,::-n) 
mit m Unbestimmten, dessen Zahlensystem a’ das zu a con- 
jugirte System ist. 

Da, wie bereits am Einde von nr. 4 des zweiten Capitels 
bemerkt worden ist, die Elementartheiler von a’ identisch sind 
mit denjenigen von a, so müssen für a’ auch die grössten 
gemeinsamen Theiler von «x und den Elementartheilern die- 
selben Zahlen s,,5,,:-:s„ sein, wie für a, und somit ergiebt 
sich aus (14) ohne weiteres die Gleichheit: 

(21) | (d,n) = (A, x) 

oder der Satz”): Die Anzahl der (mod. x) incongruenten, 
durch die m Formen (19) darstellbaren Werthsysteme 
ist ebenso gross, wie die Anzahl der (mod. x) incon- 
sruenten Werthsysteme, welche durch die n con- 
jugirten Formen (20) darstellbar sind. 

Heisst aber | A’,x| die Anzahl incongruenter Lösungen 
des zu (10) conjugirten Systems von ÖOongruenzen: 

Qı5Yı + QagYa + "+ AmpYm = 0 (mod. x) 
=1,2,:.-n) 
mit den m Unbestimmten %,, %s, : ' Ym, so ist der Formel (13) 
entsprechend 


*, Journ. f. d. r. u. a. Math. 86 8. 193. 
**, S. Frobenius Th. d. lin. Formen, J. f. Math. 86 S. 192. 
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(A,x):|A,#|=#", 
mithin wegen (21) 
AKA — Re 
nur also, wenn m = n ist, gilt die Gleichheit 
|4,#|=|4,«|. 


3. Wir wollen nun annehmen, dass die Congruenzen (10) 
unabhängige Congruenzen also r—=m<n sei. Ihre allge- 
meine Lösung wird dann durch die Formel 


(22) La (ei a; &ı + =; + da,m z Gr + Ga,m-+16m-+1 + Bi + Jan bn 


(@=1,2,:::n) 


geliefert, indem man darin für &, &,-:-&. alle ganzen Zahlen 
setzt; auch ist jedes so gelieferte System von Werthen «,, 
X, "%n eine jener Lösungen und man erhält jede von ihnen 
auch nur einmal. Insbesondere sind die » Systeme 


( % A % 

11 s, Q21 s, Ani 5, 

q A q A q A 
992 Ir: LM IF EUTIN 
(23) Sn Syn Sm 


q1,m+1 Q2,m+1 °'* Inm+i 


\ Iin G2n .- Inn 


auch n» Lösungen der Congruenzen (10), aus denen, wie die 
Formel (22) zeigt, alle übrigen Lösungen sich linear zusammen- 
setzen lassen. Da g ein Einheitssystem ist, findet sich als 
Werth der Determinante des vorstehenden Systems offenbar 


% a” 


818g ° "Sm ia ea a 








Es giebt mithin für die von einander unabhän- 
gigen Öongruenzen 


A. =0 (mod. x) 


(a =1,2, m) 


mit n Unbestimmten n Lösungen, deren Determinante 
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gleich (A,x) ist und aus welchen alle übrigen linear 
zusammensetzbar sind*). 

Diese Lösungen könnte man füglich, wie bei den Glei- 
chungen, ein System fundamentaler Lösungen der Congru- 
enzen nennen. Indessen wollen wir diesen Ausdruck hier 
anders gebrauchen. Da es nämlich bei Congruenzen wesent- 
lich nur auf incongruente Lösungen oder Wurzeln ankommt, 
so wollen wir A Lösungen 


(24) bei ba2 2 Dan 

(@e=1,2,-:-A4) 
der Congruenzen (10) dann ein System von Funda- 
mentalauflösungen nennen, wenn alle incongruenten 
Lösungen %,,%,'''% durch die Formel 


(25) I Diakı — baa2a + MER -H Djaßı (mod. x) 
(== 2, en) 

gegeben werden, indem man für die Unbestimmten 
21, 20,°''2ı alle Reste (mod. x) einsetzt. Es ist leicht, 
eine Bedingung abzuleiten, welche dafür, dass die Lösungen 
(24) ein solches Fundamentalsystem bilden, nothwendig und 
hinreichend ist. Da nämlich die Ausdrücke (25) stets den 
Congruenzen (10) genügen, wenn dies die Zahlen (24) thun, 
werden letztere offenbar dann und nur dann ein Fundamental- 
system bilden, wenn jene Ausdrücke genau so viel (mod. x) 
incongruente Systeme x, darstellen können, als die Congru- 
enzen (10) Wurzeln haben. Bezeichnet man also mit (DB, x) 
die Anzahl der (mod. #) incongruenten Werthsysteme, welche 
die n Formen 


bi @2ı n. ba a22 —- I . bi #22 


(e=1,2,.'-n) 
mit A Unbestimmten oder, was dasselbe sagt, welche die con- 
jugirten A Formen 


bei Yyı + ba2%2 +... + Dantn 


(e=1,2,:::4) 


mit » Unbestimmten darstellen können, so ist die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 


*, Frobenius a. a. O. 8. 182. 
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die Lösungen (24) ein Fundamentalsystem der Con- 
gruenzen (10) bilden, die Gleichheit: 


(26) 4,21=(B,%). 
Da der Voraussetzung nach allgemein 
WLUFE| + WPRUFE - use + Ion Den =( (mod. *) 
(e=1,2,::. m; ß=12,::'4) 
ist, so leuchtet ein, dass die m Werthreihen 
(27) Odai a2 *** Aan 
(@a==1, 2, *.-m) 
des Systems a ebenso viel Lösungen der A Congruenzen 
(28) bs1Yı - Ds2%2 + Te: — DanYn =>() (mod. *) 
P=1,2,:--4) 
sind. Nennt man | B,x| die Anzahl incongruenter Lösungen 
der letzteren, so besteht die mit (13) analoge Beziehung 
IB #|l (B,+)=. 


Ist folglich die Gleichung (26) erfüllt d.h. das System 
(24) von Lösungen der Öongruenzen (10) ein funda- 
mentales, so folgt die Gleichung 

IB,#x|= (4,%) 
und daher werden auch die Lösungen (27) der Con- 
gruenzen (28) ein fundamentales System von Lösungen 
der, letzteren sein. Dieser eigenthümlichen Reciproeität 
zwischen den beiden Congruenzensystemen (10) und (27) halber 
nennt man sie einander adjungirt. 

Nimmt man an, der grösste gemeinsame Theiler aller 
Determinanten h'" Grades des Systems « sei prim gegen den 
Modulus %, dagegen derjenige aller Determinanten A + 1!“ 
Grades sei es nicht, so ist 941 > 1, aber s, und folglich auch 
S»—1, Ss—2, '*"5ı sind gleich 1. Dann verwandeln sich aber 
die Gleichungen (9) in folgende Congruenzen: 

g,/ 


s 64 4°: 4 Gam: = Em 
h+1 m 
+ Ge,m-+1 Em-+1 ar ze Sr Ian 5m 


(@=1,2,..:n) 





La = Ga,a+1 , 


(mod. x), welche lehren, dass das System 


nn 
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g1, At lo BE “ An, h+17 


= +1 SR 1 
q A q % q % 
Tan 3} 2 uw a TE 
(29) Sm Sm Sm 
91,m+1 92,m+1 + An,m-+1 
Mın Ian ER Ann 


ein System von n — h fundamentalen Lösungen der Congru- 
enzen (10) ist. Es giebt aber kein System von Fundamental- 
auflösungen, welche aus einer geringeren Anzahl Lösungen 
bestände. In der That, wäre, wenn A=n— h-— u gedacht 
wird, das System (24) ein solches, so müssten, wenn 
%18 X2 8  Knß 
die 8'° Reihe von (29) bezeichnen, die Congruenzen statthaben: 
Laß bia2ıs + D2a22 58 + vr... u Diakı (mod. #) 
(e=1,2,:::nß=1,2,.::n—h), 


und man bemerke, dass 


biakıa Sir D2 4223 tr: DiaZıs == 





s (ar 
Sn+ß P 


wo &; ganzzahlig ist, gesetzt werden darf. Demnach lässt 
sich das System (29) auf jede der beiden nachstehenden Arten 
schreiben: 

bi1 211 +: + bı2ı + #8, 


bi2 Zu -H TECH Erle er. 3 
(30) en, ö 3 


bıı Al,n—h Fr y op en Zj,n—h at u n—hy 
Dia Al,n—h + FRE + bi Ar,n—h - EIER A > 


oder: 





Fei.: + #811 ’ 





rei + #82, a 
(81) 
n—h + #E, n—hy — 5, Seläg nt Es, n—hy'''5 


worin auch die & ganze Zahlen bedeuten. Nimmt man nun’ 
irgend eine Determinante » — h‘®”" Grades des Systems (29) 


2 EEE 


362 Viertes Capitel. 


und entwickelt man sie den Formen (30) oder (31) zufolge 
nach Potenzen von x, so zeigt die erste dieser Formen, dass 
die Glieder mit geringeren Potenzen als x“ identisch ver- 
schwinden; der Form (31) zufolge aber ist das Glied der ent- 
wickelten Determinante, welches x“ enthält, gleich x“ mal 
einem Aggregate von Determinanten A" Grades des Systems 


“ 





5 , 


% % 
Gil, 5 aa a 
r+1 +1 


% % r 

5 cı n—h " &a 7 Ds & 
S —hy n—h) n,n—hy3 

Dr | 5, . a: 


ein Aggregat, welches gewiss den Faktor 


ur 


SS tu+i S+u+t2 HIER 
enthält, und ist also theilbar durch 


ur—h 


Su One en 





Ebenso ist das Glied der entwickelten Determinante, welches 


n—h 
x“+1 enthält, theilbar durch 


WERL ALZER 
ntu+2'"" ®n 
Glied theilbar durch %#*=*. Die ganze Determinante n — hi" 
Grades des Systems (29), die wir betrachten, wird mithin ge- 
wiss. durch den grössten gemeinsamen Theiler der eben be- 
zeichneten Zahlen d. i. durch 


u. s. w., das letzte 


„e—h 


ER er ae 
aufgehen, und da diese Determinante irgend eine der Deter- 
minanten n — h‘®" Grades jenes Systems ist, muss auch der 
letzteren grösster gemeinsamer Theiler, welcher, da g ein Ein- 
heitssystem ist, den Werth 


y —h 





DR nn) mE 


hat, durch den vorigen Werth theilbar sein und folglich der 
Quotient 
Sntut+1ntu+2'' "Sn 
ALL LSA TEE 
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eine ganze Zahl. Dies ist aber nicht der Fall, wenn u > 0 
d.h.i<n—his. — 

Auf solche Weise ist folgender Satz gewonnen worden *): 
Wenn im Systeme a der grösste gemeinsame Theiler 
aller Determinanten A" Grades prim gegen x, der- 
jenige aller Determinanten A + 1% Grades aber 
nicht prim gegen x ist, so giebt es für die Öon- 
gruenzen (10) ein System von n— h Fundamentalauf- 
lösungen, aber kein solches System, das aus weniger 
als an — h Lösungen bestände. 

4. Der Fall nicht homogener Congruenzen 
(32) A. = 4. (mod. x) 

(al, 22617) 
bietet nach den im Vorigen entwickelten Resultaten keine 
Schwierigkeit mehr. Wir dürfen die Congruenzen als unab- 
hängige voraussetzen. 

Ist dann zuerst m <n, so wird r= m sein. Da die Con- 
gruenzen den Gleichungen 
(33) Au + #2. = % 

(e=1,2,.--m) 
vollkommen gleichbedeutend sind, erhalten wir zuvörderst die 
nothwendige und hinreichende Bedingung für ihre Auflösbar- 
keit durch Anwendung des in nr. 9 des dritten Capitels ge- 
gebenen Kriteriums: der grösste gemeinsame Theiler aller 
Determinanten muss derselbe sein für die beiden Systeme: 


er A a an san % 0-0 
x und 


ern 0O, oh Gute a0 


Nun sind die Determinanten des ersten Systems 1) die 
sämmtlichen Determinanten m*® Grades von a, 2) die mit « 
multiplieirten Determinanten m — 1‘ Grades, 3) die mit x? 
multiplieirten Determinanten m — 2'%® Grades von a, u. S. w,, 
endlich x“. Ihr grösster gemeinsamer Theiler ist also mit 
demjenigen der Zahlen 


2025 Are : di, KNüTE 5 da, a, On 1, Am 





*, 8. Frobenius’J. f. Math. 88 S. 109. 


er er Mg 
E 2 ns R 
4  ' 
1 
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identisch, welcher sich, wie in nr. 2, gleich s,s, - - - 5, ergiebt. 
Bezeichnet man für das erweiterte System die grössten ge- 
meinsamen Theiler der Determinanten verschiedener Grade 
mit 0,,0,,°:0., mit &,&,"*:&, die Elementartheiler und 
mit 6,,6,,--:6, ihre grössten gemeinsamen Theiler mit x, 
so findet sich der grösste gemeinsame Theiler aller Determi- 
nanten des obigen zweiten Systems durch dieselbe Betrachtung 
gleich 6,6, :*- 6.. Und somit ist die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Auflösbarkeit der Congruenzen 
(32) im Falle m <n die Gleichheit 


(34) 5159 AL Sm —— 6, 65 a a Om ”, 


Ist aber zweitens m >n, so sind die m Oongruenzen 
(32) mit n Unbekannten völlig gleichbedeutend den m Glei- 
chungen (35) mit m + n Unbekannten, man kann daher 
auch in diesem Falle das Kriterium der Auflösbarkeit an- 
wenden, wie vorher, und findet als nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die 'Auflösbarkeit der Congruenzen (32) in 
diesem Falle die Gleichheit des grössten gemeinsamen Theilers 
für die zwei Systeme von Zahlen: 

A a a ee eo 
und 
x rrld,, werd Aber OnetDdr erTE VuE 


d. h. die Gleichheit 
KUZE LS SE 2 SH al 00 a 
oder 
gr Sun — 00 0 

Da nun nach dem vorletzten Satze von nr. 6 des zweiten 
Capitels e; durch &; und daher auch der grösste gemeinsame 
Theiler s; von e;, und « durch den grössten gemeinsamen 
Theiler 6; von &; und x theilbar ist, so folgt aus vorstehender 
Gleichung 6,41 theilbar durch x d.h. 6,11=x, und die 
Bedingungsgleichung erhält die Gestalt 
(35) SS rer Oele 
und ist in Verbindung mit der Gleichung &,1,—=x% 
oder der ihr gleichbedeutenden Bedingung, dass &,11 


*) S. hierzu und zu dem Folgenden Smith a. a. O. art. 17 und 18. 
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durch x theilbar sei, zugleich die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die Auflösbarkeit der 
Congruenzen (32). 

Ist nun diese, resp. die Bedingung (34) erfüllt, so 
ist in beiden Fällen die Anzahl der ee 
Lösungen jederzeit 

ee a Le 9 
Denn, ist &,,8&,:--&„ eine bestimmte Lösung, so erhält man 
daraus offenbar | A,#| incongruente Lösungen mittels der 
Formeln: 


(36) &, +2, Eh, er En + In; 


wenn man für @,,%,::-2„ jede der | A,#| incongruenten 
Lösungen der Congruenzen 


(37) A. —=0 (mod. x) 


setzt; und umgekehrt, wenn &,',&,,---&. irgend eine andere 
Lösung der Congruenzen (32) bedeutet, so ist sie, da 


5, u — 5, ee  — 

die Congruenzen (37) erfüllen, mit einer der Lösungen (36) 
(mod. #) congruent. | 

5. Bevor wir dieses Capitel schliessen, ziehen wir aus 
der allgemeinen Grundlage unserer Untersuchungen noch ein 
paar für die Folge wichtige Folgerungen. 

Führen wir, wie früher, statt der Linearformen A, durch 
die Substitution 

7. Br Par Aı + Paa As + "Pam Am 
(«=1,2,--: m) 

ebenso viel andere Linearformen A. ein, so leuchtet daraus, 
dass das System » ein Einheitssystem ist, sogleich ein, dass 
für jedes ganzzahlige System der Unbestimmten %,,%,°** & 
der grösste gemeinsame Theiler der ersteren gleich demjenigen 
der letzteren Formen ist. Gehen ferner durch die Substitution 


La — AaıYyı + Aa2Y2 + °*° + any 
(e=1,2,.:'n) 


die A, in die Linearformen: 5, über, so wird der grösste ge- 
meinsame Theiler der D, für jedes Werthsystem der y gleich 


a nn 3 
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dem grössten gemeinsamen Theiler der A, oder der A. für 
das entsprechende Werthsystem der x sein. Indem nun p und 
q so gewählt werden, dass 


B=ey, B= @Y, **: B-=&Yyr, Br =0: Bun —=0O 


werden, und darauf y, = 1, die übrigen y beliebig genommen 
werden, erhalten die 5. den grössten gemeinsamen Theiler e, 
d. i. denselben grössten gemeinsamen Theiler, wie die sämmt- 
lichen Coefficienten a.5. 

Ist mithin d grösster gemeinsamer Theiler aller 
Zahlen a,s des Systems a, so kann man %,%,*''An 
so wählen, dass auch der grösste gemeinsame Theiler 
aller Formen 


Ay, Ag, Am 
gleich d wird). 
Sind also z. B. die 2m Zahlen 
Guy Ggy Am; Di, day: © dm 
ohne gemeinsamen Theiler, so lassen sich ©, y so wählen, dass 
die m Ausdrücke 


A, - b,Y, A, X ee b,Y, r Amk “m bY 
keinen gemeinsamen Theiler haben. 
Wenn insbesondere nicht die sämmtlichen Aus- 
drücke 
(38) Ads — Agbe 
verschwinden, lässt sich dabei @=1, die Zahl y also 
so wählen, dass die Zahlen 


(39) a + 5,9%, 4; + BY, "Am + dmY 

ohne gemeinsamen Theiler sind. Auf diesen — aus dem 
Vorigen nicht unmittelbar fliessenden — Satz stützt sich Fro- 
benius im Journ. f. Math. S6 S. 156 zum Beweise des aus- 
gesprochenen allgemeinen Satzes. Er beweist jenen mittels 
der gleichen Prineipien, deren sich auch Smith bedient, fol- 
gendermassen. Jeder gemeinsame Theiler der Zahlen (39) 
müsste auch in 


bs (A =; bey) =, ba (a3 = bsy) 


*) S. bei Smith.a. a. O. S. 314 einen Beweis dieses Satzes für den 
Fall m < n. 
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d.i. in allen Zahlen (38) aufgehen. Lässt sich also y so 
wählen, dass die erstgenannten keinen gemeinsamen Theiler 
haben mit dem grössten gemeinsamen Theiler ö der letzteren, 
so müssen sie überhaupt ohne gemeinsamen Theiler sein. Eine 
solche Wahl von y ist aber möglich, denn man kann allge- 
meiner y so wählen, dass die Zahlen (39) mit einer beliebig 
vorgeschriebenen Zahl x keinen Theiler gemeinsam haben. 
In der That, sind p,g,r... die Primfaktoren von x, so muss, 
da die 2m Zahlen a., b. der Voraussetzung nach keinen ge- 
meinsamen Theiler haben, wenigstens eine von ihnen durch 
p nicht theilbar sein; ist es a,, so setze man 


y==0 (mod. p), 
ist es b„, so wähle man y (mod. p) so, dass etwa 


A. + bay =1 (mod. p) 

wird; man kann auf diese Weise y (mod. ») so bestimmen, 
dass eine der Zahlen (39) nicht durch p, in gleicher Weise 
(mod. q) so, dass eine von ihnen nicht durch q theilbar ist 
u.s. w., folglich auch (mod. pq r...) so, dass sie nicht 
sämmtlich einen Primfaktor von # gemeinschaftlich haben, 
w. z. b. w. 

Hieraus folgt speciell die Bemerkung, dass, wenn 


a, dg Om 


mehrere Zahlen sind, die zusammen mit x keinen ge- 
meinsamen Theiler haben, sich andere ihnen (mod. x) 
congruente Zahlen 
BE 3 04, 

angeben lassen, die überhaupt keinen gemeinsamen 
Theiler haben. Denn zunächst darf man voraussetzen, dass 
sie nicht sämmtlich gleich sind, weil man sie sonst durch 
ungleiche ihnen (mod. x) congruente ersetzen könnte. Wählt 
man dann sämmtliche Zahlen 5, gleich x, so sind die Zahlen 
(38) nicht alle Null, der vorige Satz wird anwendbar und y 
kann so gewählt werden, dass die Zahlen 


= uTtrHY, u = + %Y, --- Am = Am + %Y 
ohne gemeinsamen Theiler sind. 
Auf diesen einfachen Satz gründen wir den Beweis eines 
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anderen Satzes, dessen wir in der Folge mehrfach bedürfen. 


Ist 
dyıı Ad12 °'* Aım 


Ami Im2 *** Amm 


ein quadratisches Zahlensystem a, dessen Determi- 
nante congruent 1 (mod.x) ist, so lässt sich ein anderes 
angeben, dessen Elemente denjenigen des ersteren 
congruent sind, dessen Determinante aber gleich 1 
ist. Da dieser Satz für m = 1 selbstverständlich ist, werden 
wir ihn beweisen, wenn wir feststellen, dass er für m gilt, 
falls er bereits für m — 1 richtig ist. Nun folgt zunächst 
aus der Voraussetzung, dass die Zahlen a1, @ası,-:- @„ı keinen 
mit x gemeinsamen 'Theiler haben können; folglich lassen sich 
andere ihnen (mod. #) congruente: «1, @&sı,***&nı angeben, 
welche überhaupt ohne gemeinsamen Theiler sind, und nun- 
mehr nach Cap. 3 nr. 5 ein System «: 


ıı 0&ı2 °** Kim 


Omi &m2°'** mm 


aufstellen, dessen Determinante gleich 1 ist. Setzt man das 
reciproke System «=! mit dem Systeme « zusammen, so er- 
hält man ein drittes System ß: 


Pu Pıa a Pım 
mi Pn2 re Den 


in welchem offenbar 
Bu=l, fr =0::- Pmı 0 (mod. %) 


sind, während seine Determinante und daher auch die Deter- 
minante von 


P22 -* Bam 
Pre a Bam 


der Einheit congruent ist. Wenn man nun die Elemente des 
letzteren Systems vom m — 1" Grade, was nach der Voraus- 
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setzung geschehen kann, durch solche andere, ihnen (mod. x) 
congruente 


bee: Dom 
bg a Dam 
ersetzt, dass deren Determinante |b,,|=1 wird, und man 


wählt 

bı = 1; bsı, St Dani gleich 0) 

be = ßıs, + dm Dim (mod. #), 
so ist offenbar das System b: 


bi bis rehe Bin, 
baı dag - ++ Dam 


Dani bin EN DeaR; 


dem System ß (mod. x) congruent und seine Determinante 
gleich 1. Das letztere gilt mithin auch für das zusammen- 
gesetzte System «&-b. Da zudem 


B— a, alsos sa; ß 


ist, so ist ersichtlich 

a=a.b 
und das System «-b genügt folglich allen Anforde- 
rungen des Satzes*). 


6. Noch sei folgender Satz hier mitgetheilt, der mit dem 
Gegenstande der letzten Capitel nahe verwandt ist und auf 
den wir später zu verweisen haben werden. 

Jede rationale Transformation d. ı. jede Trans- 
formation mit rationalen Coefficienten kann in solche 
zerlegt werden, deren Modulus und Generalnenner 
nur eine einzige Primzahl enthalten. — Da man, wenn 
ein Generalnenner vorhanden ist, ihn offenbar durch successive 


*) Der hier gegebene Beweis des Satzes ist nach Minkowski, 
Untersuchungen über quadratische Formen, in Acta Math. Bd. 7. Einen 
anderen Beweis, der sich unmittelbar auf die Reduktionsformel (15) des 
Cap. 2 stützt, s. bei Smith, m&m. sur la representation des nombres 
par des sommes de cinq carres, in M&m. des Savants Etrangers 29, S. 16. 

Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 24 
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X, . es 
Substitutionen x; = — einführen kann, braucht man den Satz 
p 


nur für ganzzahlige Transformationen zu erweisen. Jede solche 
aber setzt sich aus einer Substitution (P) von der Form: 
ER 1 
% —=Pı Yı 


N 2 
% = P5 Yı 4 Pa Ya 


In = Pr Yı my: Pr” Yn 


und einer unimodularen zusammen. Nun ist erstens das 
Produkt zweier analogen Substitutionen (P), (9) wieder eine 
mit (P) analoge Substitution (R), in welcher 


A / Er 
Yu —m. r gu" 
d 
TE) Kae > } 2 pe 
y," d — pn" 0) k Ver: 
da=0 


(d=1,2,:::h—1) 


ist. Zweitens kann jede mit (P) analoge Substitution (R) in ein 
Produkt zweier anderen (P), (@) zerlegt werden, sobald man 
die Elemente r,” so in zwei Faktoren »,”, q,” zerlegt, dass jedes 


pı" prim ist zu 9,1, %%,---g%Zi1. Denn dann lassen sich zu- 


erst die Elemente 9», durch die Congruenzen 





m.h—d —— 3 E N 
NEE np: (mod. p1*) 


und dann 





h—d __ 2 BE 
dr Par h 


wählen. 

Werden beispielsweise die 9)“ als die höchsten in den 
y," aufgehenden Potenzen einer Primzahl gewählt, so kommt 
man zu der behaupteten Zerlegung der rationalen Transfor- 


mation (s. Journ. f. Math. 106 8. 20). 
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1. Wir beginnen dieses Capitel, indem wir aus der Theorie 
der Elementartheiler einige auf die der bilinearen Formen be- 
zügliche Folgerungen herleiten. 

Wenn 


(1) va Ss Ge Va Ya 


(el, 2,..:m; P=1,2,---n) 


eine bilineare Form mit m Unbestimmten x,, %,°:-&n und 
n Unbestimmten %,,%s,:::%. ist, so kann man sie transfor- 
miren, indem man für die Unbestimmten durch die Substi- 
tutionen 


! ’ ’ 
Le = PiaFı + P2 «2 — Be —+ Pre Im 
(Ela wel) 
(2) Ä 
Y= %ıYı 4 9e2Ya 4°: + IpnYn 
=1,2,...n) 
ebenso viele andere einführt. Die so entstehende transformirte 
Form 


(3) = Bee Us 


en Ol, 2,» ten) 


hat die 1 
(4) bo ne Di Pre : daß i VERE 
a&,ß 


Bezeichnet man also mit a, b die aus den Üoefficienten 
beider Formen gebildeten Zahlensysteme vom Typus mn, 
mit 9,g die quadratischen Zahlensysteme 


Pyı, Py2; et Pym und 981; 1325 nes Ian, 
(y=1,2,--:m) =1,2,:'-n) 


so findet sich die Beziehung 


(5) b=P»-0:.4. 
Setzen wir voraus, dass sowohl die Coefficienten der Form 
F, als auch die der Substitutionen (2) ganzzahlig sind, so 


lehrt diese Beziehung, dass das System b unter dem Systeme 
24* 
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a enthalten, insbesondere, wenn 9, q Einheitssysteme sind, ihm 
äquivalent ist. Wir sagen deshalb entsprechend: die bilineare 
Form F, sei unter der Form F, enthalten, resp., wenn sie 
durch unimodulare Substitutionen (2) aus F, entsteht, sie sei 
F, äquivalent. Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Aequivalenz der beiden ganzzahligen 
Formen F, und F, ıst hiermit nach nr. 4 des zweiten 
Capitels die Bedingung, dass ihre Coefficienten- 
systeme a,b gleichen Rang und gleiche Elementar- 
theiler haben. — Conjugirte Formen F, und F, sind 
folglich stets einander äquivalent. — Die Bedingungen 
des Enthaltenseins von F} unter F, lehrt der allgemeinere in 
jener nr. ausgesprochene Satz. Diesem zufolge müssen die 
Formen F,, F,, damit sie gegenseitig unter einander ent- 
halten sind, gleichen Rang und gleiche Elementartheiler haben. 
Man kann daher die Aequivalenz zweier Formen auch so defi- 
niren: Zwei Formen heissen äquivalent, wenn jede 
unter der andern enthalten ist. 

Da man die Einheitssysteme 9»,, 9, So wählen kann, dass 


(6) PD 4% = E 
wird, wo, wenn r den Rang von a bedeutet, E die Form hat: 
EROEMEOSDE 
EN Sr 
O0 er 
0.08 SOSDer 


? 

so lässt sich die Form F,„ durch geeignete unimodulare Sub- 
stitutionen in die äquivalente Form 

(%) 1% Yyı Fa ya tt Br Yr 

überführen, die wir ihre Reducirte nennen wollen. Aequi- 
valente ganzzahlige Formen F,, F, sind demgemäss 
durch den Umstand charakterisirt, dass ihre Redu- 
cirten identisch sind. Betrachten wir insbesondere den 
Fall, auf den wir uns bald ausschliesslich beschränken werden, 
dass m=n=r ist, so sind die Coefficientensysteme der 
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Formen quadratische Systeme und aus der Gleichung (6) geht 
die andere 


(8) Ah 


hervor. Aequivalente Formen haben also alsdann die- 
selbe Determinante. 

Denkt man sich daher alle unter einander äquivalenten 
Formen in eine Classe zusammengefasst, so zerfällt die Ge- 
sammtheit aller Formen mit derselben Determinante D offenbar 
in so viel ÖOlassen, als es Reducirte mit der Determinante D 
giebt. In jeder reducirten Form mit dieser Determinante muss 


aber 
IDEE, 0, 9:3: 64 


eine ganze Zahl f,, folglich 





e 
oder, da 
e 
”—1 


sh, a =hlr a —hle‘ ‘In 
ist, muss | 


(9) De ern. 
sein. Die Anzahl h(D) nicht äquivalenter bilinearer Formen 
(10) > Ua 3 Ca Yg 
(,®=1,2,:::n) 
mit der Determinante D wird folglich gleich der Zahl sein, 


welche angiebt, auf wieviel Arten D in der Gestalt (9) dar- 
stellbar ist. Offenbar ist demnach 


h(D)=h(D’)- h(D"), 
wenn D= D’D” eine Zerlegung von D in zwei relativ prime 
Faktoren D’, D” ist. Ist aber a“ eine der Primzahlpotenzen, 
aus denen D besteht, so ist h(a“) d. i. die Zahl, welche an- 
giebt, wie oft a* in der Gestalt (9): 
u — arm tR—-NYeag+: +20, _1Tt% 
oder « in der Gestalt 
e—=naı + (nr — 1) + ::-+ 20-1 + &n 
darstellbar ist, wie sogleich zu übersehen, der Coefficient h. 
von x“ in der Reihenentwickelung 


—_— 1 2 ar 
We x... (12) „the + hr + 


374 Fünftes Capitel. 


Und somit findet sich, wenn 
D— 0° 02008 
gesetzt wird, die Anzahl h(D) nicht äquivalenter bi- 


linearer Formen von der Gestalt (10) und der Deter- 
minante D durch die Formel: 


(11) RCDySEin on, are & 


welche lehrt, dass sie nur von der Häufigkeit der 
Primfaktoren von D, nicht von ihrem Werthe be- 
stimmt ist. 

2. Die Theorie der Elementartheiler, wie wir sie im 
zweiten Capitel auseinandergesetzt haben, ist keineswegs auf 
den für unsere Zwecke ausschliesslich festgehaltenen Fall be- 
schränkt, wo die Elemente der Zahlensysteme reelle ganze 
Zahlen sind. Sie kann z. B. in genau derselben Weise ent- 
wickelt werden, wenn diese Elemente ganze Funktionen einer 
Veränderlichen A mit beliebigen Coefficienten sind, und es be- 
darf fast nur des Ersatzes des Ausdrucks „ganze Zahl“ durch 
den anderen „ganze Funktion von A“, um aus den entwickelten 
Sätzen die dann giltigen zu erhalten. So sind die mit d, be- 
zeichneten grössten gemeinsamen Theiler aller Determinanten 
x'°" Grades eines Systems a sowie seine Elementartheiler e, 





e 
und deren Quotienten - alsdann ganze Funktionen von A; 
—ı 


und wenn man zwei bilineare Formen F,,F},, deren 
Coeffiecienten ganze Funktionen von A sind, äqui- 
valent nennt, wenn eine von ihnen in die andere 
übergeht durch zwei Substitutionen von der Gestalt 
(2), deren Coeffiecienten ganze Funktionen von A sind, 
deren Determinante aber ein von A unabhängiger, von 
Null verschiedener Werth ist, so findet man als noth- 
wendige und hinreichende Bedingung der Aequivalenz 
wieder die Gleichheit der Elementartheiler beider 
Formen. Denkt man sich die ganzen Funktionen von A, 
welche die Zeichen d, vorstellen, in ihre Linearfaktoren zer- 
legt, bezeichnet mit (A — I)’ die höchste Potenz eines solchen 
Linearfaktors A — I, welche in d, aufgeht, und setzt 


Ö, oe 041 ek 
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so ist (A — I)’ die höchste Potenz dieses Linearfaktors, welche 
in e, enthalten ist. Frobenius nennt die Faktoren (A — I) 
die einfachen Elementartheiler, während Weierstrass 
für diese Theiler den Ausdruck „Elementartheiler“ über- 
haupt gebraucht. Nun werden aber zwei Formen, welche 
gleiche Elementartheiler e, haben, offenbar auch dieselben 
einfachen Elementartheiler haben und auch umgekehrt. Der 
ausgesprochene Satz behält mithin seine Giltigkeit auch dann, 
wenn darin der Ausdruck „Elementartheiler“ im Weier- 
strass’schen Sinne genommen wird. | 

Da wir diese Verhältnisse nur soweit untersuchen wollen, 
als sie mit unserem Gegenstande verbunden sind, be- 
schränken wir uns, wie von nun an überhaupt, auf 
den Fallm=n= 1. 

Seien dann 


(12) va 27° D> daB Ya Y35 F, Fr B> b« 8 Fu Y3 


(,@®=1,2,:-:n) 


zwei bilineare Formen mit 2» Veränderlichen, deren Coeffi- 
cienten ganze Funktionen ersten Grades von A sind, 
sodass man für ihre Systeme die Gleichungen 


a= 4a) +a®, b—=4Ab9 + 0) 


ansetzen darf, wo nun die Elemente der Zahlensysteme «a, 
a), db), b® von A unabhängig sind. Setzen wir voraus, dass 
die Determinanten A®, 5% von a, b® nicht Null sind, so 
haben beide Systeme den Rang rn, denn ihre Determinanten 
sind dann nicht für jedes A gleich Null. Sind ferner die Ele- 
mentartheiler beider Formen einander gleich, so sind diese 
dem Gesagten zufolge äquivalent und es giebt folglich Sub- 
stitutionen (2), deren Üoefficienten ganze Funktionen von 4, 
deren Determinanten aber von A unabhängige, nicht ver- 
schwindende Werthe sind, so beschaffen, dass 


(13) p-a.g=b 
ist. Wir wollen zeigen, dass man die Elemente der 
Systeme p,g als von A unabhängig voraussetzen darf. 


Zunächst werden jedenfalls auch die reciproken Systeme 
p!,q*' Elemente haben, welche ganze Funktionen von A 
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sind, während ihre Determinanten von A unabhängig und von 
Null verschieden sind; aus (13) aber folgt 
(14) pa=b-.q!. 
Wenn nun die Elemente von p abhängig von A sind und 
A° ist die höchste in ihnen vorkommende Potenz von A, sodass 
man 
De ae 
setzen darf, wo nun die Elemente der Systeme p4, Pı> "Pe 
von 4 unabhängig sind, so lässt sich stets ein System 
=nATt NT +. + 8-ı 

und ein*von A unabhängiges System go so bestimmen, dass 
(15a) p=bo-+o 
wird. Denn nach den Regeln des ersten Capitels werden hierzu 
folgende Bedingungsgleichungen zu erfüllen sein: 

a 7} 

De p9 . Ö, + dp). ®, 

ne dp. Or, +59. Ö, 


Dei: om. 9%. -ı + B, 
deren c ersten man, da 5, von Null verschieden vorausgesetzt 
worden, nach nr. 4 des ersten Capitels durch ganz bestimmte 
Zahlensysteme ®, ©, :'-®._ı genügen kann, während dann 
die letzte auch e unzweideutig definirt. 
Aehnlicherweise darf man 


(15b) gq=x.b-+6 
und entsprechend 

(15e) p!—= an) + gW 
(15d) gt—=xda + 00 


setzen, wo 6, 0%, 6) von A unabhängig sind. Alsdann nimmt 
aber die Beziehung (14) die Gestalt an: 
b(& — x!) )a = bo) — oa. 


Da nun A, B® von Null verschieden sind, ein Produkt 5%. 
oder c-a“® nach der eben angezogenen nr. 4 des ersten Ca- 
pitels also nur zugleich mit c verschwinden kann, so erkennt 
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man ohne Mühe, dass, wenn ® — x® nicht Null wäre, die 
linke Seite der vorigen Gleichung in Bezug auf A mindestens 
vom 2. Grade sein würde, während die rechte höchstens vom 
1. Grade ist; somit findet sich | 


(16) b-oeV!—=o-a 
Andererseits ist g:q*!==e d.h. nach den Formeln (15) 

g:d.ata-b- ®—e— 0:0 

oder wegen (16) 
dt x:.0)-a=e— 6-00, 

und hieraus schliesst man mittels der gleichen Erwägung 
gr IK o—=l,e- 0: 0 

d.h. 6% — 07! und also wegen (16) 


(17) b=o-a-6 
also auch 

0 — g-a0.e, 
weshalb die Determinanten der Systeme o, o von Null ver- 
schieden sein müssen. Aus der auf solche Weise erhaltenen 
Gleichung (17) ziehen wir folgenden Schluss*): 

Haben die beiden Formen F,, F,, deren Üoefficienten 
lineare ganze Funktionen von A sind, dieselben Elementar- 
theiler, sind sie also in der oben angegebenen Bedeutung 
einander äquivalent, so kann man die eine in die andere 
durch zwei Substitutionen überführen, deren Coefficienten 
von A unabhängig und deren Determinanten von Null ver- 
schieden sind. Ist aber umgekehrt letzteres der Fall, so sind 
F,, F, offenbar auch in der obigen Bedeutung äquivalent. 
Man darf demnach für Formen von der Art der Formen 
(12) den Begriff der Aequivalenz auch dahin fassen: 
dass zwei solche Formen äquivalent zu nennen sind, wenn 
eine in die andere durch zwei von A unabhängige Substi- 
tutionen, deren Determinanten von Null verschieden 
sind, übergeführt werden kann. Und hieraus ergiebt sich dann 
der zuerst von Weierstrass bewiesene Fundamentalsatz**): 


*, S. Frobenius, Journ. f. Math. 86 S. 205. 
**, S. Monatsberichte der Berl. Akad. v Jahre 1868 S. 310. 
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Sind | 
AP. + Fu und AM, + FR, 


zwei aus den Formen 


0‘ oT (1 
F,= > a ys, Fu = Dachau 
N) 1 
F, = 3% bar & YB; Yahr 7 5 | be Ka Ya 


zusammengesetzte Schaaren von bilinearen Formen, 
und werden diese beiden Schaaren einander äquiva- 
lent genannt, wenn die eine in die andere durch zwei 
von 4 unabhängige Substitutionen übergeht, deren 
Determinanten von Null verschieden sind, so ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung ihrer Aequi- 
valenz die Gleichheit ihrer Elementartheiler. 

3. Bisher haben wir bei der Transformation der bilinearen 
Formen und der Definition ihrer Aequivalenz die angewandten 
Substitutionen im allgemeinen ganz beliebig gedacht. Man 
kann sie aber dabei auch irgend welchen Bedingungen unter- 
werfen, z. B. — was für unsere Zwecke der einzige in Frage 
kommende Fall ist — verlangen, dass sie für beide Reihen 
von Veränderlichen übereinstimmen oder, wie man sagt, dass 
diese Veränderlichen cogredient sein sollen*). Alsdann hört 
die zuvor angegebene Aequivalenzbedingung sowie die darauf 
gegründete Reduktion der Formen auf, zutreffend zu sein. Wir 
beschränken uns, wie schon bemerkt, von nun an auf den 
Fall m = n, setzen also die bilinearen Formen stets von der 


*) Die Transformationen der bilinearen Formen, insbesondere die- 
jenigen, welche eine solche Form in sich selbst transformiren, sind so- 
wohl im Allgemeinen, als für verschiedene Voraussetzungen über die 
Beschaffenheit der anzuwendenden Substitutionen in den Arbeiten von 
Frobenius (über lineare Substitutionen und bilineare Formen, J. f. 
Math. 84), Kronecker (über Schaaren von quadratischen und bilinearen 
Formen, und: über die congruenten Transformationen der bilinearen 
Formen, in Berl. Monatsberichte 1874), Voss (über die cogredienten 
Transformationen einer bilinearen Form in sich selbst, Abhh. der Kgl. 
Bayerischen Ak. der Wiss. Bd. 17 S. 235; über die conjugirte Trans- 
formation einer bilinearen Form in sich selbst, Sitzungsber. derselben 
Akademie, 1889) u. A. ausführlich behandelt worden; hier kann nur 
auf diese Arbeiten verwiesen werden. 
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Gestalt 
(18) ie — > Er Da Ya 


(P=1 2: 
voraus, lassen jedoch die Üoeffiecienten En Formen sowohl wie 
der Substitutionen einstweilen völlig beliebige Zahlen bedeuten, 
nur dass wir meist 

(19) Gap 7 Upa 

d. h. wie man sagt, die bilineare Form als symmetrisch vor- 
aussetzen werden. Bilineare Formen, bei welchen im Gegen- 
theil 

(20) da 8 EG 


ist, werden alternirend genannt. Sollen nun die Substitu- 
tionen (2), durch welche die Form (18) transformirt wird, 
übereinstimmen, so muss allgemein 


Paß E— Ba d. h. pP == g' 


I 
sein und folglich erhält man für die transformirte Form 


(21) ZEN ö# Yo 
ot 2r": 
die Relation 


(22) b=g:.arg, 
während die Gleichung (4) die besondere Gestalt 


es) by: D’ der: 00-10 

a, ß 
annimmt, und, so oft die Gleichheit (19) erfüllt ist, die Gleich- 
heit 

b,, = bs, 


ergiebt; die transformirte Form ist mithin dann wieder 
symmetrisch. 

Werden insbesondere dann die Variabeln x, mit den %,, 
desgleichen die x,‘ mit den y. als identisch angenommen, so 
werden die bilinearen Formen F,, F, zu quadratischen 
Formen 


(24) >, Ua 8 Ku %p 


a, pP 
und 
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(25) > Ds 
7,0 


resp., und die erstere verwandelt sich in die letztere 
durch die eine Substitution 
(26) 2a = Qaıtı + GaaXa + "+ Gantn; 

(a =], 2,>* iR) 
zwischen dem Systeme der Üoeffiecienten der transformirten 
und der ursprünglichen quadratischen Form besteht, wie zu- 
vor, die Relation (22) oder die dieselbe aussprechenden n - n 
Gleichungen (23). Aus letzterem Umstande ersieht man aber 
auch umgekehrt, dass, wenn die quadratische Form (24) 
durch die Substitution (26) in die quadratische Form (25) 
übergeht, sich die symmetrische bilineare Form F, durch 
die gleichlautenden Transformationen 


Da = Qaıbı 4 Qa2% 4° + Ian 

(27) Ya — QaıYı + Ga2Ya ++ GanYn 
(e=1,2,::--n) 

in die symmetrische bilineare Form F, verwandelt. Beide 
Transformationen sind demnach mit einander, nämlich mit der 
Transformation des Zahlensystems a mittels der Formel (22) 
gleichbedeutend; mit dieser werden wir uns daher nun weiter 
beschäftigen. 

4. Heisst wieder Q die Determinante oder der Modulus 
der Substitution (26), welcher stets als von Null ver- 
schieden gedacht werden soll, nennt man Q,,s das zu a3 
adjungirte Element der Determinante Q und setzt 





La 

(28) a hs 

so bilden die Gleichungen 

(29) Ko —= Yıakı + Yaaka +: + Ynakn 
(ea) 


die Auflösung der Gleichungen (26) oder die reciproke 
Substitution, und es ist 

(30) Yale 

Durch diese Substitution verwandelt sich rückwärts die qua- 
dratische Form (25) in die ursprüngliche (24), denn aus (22) 
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tolat, day lg) gi ist, 
(31) a=y-b».y. 


Betrachtet man neben den durch die Gleichungen (26) 
oder (29) mit einander verbundenen zwei Variabelusystemen 


(32) By: U, lm 

zwei andere: 

(33) Yır Yar"Yn5 YırYas "Im, 

welche durch die Gleichungen 

(34) Ya — YiaYı + Iaay2 +: + InaYn 
(e=1,2,:-:n) 

also 

(35) Ya = Yaıyı 4 YazYa + :** + YanYn 


(e=1,2,---n) 


unter einander verbunden sind, so werden die Variabeln (33) 
contragredient zu den Variabeln (32) genannt*). Indem 
man die letzten Gleichungen der Reihe nach mit &,, 25, %, 
multiplieirt und dann addirt, erschliesst man mittels der For- 
meln (5) des ersten Capitels sogleich die wichtige Beziehung: 


(36) Lı Yı Er XyYg Di A nz LInYıa = RN 5 Ko Yo — nf “= RN: 


Wenn umgekehrt diese Beziehung erfüllt ist, während die 
%« mit den x. durch die Gleichungen (26) und zugleich die 
Ya linear mit den y. durch Gleichungen von der Form 
(97) Ya ws CıaYyı + (2 aY2 + u + CnaYn 
(e=1,2,---n) 
verbunden sind, so nimmt sie vermöge dieser Verbindungen 
die Gestalt an: 
>, Iar&y Ya = I, Cart Ya, 
a, Y “7 
woraus sogleich c,, = gay d. h. die Identität der Gleichungen 
(37) mit den Gleichungen (34) hervorgeht. Contragrediente 
Substitutionen (oder Variabeln) sind also dadurch 


*, Nach Gauss nennt man die durch die Gleichungen (34), (35) 
ausgesprochenen Substitutionen die transponirten Substitutionen 
zu (26) resp. (29). 
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charakterisirt, dass sie die bilineare Form 


Yyı F%Ye 4° 4 EnY 
ungeändert lassen. 
Setzt man die quadratische Form 


(38) da 8 Ka ip f(&), 

= 
so folgt, dem Euler’schen Satze von den homogenen 
Funktionen entsprechend, die Identität: 


zur Ce ı of(&,) 1.of(&) 
(39) De ar 0x, Aal "Tree a Zu 


Wird ferner zur Abkürzung 











1 oflz, 


(40) A = 2502, 





gesetzt, so findet man die n Gleichungen 


(41) 2.8 — (a1%ı + Ag 2%2 + 2) + IanKEn 


(e=1,2,:-.n) 


und bei Anwendung der in nr. 1 und 2 des ersten Capitels 
eingeführten Bezeichnungen ihre Auflösnng in der Gestalt: 


(42) 2%, = aıyXı + 06,% 4.2, 
gehn) 


Die Determinante A der Gleichungen (41) oder des 
Zahlensystems a wird die Determinante der quadra- 
tischen Form f(&;) — nach Gauss — genannt. Nun sind, 
wenn 


Yı = MeYı 4 Aaaya 4: + AyaYn 


(e=1,2,---n) 


y=tyılı el tt eynla 


(y=1,2,:.:n) 


also 


gesetzt wird, die Variabeln Y, den x. contragredient, zugleich 
aber kann man wegen (19) 


1 of) 
Yu = 2 0y, 


& 





setzen. Nach (36) erhält man also die Gleichung _ 
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1 of(y,) ı ofy) 
(43) 5 +. +: SE 
ı of) sr 

u a aene Ya Yalhdr 


d. h. den Satz: Sind 
LU, %g,°°"%ny Yı, Yar' ° ' Yn 
irgend zwei Systeme von n Werthen, so bleibt der 
Ausdruck 
1 ı of) ı of) 

227 +2: 2 m VRETr öy, 
ungeändert, wenn man die beiden Werthsysteme mit 
einander vertauscht. 

5*). In fast allen Theilen der Mathematik und so auch 
in der Theorie der bilinearen und der quadratischen Formen 
tritt die Aufgabe auf, lineare Gleichungen von folgender Ge- 
stalt: 

(44) A Ya — AaıYı + GasYa + "+ ann 


(a 1, 20m) 











aufzulösen. Sie haben nur die einzige Auflösung 
Yyd, %—%, 0, Yn —(, 


es sei denn, dass die Grösse A der Gleichung 


A — A, Gi, 07; 
(45) A(A) Te dia j) dag — A, Y dan ER 0 
Ani, An25 Be Ge 


genügt. Diese, für das Vorhandensein anderer Auf- 
lösungen erforderliche Bedingungsgleichung soll die 
Fundamental- oder charakteristische Gleichung der 
Form F, oder des Zahlensystems a genannt werden. 
Ihre Wurzeln seien A,, Ag, :A„. Ausführlich geschrieben 
hat sie die Gestalt 


(45a) (— A)” -H A, - (— Elze den 
Bier EA TÜRE ei tur 0; 


*) Da wir in dieser Nr. von der Voraussetzung (19) keinerlei Ge- 
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wo 4A„ die Summe der Hauptunterdeterminanten 
n — m” Ordnung der Determinante A bedeutet. 

Die wesentlichste Eigenschaft der Fundamental- 
gleichung besteht in dem Satze, dass sie ungeändert 
bleibt, wenn die Form F, durch zwei contragrediente 
Substitutionen 

Ca er Yaıkı + Yarkı + Ar — Van) 
(46) Ya — QaıYı + GasYa +: + GanYn 
(ae = 12.2) 
in eine andere #}, transformirt wird. Setzt man dann 
bıı — A, bis + Din 

OR 
ke by2 ee Dan — 1 
so behauptet der Satz die Gleichheit 
(47) BA)= A). 

Für diesen wichtigen Satz ist eine ganze Reihe von Be- 
weisen gegeben worden*). Einer der einfachsten ist derjenige, 


welchen Hamburger (Journ. für Math. 76 5. 115) gegeben 
hat. Durch die Substitutionen (46) geht F, in eine Form 


F, = >) b,0%, Yo 
y9d 


über, deren Coefficienten durch die nn Gleichungen 


bi, = 3 Yailap 4% 


oder durch die allgemeine Beziehung 


(48) b=r'l-arg 
aus welcher die andere 
(48a) ER 





brauch machen werden, gelten die darin enthaltenen Sätze auch für 
nichtsymmetrische Systeme oder Formen. 

*, 8. u.a. die Beweise von Fuchs (Journ. f. Math. 66 S. 132), 
Christoffel (ebendas. 68 S. 270), Siacci (Annali di Matem. ser. 2 
tom. 4 p. 296), sowie den sich mehr an die hier gewählte Darstellung 
anschliessenden Beweis von Rosanes (J. f. Math. 80 S. 54). 
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hervorgeht, mit den Coefficienten von F„ verbunden sind. 
Nach dem Multiplikationssatze für Determinanten bilden wir 
die Produkte 


AA) Q= |aeıdıg ++ Uentng — A Gap | 
0) i b() = | Gaıbız + I + GanOnß ARE daß $ 


der Relation (48a) zufolge ergeben sie sich einander gleich, 


also 
A()-Q=Q: Bü) 


d.i. die Gleichheit (47). — Nennt man zwei Zahlen- 
systeme a, b, welche durch die Relation 

et 
mit einander verbunden sind, ähnlich, so lässt die er- 
wiesene Eigenschaft der Fundamentalgleichung sich kurz so 
fassen: Zwei ähnliche Zahlensysteme (oder Formen) 
haben dieselbe Fundamentalgleichung. 

So gefasst, ist der Satz nur ein Bestandtheil eines um- 
fassenderen andern. In der That, aus (48) ergiebt sich auch 
diese Gleichung 

er —b=q!.(e —a)-g, 
der gemäss die Systeme eA — a, eA— b in dem allgemeinen 
Sinne der Aequivalenz, den wir in nr. 2 behandelten, einander 
äquivalent sind; und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, also 
eine Gleichung stattfindet: 
e—b=p:.(ek—a):.g, 
in welcher die Determinanten der Systeme p», q von Null ver- 
schieden sind, so folgen diese beiden: 
de ae a 
also 
b=q!-.a.g 
und die Systeme a,b sind ähnlich. Aehnliche Systeme 
a,b können mithin auch als solche definirt werden, 
für welche die Systeme eA—a, eA —b einander äqul- 
valent sind; und daraus folgt mittels des Weierstrass’schen 
Satzes sogleich das Resultat: 
Damit zwei Systeme a,b (oder Formen #\,, F,) ähn- 


lich sind, ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 25 


586 Fünftes Capitel. 


Systeme eA—a, eA—b dieselben Elementartheiler 
haben. 

Insbesondere müssen also die Determinanten der letzteren 
Systeme d. ı. die Fundamentalgleichungen der Systeme (oder 
Formen) a, b einander identisch sein. 

Setzt man die Linearform 

GaıYı + Aa2Ya 4°" UanYn —A Ya — As 
(e==1,2,::-n) 
und führt durch die unimodulare Substitution 
As di + Pa2 As + -1- Dan An 
(e=1,2,:--n) 
statt der Linearformen A. ebenso viel andere A, ein, so sind 
die Gleichungen (44) oder 


AsS0 
L (e=1,2, n) 
mit den Gleichungen 
Al 


zugleich möglich oder unmöglich. Die Bedingung für die 
Möglichkeit der letzteren aber ist die Gleichheit 
(49) |aes — A Pas| = 0, 
in welcher 

laß — PaılıR + Pa242 3 + et: + PanIınß 
ist, und folglich muss diese dieselben Wurzeln haben, 
wie die Gleichung (45). Dem Bewiesenen zufolge muss 
aber ferner, wenn nun in der Form 


Di. > Asa 


die Substitutionen (46) ausgeführt werden und dadurch F, in 


F, = D/B. Cr 


verwandelt wird, und wenn darauf durch die unimodulare Sub- 
stitution 


DE es YaıDı + Ya2.De + EEE — Yan 


(e=1,2,:.n) 


statt der n Linearformen B, ebenso viel andere B, eingeführt 
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werden, die Bedingung für die Möglichkeit der Gleichungen 
Bi =0 
(e=1,2,:::n) 
mit den Üoeffieienten b. s, nämlich die Gleichheit 
| Da a | —(, 
mit der Gleichung (49) gleichbedeutend sein. Die beiden 
Determinanten 
|@ag — A Pop |, |Bdar —A Tas | 
können sieh demnach nur um einen constanten Faktor 


von einander unterscheiden. 
6. Ist 

(38) fa) = I, Aup da &p 
(,ß=1,2,:-'n) 

eine quadratische Form, also 

(19) daR —— Aßa; 

so ist ihre Determinante 
A= | do; | 


eine symmetrische, und folglich ergeben sich sogleich auch 
folgende Gleichheiten: 


(50) Aug = Asa 
für die adjungirten Elemente und allgemeiner 
(51) a A 


Dieser Gleichheit entsprechend ist der Ausdruck 
(m (m 
(52) f\ ani.)= ID) Aepır gar Lapyı  Rgar--, 


wenn man darin die Summation auf alle verschiedenen (ge- 
ordneten) Combinationen der Reihe 1, 2,..:.»% zu je »m Zahlen 
«ßy:--- einer- und zu je m Zahlen o6rT.--. andererseits er- 
streckt, ebenfalls eine quadratische Form und zwar von 
nn — 1) n —2)-:-:n— m+1 
24; 1 1-2.3...m 
Unbestimmten. Die Anzahl der so definirten zu einer ge- 
gebenen quadratischen Form f(x;) mit n Veränderlichen ge- 
hörigen Formen ist n; die erste von ihnen, f®, ist offenbar 
identisch mit der Form f(x;) selbst, während die letzte, f", 
25* 
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sich auf A-z? redueirt und von uns nicht weiter beachtet 
werden wird. Bezeichnet man für m=nr-—-1 mit u den 


nicht in der Combination der n — 1 Zahlen «ßy--- vor- 
handenen Index der Reihe 1,2,.-.n, ebenso mit v den in der 
Combination 067: fehlenden Index dieser Reihe, so ist 
offenbar 


DAR m. = (— pe: z Aue 


und wenn dann 


el 1a. = ee 


gesetzt wird, ergiebt sich folglich 


Pat (te) = Au : AT = F(&;) 
u,® 


d. h. die vorletzte der n Formen (52) ist bei passender Be- 
zeichnung der Veränderlichen identisch mit einer quadratischen 
Form F', deren Coeffiecienten die adjungirten Elemente zu den 
Coeffieienten der Form f(x) sind, und welche daher — nach 
dem Vorgange von Gauss — die Adjungirte der Form 
f(x) genannt werden soll. In analogem Verhältnisse, wie f(«;) 
zu ihrer Adjungirten, stehen zu einander die Formen f"” und 
f"=”, insofern die Coefficienten der einen (bei geeigneter Be- 
zeichnung der Veränderlichen) zu den entsprechenden Coeffi- 
cienten der anderen bezüglich der Determinante A adjungirte 
Unterdeterminanten sind. 

Smith ist wohl der erste, welcher diese Formen (52) in 
der arithmetischen Theorie der quadratischen Formen ver- 
wendet hat*); er nennt sie nach englischer Ausdrucksweise 
die Concomitanten von f(x), in einer späteren Arbeit**) 
die zu f(&) Adjungirten der Ordnung 1,2,---n —1. 
Unabhängig von ihm hat der Verfasser sie benutzt in seiner 
Abhandlung „Untersuchungen über quadratische Formen“ im 
Journ. f. Math. 76 S. 332, später Darboux in seinem Me&moire 
sur la theorie algebrique des formes quadratiques, Liouv. Journ. 


*) Smith, On the Orders and Genera of Quadratic Forms con- 
taining more than three Indeterminates, in den Proceedings of the Royal 
Society of London vol. 13. 

”") Smith, M&moire sur la repr@sentation des nombres par des 
sommes de cing carres, in M&m. pres. p. div. Savants Etrangers t. 29, 
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des Math. ser. 2 t. 19 p. 347. Wir wollen sie hier mit einem 
deutschen Namen als Begleitformen von f(x;) bezeichnen. 
Bei ternären Formen existirt van ihnen nur die erste, die 
Form f(«;) selbst, sowie die letzte, ihre Adjungirte, die Zwischen- 
formen fallen aus, und so hatten wir dort noch keinen Anlass, 
von ihnen zu handeln. 

Ebenso wie zur Form f(#;) gehören auch zu ihrer Ad- 
jungirten n— 1 Begleitformen, doch sind diese nicht wesent- 
lich von den bisherigen verschieden. Denn nach den Formeln 
(15) des ersten Capitels ist die Form 


(53) Fo (ir..) = = EN RETTEN 
identisch mit 


An; > N 
Sind nun «’P’--- Ybienigen Indices der Reihe 1,2,.-- 
welche übrig bleiben, wenn aus derselben &ßy - - - ausgeschieden 
werden, und ebenso 00’. .- diejenigen, welche nach Ausschei- 
dung von g6r--- erübrigen, so ist nach (12) des ersten Capitels 
Ei nann.. =  Verthetetene 1070) 
werden demnach 
(— IHR rr re gay... = %a B..; 
(— 1jetott. 


ea 


Koor--- Z—— Kg’ 0. 
gesetzt, so geht F”) über in die Form 

FW (aniz.. .) zen D Kal Da ‚0'0'.-- « Ka . Wo gan 
d.h. es ist allgemein 
(54) N AR fen) (rn) 

Durch Differenzirung der Gleichung (52) findet man, wenn 

zur Abkürzung 
(55) Kopy. = 
gesetzt wird, das System der u Gleichungen: 
(56) Kerr. — DD) Aldı gar gar 


00T... 


(für die u Combinationen «ßy -) 
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deren Auflösung gelingt, wenn man sich der Beziehungen (13) 
des ersten Capitels bedient, welche hier wegen (51) so ge- 
schrieben werden können: 


% Y m) (m) 
A —— Ach > A 
> Y 4(m) (m) 
Ö =— Ay yıırsta bi Agpy--seor---» 
aßy-- 


Werden nämlich die Gleichungen (56) der Reihe nach mit 
A 


multiplieirt und dann bezüglich aller Combinationen «ßy--- 
addirt, so gewinnt man die Umkehrung derselben in folgender 


Gestalt: 


> 77 (m) 
As ee =— Achyu net? Agpyı.. 


aßy--- 
oder besser, indem man 


(57) Am. Krst:.. = Du 

setzt, nach Formel (15) des ersten Capitels 

(58) br I Autyurae Agßy:-- 
(für die u Combinationen rst- - -) 


Hieraus folgt zunächst, wenn man mit 
1 0 fm) 


2, O0 Sale 


multiplieirt und dann über die verschiedenen Combinationen 


rst--- summirt, nach dem Euler’schen Satze die folgende 
Gleichung: . 
(59) Am Par Kr 


Nun stehen aber die Werthe von E£&,s.... oder die Glei- 
chungen (58) zur Form FW») offenbar in genau derselben Be- 
ziehung, wie die Werthe von Xa7,... oder die Gleichungen 
(96) zur Form f®. Daraus folgt einerseits, dass 


A und a ee 


die Determinanten der Formen f und FW resp. sind, 
und zwischen ihnen der Formel (14) des ersten (a- 
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pitels zufolge die Beziehung: 
(60) ER, | AIR Re a 


Andererseits ergiebt sich analog der Gleichung (59) die 

folgende: 

Mean X.) = OMAN), 

wenn unter 9”) diejenige quadratische Form verstanden wird, 
die aus FF) in gleicher Weise entsteht, wie diese aus fl. 
Verbindet man vorstehende Gleichung nun mit den Gleichungen 
(57) und (59) und achtet auf den Werth von A sowohl, wie 
auf die Homogeneität der Formen, so erhält man folgendes 
Resultat: 

(61) N inte...) 

d.h. man erhält die Form 9 einfach dadurch, dass 
man alle Coefficienten von f® mit 4”®-2 multiplicirt. 

Wir heben aus den allgemeinen Sätzen über die Begleit- 
formen, zu denen wir gelangt sind, ausdrücklich diejenigen 
besonderen hervor, welche für die Adjungirte gelten. Für 
m = 1 findet sich nämlich: 

Sind die Grössen X, mit den &; vermittelst der 
Gleichungen (40) oder (41) verbunden, so wird die 
Gleichung 
(62) ER) A: fa) 
identisch erfüllt. 

Die Determinante der adjungirten Form F ist 
gleich der n — 1" Potenz von der Determinante der 
ursprünglichen Form f. 

Man erhält die Adjungirte von der adjungirten 
Form aus der ursprünglichen Form, wenn man die 
Coeffiecienten der letzteren mit der n — 2% Potenz 
ihrer Determinante multiplicirt. 

7. Wenn die quadratische Form 


(38) f(&;) = > la 3 Ca Up 
a, 
durch die Substitution (26) in eine andere quadratische Form 


I 22 Daß Io KR 
0, ß 
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übergeht, so werden die ÖOoeffiecienten dieser neuen Form durch 
die der ursprünglichen mittels der allgemeinen Formel (22) 


oder (23): 
byö >= > laß Gay 936 
a,ß 


geliefert. Nach (38) ist 


(63) f(a:z) = > daß dax 48x} 
aß 
setzt man daher zur Abkürzung 
ı of.) 4 
(64) were (ix), 
so wird 


(65) f"(g.) = > daß 48x 
5 

und folglich 

u Ina D/ der -f° (qi0)- 


Diese allgemeine Formel für die Coeffiecienten der transfor- 
mirten Form steht für die folgenden 


n(n — 1) nn +1) 
a ee >; 


besonderen, die wir die Transformationsrelationen nennen 
wollen: 


by fr) 4 + Darf" (ar) = FlGir) 
Walzen) 
(67) 1b = Ay") ++ Art” (Qio) 
—= nof'(@y) + Qnsf”(giy) = der: 
yz0) 
Der Formel (65) zufolge ist das System 
(ai), Fila), °*° Fl@en) 
(68) u Apr 
(ga), Tiaa), ee falden) 
aus den beiden Systemen a und q zusammengesetzt, gleicher- 
weise ist das System b aus dem System gq’ und dem eben be- 
zeichneten zusammengesetzt. Hieraus, oder auch aus (22) 


unmittelbar, folgt zunächst für die Determinanten der Systeme 
die Beziehung 
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die Determinante der transformirten Form ist gleich 
derjenigen der ursprünglichen Form, multiplieirt in 
das Quadrat des Substitutionsmodulus. 

Wir nennen die Formen f(&;) und g(x/) einander 
äquivalent, wenn die eine in die andere durch eine 
Substitution (26) übergeht, deren Modulus gleich 
+1 ist. Die Aequivalenz wird als eine eigentliche be- 
zeichnet, wenn der Modulus der positiven Einheit, als un- 
eigentliche, wenn er der negativen Einheit gleich ist. 
Formen mit einer ungeraden Anzahl von Veränderlichen 
sind, wenn sie einander äquivalent sind, es stets zugleich eigent- 
lich und uneigentlich, denn, werden alle Veränderlichen der 
einen Form entgegengesetzt genommen, so bleibt einerseits 
die Form unverändert, andererseits aber verändert der Modu- 
lus der Substitution sein Vorzeichen. Bei Formen mit einer 
seraden Anzahl von Veränderlichen hätte man dagegen 
zwischen eigentlicher und uneigentlicher Aequivalenz zu unter- 
scheiden, doch beschränken wir uns hier ausschliess- 
lich auf die Betrachtung der eigentlichen Aequivalenz. 

Aequivalente Formen haben gleiche Determi- 
nanten. 

Ferner aber folgt aus (17) des ersten Capitels, wenn darin 
unter © die Determinante des -Dysbems (68) verstanden wird, 
die Beziehung 


BEA „rel > A CE R PETER 
% 0T*»» - 
und, wenn dieselbe Formel auf die Determinante D des Systems 
b angewandt wird, in gleicher Weise 


ee u >>: RER 5 Ce rst-- + 
aßy-: 
Der ersteren dieser beiden Gleichungen kann man mit Rück- 
sicht auf (52) die Gestalt geben: 
ee en 
ao, 


Y ,rst: 





wodurch dann die letztere der Gleichungen in die Gestalt 
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1 ZU a, 
2 0m) 


aßy---‚rst--- 


(TO) Biierst.. — > kr nie 
IE 
übergeht und in Analogie mit der Formel (66) folgenden Satz 
ausspricht: 
Geht f(z;) durch die Substitution (26) über in 9(z/), 
so verwandelt sich die m“ Begleitform von f(z;) durch 
die Substitution 


(71) er ur > oben: : Eoot..- 
007 


(für die u Combinationen hix-- -) 


in die m Begleitform von g9(«/). 

Setzt man insbesondere m =n— 1 und nennt Q,, das 
zu g«s adjungirte Element der Determinante Q, so erhält man 
den Zusatz: Geht f(x) durch die Substitution (26) in 
9(x) über, so verwandelt sich die Adjungirte von f(z;) 
durch die Substitution 
(72) = Or Tr Qi2&: Sp a zz nen 

(=1,32,::-n) 
in die Adjungirte von g9(x’)*). Dies Resultat bestätigt 
man leicht mittels der Formel (62). Denn, nennt man 
@(X/) die Adjungirte von g9(&/), so wird dieser Formel zu- 
folge 
(73) G(Xr) = BI) 
sein, wenn man 


‚ 1 09(«;) ’ ’ 
H y=12-'n) 


setzt. Geht aber f(x) durch die Substitution (26) in g(«/) 
über, so folgt wegen (66) 


Ry = B> de I“ (g:6)&0 > > Gas : Br (4i,) 
a0 ad 
d. h. gleich 


D Laf° (giy) = > gayf“ (Ki) 


& & 


*) Die Adjungirte von f(x,) heisst deshalb auch die Contra- 
variante dieser Form. 
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oder 

(26a) X, = mXK tt 4m 
g=l%:.n) 

also auch umgekehrt 

Q R X; —— VııXı + QiaXg + WER + OinXn: 

=1,2,--:n) 

Durch diese Substitution muss also 

PR) EMGHL,) 

PU ara? 

und folglich, da B= A®? ist, durch die Substitution (72) 


F(&,) ın G(E;) 
sich verwandeln. 


It 9=]1, so hat nach (14a) des ersten Capitels auch 
der Modulus der Substitution (71) die Einheit zum Werthe. 
Man findet hiernach noch den besonderen Satz: Sind die 
Formen f(#;) und g(x/) einander äquivalent, so sind es 
auch ihre Begleitformen je derselben Ordnung. 

8. Wir müssen hauptsächlich diejenigen Transfor- 
mationen einer quadratischen Form hervorheben, welche 
sie in sich selbst verwandeln. Ist 
(26) © = giıkı + Gar ++ Ann 


G=1,2,:::n) 





eine Transformation der Form f(x;) in sich selbst, so ver- 
wandelt zugleich die Substitution (71) die m‘ Begleitform f 
in sich selbst. Dem entsprechend gehen die Formeln (67) 
und (70) in folgende Gestalt über, in welcher zur Abkürzung 


(74) 2 09, = f(a,)=för 
1 Go EN rs en (m m 
iii stern — fer (Marne) 
aßy‘--‚rst-- 


gesetzt worden ist: 


(76) ns. fiyt sfr tt ns far 


yd=12%:''n) 


AD) Altdı...re.. — > (EIN ER EI OS 


apY 
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Insbesondere aber stellen dann die Gleichungen (72), folglich 
auch ihre Auflösung 
(78) | = N + 2:82 +. + durea 

rer) 
eine Transformation der Adjungirten in sich selbst vor. Man 
erhält somit zunächst die Formeln 


(79) A,s = WıFıy + 922, + gen Pay; 


y,d=1,2,::-) 
wo zur Abkürzung 


OF, 
og yo 
gesetzt ist; zugleich geht aber die m‘® Begleitform FC» der 
Adjungirten durch die Substitution 
(81) 379 Fer > E x Eee 


Q0T-.- 


(80) ne, 


in sich selbst über und man findet demnach noch die mit (77) 
analoge Gleichung: 


(I) Aline. — D iesapre ' Fapr--- (Oato,gor.). 
aßy-- 

Nun bezeichne DO die Determinante der Gleichungen (72); 
nach Gleichung (15) des ersten Capitels ist dann, dad Q=1 
ist 

(m) (m) 


hix--,uvw... hix:-,uvw:.* 


Wird demnach die vorige Gleichung links und rechts mit 
diesen gleichen Grössen multiplieirt, und dann über alle Com- 
binationen hix --- summirt, so findet sich wegen (50) und mit 
Rücksicht darauf, dass nach (13) des ersten Capitels 

(m) am) 


hin ,aßy-" Yhix:-- uow.. 

hix--- 
gleich @ oder gleich Null ist, jenachdem die Combinationen 
«By, vvow:-:-. dieselben sind oder nicht, folgende be- 
merkenswerthe Beziehung: 


‘ m ı) ) 
(85) Fe) ee) = Fee u. (dr 
Wird jedoch diese nun weiter mit 
m (n 
A en oe Aber 
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beiderseits multiplieirt und dann über alle Combinationen 
rst--- sowohl wie uvw - - - summirt, so entsteht die Gleichung 


> Y (m) E) (m) 
Au ,UvWw... * a N oar:: N 
4 (m) (m) (m) N 
Ex > be a a DE aese); 


in der wir links die Summation nach rst-- -, rechts die nach 
uva --- zuerst ausführen wollen. Da dann links 


> Yy 4(m) (m) (m) 
nr z Arst...,00r--- « Vie upiank: p) 


bezogen auf alle Combinationen rst--- und oe6r--- zu bilden 
ist, so ist das Resultat dieser Summation nach den Formeln 
(15) und (13) des ersten Capitels 


on 
AR. Bi +, UVW*: 
und somit wird die linke Seite der Gleichung gleich 


> Yo(m) 
Am. BIN Er 


U IE + 


(84) 


’ 


und da in gleicher Weise die rechte Seite gleich 


Am. > Qrsn... 
rst-- 


gefunden wird, ergiebt sich endlich die wichtige Formel: 


(85) DDr, Inst. = I en 


731. rst- 
Nun stellt aber (s. 45a) die rechte Seite dieser Formel 
den Coefficienten von (— A)"=” in der Fundamentalgleichung 


— 1 |er—g|=0, 


und aus gleichem Grunde ihre linke Seite den Coeffieienten 
von (— A)"-” in der Fundamentalgleichung 


(—1r lea —r'!|=0 
dar, welcher wir, da =1 ist, auch die Form 
1 
ap et —g|=0 
geben können. Man erhält mit anderen Worten die Gleichheit 


(86) are —al=lea—a| 
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d.h. die Fundamentalgleichung einer Substitution, 
welche eine quadratische Form von nicht verschwin- 
‘ dender Determinante (eigentlich) in sich selbst ver- 
wandelt, ist eine reciproke Gleiehung. Dieser wichtige 
Satz ist zuerst von Cayley bemerkt worden®). Wir haben 
ihn hier mittels einfacher Determinantensätze unmittelbar aus 
den Transformationsrelationen hergeleitet. Einen anderen sehr 
einfachen Beweis gab Rosanes®*). Geht nämlich f(z;) durch 
die Substitution (26) mit dem Modulus 1 in sich selbst über, 
so bestehen neben den Gleichungen (26) die Gleichungen (26a), 


wenn darin 
R 1 of(e;) N , 
RG nich Hay 
Y 
gedacht wird, und sind nur als eine andere Form der ersteren 
anzusehen. Setzt man nun &;=4x/, so wird der letztge- 


; 2 1 & 1 
schriebenen Formel zufolge X; — ne X;. Demnach lässt sıch 


die Bedingung für das Bestehen der Gleichungen (26) unter 
der Voraussetzung %; = 4x/, nämlich die Fundamentalgleichung 


(87) ler —g|=0, 
auch folgendermassen schreiben: 
1 ‚ 
| ee Tara, q | Zr 0, 


eine Gleichung, welche bei Vertauschung der Zeilen mit den 
Spalten in der Determinante zur Linken auch durch diese 
andere: 


1 
(88) SR. 
ersetzt werden darf. Die Gleichungen (87) und (88) haben 


mithin die nämlichen Wurzeln. 

9. Dieser Satz spricht eine Eigenschaft jeder Substitution, 
welche eine quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich selbst transformirt, ganz unabhängig von 
der Form aus, welche sie zu transformiren vermag, und regt 


*, Cayley, sur la transformation d’une fonction quadratique en 
elle-m&öme par des substitutions lin&aires, Journ. f. Math. 50 5. 288—299. 
**) Journ. f. Math. 80 8. 62. 
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die Frage an, welches die nothwendige und hinreichende 
Bedingung sei, damit eine Substitution sich eigne, 
eine quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich selbst zu transformiren. Eine 
erste dahingehende Bemerkung verdankt man Rosanes*). Ist 
a ein Zahlensystem von nicht verschwindender Determinante 
(das übrigens nicht symmetrisch zu sein braucht), so betrachte 
man die Gleichungen 


da1%ı — (42 %2 + a + Oan!n 
' ’ 
(89) — halı 4 Aalg +: + Mnaln 5 
(@==1, 2,..».%) 

ihren eigenthümlichen Aufbau zu kennzeichnen, nennt Rosanes 
ihr System ein antisymmetrisches. Werden diese Glei- 
chungen beiderseits einmal mit «., das andere Mal mit =. 
multiplieirt und jedesmal dann über «= 1,2,-:-:n summirt, 
so entstehen die folgenden zwei Gleichungen: 


> Aug tat = D) apa lang 


a,ß a,P 
> daß %B if —— > Aßa x", 
Fan oB 


deren letzte bei Vertauschung der Summationsbuchstaben auch 
so geschrieben werden kann: 

2 Aßa La x = ES daß Kg, 

ap ,P 
und dureh Vergleichung mit der ersteren findet sich sogleich 


>’ lap Ka %g = 2. Ay6 La Up. 


a, a,ß 
Die antisymmetrische Substitution (89) transformirt 
also die homogene quadratische Funktion — insbe- 


sondere, wenn a symmetrisch ist, die quadratische 
Form — 


(90) DT Aus u 05 
in sich selbst. 
Allgemeiner ist zu sagen: Soll die Substitution (26) mit 


8.2.2. 0.82 und 3. 
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dem Modulus 9=1 die Funktion — oder, falls « symmetrisch 
ist, die quadratische Form — (90) in sich selbst transformiren, 
so muss nach (22) die Beziehung 
(91) a=g'.aq 
erfüllt sein. Untersuchen wir also genauer, wie be- 
schaffen g hierzu sein muss. 

Man schliesst zunächst aus (91) durch en zu den 
conjugirten Systemen die Gleichung 

a=g-a:rg 
und durch Uebergang zu den reciproken Systemen die folgende: 
ategt.at. Fr 

dureh Verbindung der beiden aber entsteht diese dritte: 


aa Earl 


oder 

(92) g u=u:q, 
' wenn Ä 

(93) Wed: 


gesetzt wird. Nun ist ersichtlich « das System der 
Coeffieienten in der durch Auflösung der antisymme- 
trischen Gleichungen (89) nach den Grössen &, er- 
haltenen Substitution. Heisst letztere wieder eine anti- 
symmetrische Substitution, so lehrt die Gleichung (92) 
den Satz: Damit die Substitution (26) die Funktion 
(quadratische Form) (90) in sich selbst transformiren 
kann, muss q mit dem Coefficientensysteme der anti- 
symmetrischen Substitution, welche jener Funktion 
(quadratischen Form) zugehört, vertauschbar sein*). 
Ferner aber folgt aus (91) auch die Gleichung 


ve galke —g)= (Ag — e)a 
gale— g=—A: [er e—g)a. 


Indem man beiderseits die Determinanten bildet 
wird man zunächst auf die einfachste Weise zur 





*) 8. Frobenius Journ. f. Math. 84 S. 36 Satz VI. 


Algebraisches über quadratische Formen. 401 


Gleichung (86): 
oa 





1 
wel 
wieder zurückgeführt. Dieser Gleichung zufolge hat 
bei ungeradem n die Fundamentalgleichung 
|Ae—g|=0 
immer die Wurzel 4=]1. Da ferner das Produkt aller 
ihrer Wurzeln gleich ® = 1, das Produkt je zweier reciproker 
Wurzeln der Gleichung aber ebenfalls 1 ıst, muss die An- 
zahl der Wurzeln, welche — 1 sind, immer gerade sein. 
Ferner aber lehrt die Gleichung (94), dass die beiden 
Systeme 
je—qg, Ag’ —e 
im Sinne der nr. 2 einander äquivalent sind. Nun sind zwei 
conjugirte Systeme g und g’ einander stets ähnlich, denn die 
zugehörigen Systeme 
ie—g und de—g' 
haben offenbar gleiche Elementartheiler. Es giebt folglich 
ein System « mit nicht verschwindender Determinante, für 
welches 
(95) eh ee di?) 
und folglich 
ig —e=uri(ig — e)u 
ist. Demnach müssen auch die beiden Systeme 
je—g und Ag —e 


einander äquivalent sein. — Erfüllt aber das System 
q diese nothwendige Bedingung, so giebt es auch ein 
System a von nicht verschwindender Determinante, 
für welches die Beziehung (91) besteht. In der That 
giebt es alsdann Systeme v, w von nicht verschwindender 
Determinante, so beschaffen, dass 


v(de— gqyw=A4Ag— e 


also 

vw—=g, vqw=e 
mithin 
(96) Gaudi 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 26 
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ist. Aus (95) folgt daher 


g=ur!t-vw-u 
also 

Deu ut 
und wegen (96) 

wigt = ug u!wr! 
oder 
Wr 0 el er 
und folglich ist 
DE 


ein System von nicht verschwindender Determinante, so be- 
schaffen, dass die Beziehung 


a NR, 
erfüllt wird. 


Dies System braucht jedoch nicht symmetrisch zu sein. 
Es bliebe demnach noch festzustellen, welche weitere Bedin- 
gungen q erfüllen muss, damit die Beziehung (91) für ein 
symmetrisches System «a stattfinden kann. Diese Unter- 
suchung ist von Frobenius (a. a. 0. S. 41) geführt worden 
und das Resultat ist folgendes: Damit eine Substitution 
(26) geeignet sei, eine quadratische Form von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu trans- 
formiren, ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Elementartheiler des Systems Ae—g paarweise von 
gleichem Grade sind und für reciproke Werthe ver- 
schwinden, mit Ausnahme derer, welche für /=1 
oder A=— 1 verschwinden und einen ungeraden Ex- 
ponenten haben. Wir müssen uns hier damit begnügen, 
diesen Satz auszusprechen, und im Uebrigen den Leser auf 
die Abhandlung von Frobenius verweisen. 

10. Nachdem auf solche Weise der allgemeine Charakter 
jeder Substitution gekennzeichnet worden, welche eine quadra- 
tische Form überhaupt in sich selbst zu transformiren ge- 
eignet ist, muss weiter nach dem Ausdrucke derjenigen 
Substitutionen gefragt werden, durch welche eine be- 
stimmte, gegebene quadratische Form von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich selbst übergeführt 
wird. Die Lösung dieser Aufgabe ist zuerst von Cayley 
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und Hermite*) versucht worden. Hermite’s Methode be- 
steht in der folgenden Ueberlegung. 
Soll die Substitution (26) die quadratische Form 


fi) = I) up wa 8 
a,ß 
in sich selbst verwandeln, so findet vermöge der durch die Sub- 
stitution zwischen den Variabeln #. und x. ausgesprochenen 
Beziehung die identische Gleichung 
(97) f(@) = fi) 
statt. Diese eine Gleichung oder die ihr entsprechenden 


n(n + 1) = 


1 
) Transformationsrelationen (76) zwischen den n-n 


nn — 


Mn Substitutionscoefficienten lassen "” —” der letzteren 


unbestimmt oder gestatten nur, die Coefficienten als Funktionen 
a. willkürlichen Parametern zu bestimmen. Um 


dahin zu gelangen, setze man 


Lat a 265, 


@=14,2%:n) 


wodurch die Gleichung (97) die neue Gestalt 
flw:) = 4fl&) — 4 > O9 Ka 55 + Fri) 


oder einfacher die Gestalt 


ı of) 
Dez. 


erhält. Versteht man nun unter s,; für 
0u,ß=1,2,.--n 
ein System von »? Zahlen, die nur der Bedingung 
Saß + Sa = 0 
unterworfen sind, so genügt man vorstehender Gleichung, indem 
man setzt: 





*) S. ausser der schon oben genannten Abhandlung von Cayley 
seine Arbeiten: sur quelques proprietes des determinants gauches, und 
recherches ulterieures sur les determinants gauches im Journ. für Math. 
32 resp. 50, und Hermite, sur la theorie des formes quadratiques, 
ebendas. 47 v. S. 307 an. 

26” 
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1 ar) 
me Bee 


ı of(&) of(&) 
PATE ER 
aß 
ist Null. Demnach wird man durch Elimination der Variabeln 


&. zwischen den beiden Systemen von Gleichungen 


denn 








ACH) 
98 Ka = Eu na & Su se 
( ) 2 P 2 0848 

(@e=1, 2, n) 

und 

Tore) 
99 Ds Er Er + & rn a 
(99) 2 re 


(e=1,2,..-n) 


ein System von n Gleichungen zwischen den x, und x, er- 


ee) 


halten, deren Coefficienten rational von den willkür- 


lichen Grössen ss abhängen und welche für En Werthe 
dieser Grössen eine Transformation der. quadratischen Form 
f(&;) in sich selbst ergeben. 

Die Elimination der Variabeln &, aber lässt sich folgender- 
massen bewerkstelligen: 

Zunächst folgt aus (98) die Gleichung 
ı ofa) 1 N 
2028 ©, en TE 


Bad 





wenn zur Abkürzung 


1 Ofls„) 
(100) DD’ Aya DS Es 


gesetzt wird; aus dieser Definitionsgleichung des Zeichens ya 
findet sich ohne Mühe die Beziehung 

(101) tt). 

Wenn man dann die Gleichungen (98) mit Veränderung des 
Index folgendermassen schreibt: 


1 Ofls3) 
a 2 EEE 





darauf mit 


Be 


Algebraisches über quadratische Formen. 405 


1 Of, 
by 3 rs: Day 2 92 Ö848 


& 





multiplieirt und endlich über alle Werthe des Index ß summirt, 
so ergiebt sich 


1. 0f6,; SE 
Stu Zu Zt u 


@, 9,0 





und durch Addition dieser Gleichung zur erstgefundenen folgt 


EN a ı 0f(&) 1 of.) Ef6sa.) 
Eu Su a Cu m ya 7 Eu 








Genau zu demselben Werthe gelangt man aber auf demselben 
Wege auch für den Ausdruck 





und somit geht folgendes System von Gleichungen 
1 u = 1 en ) 
(102) r EL 2 byß up DM Är 2 bsy 73 


als Resultat der ch der Variabeln &, Bean den 
Systemen (98) und (99) hervor. 

Dass diese Formeln stets f(#;) in sich selbst transformiren, 
bestätigt man sogleich, indem man sie einmal mit x,, das 
andere Mal mit x, multiplicirt und jedesmal über alle Werthe 
von y summirt. So kommen die beiden Gleichungen 


ı ofe;) 
fa + Dtm = Dar a de" + DI herr ag 





PıY Y PrY 
N 1 of, ‚ ’ ‚ ‚ 
Die, or, + Dtro@s®, — f(&i) + D tar %y, 
Y PrY PıY 


deren Addition mit Rücksicht einerseits auf die Formel (43), 
andererseits auf die Beziehung (101) sofort die Behauptung 
als richtig erkennen lässt. Die Gleichungen (102) stellen 
demnach eine Transformation der Form f(x,) in sich 


selbst vor, enthalten in der That N Unbestimmte t,, 


406 Fünftes Capitel. 


und haben, da a.s = 4;. ist, die Gestalt einer antisymmetri- 
schen Substitution. 

Nennt man t das alternirende System der n? Grössen t,5, 
so ist das System der Coefficienten auf der linken Seite von 
(102) das System a -+t, auf der rechten Seite das System 
a—t. Um die Substitution in entwickelter Gestalt zu er- 
halten, müssten die Gleichungen (102) nach den x. aufgelöst 
werden, was nur geschehen kann, wenn die Determinante 
des Systems «a-+t von Null verschieden ist. Unter 
dieser Voraussetzung wird in der entwickelten Gestalt der 
Substitution das Coefficientensystem das folgende sein: 


g=la+h.(a—d), 


eine Beziehung, aus welcher weiter 


(a+0):4=(a—d):e 


(103) (a+Y-(e +) — 2a 


folgt. Somit gelangen wir zu nachfolgendem Satze: Ist a 
ein symmetrisches System von nicht verschwindender 
Determinante, £ .aber ein beliebiges alternirendes 
System, für welches die Determinante von a? nicht 
Null ist, so ist die Substitution (26) eine eigentliche*) 
Transformation der quadratischen Form f(«;) in sich 
selbst, wenn ihr Coefficientensystem qg durch die 
Formel 


(104) = (a + Yy1:a—9 
bestimmt ist, und wegen (103) ist die 'Determinante von 
e-+g nicht Null oder die zur Substitution gehörige Funda- 
mentalgleichung | 
KA 
hat nicht die Wurzel A —= — 1**). 
Wenn nun aber auch die Hermite’schen Transformationen 


(102) die Bedingung erfüllen, 








5 willkürliche Parameter 





*), Offenbar ist |a+tt/=jJa—t|ao Q= +1. 
**, S, hierzu und zum Folgenden Frobenius’ genannte Abhand- 
lung im Journ. f. Math. 84 8. 37 u. ff. 


"TU 
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zu enthalten, so folgt daraus allein doch noch nicht, dass sie 
die allgemeine Lösung der Aufgabe, nämlich sämmtliche 
eigentliche Transformationen der Form f(«;) in sich selbst 
liefern. Es ist mithin auch noch fraglich, ob jede solche 
Transformation die Gestalt einer antisymmetrischen Sub- 
stitution haben muss. Man kann aber weiter folgenden Satz 
beweisen: Jede (eigentliche) Substitution g, welche 
eine quadratische Form f(x) von nicht verschwinden- 
der Determinante in sich selbst transformirt und 
deren Fundamentalgleiehung die Wurzel — 1 nicht 
hat, lässt sich auf eine einzige Weise in der Gestalt 
(104), in welcher t ein (aus endlichen Elementen be- 
stehendes) alternirendes System ist, und folglich auch 
in Gestalt einer antisymmetrischen Substitution dar- 
stellen. Denn, erfüllt das System q mit der Determinante 
= 1 die Bedingung 

(105) gra:gq=a, 


während die Determinante von eg nicht Null ist, so kann 
man ein bestimmtes System x (mit endlichen Elementen) an- 
geben, welches der Gleichung 


x: q-+.e = 2a 
Genüge leistet; setzt man daher | 


i=2 —4a, 
so wird 


(106) a+Y):4+9=2a 
Aus dieser Gleichung erschliesst man zunächst, dass die 


Determinante von «a + t nicht Null sein kann. Schreibt man 
sodann die Gleichung in der Gestalt 


a+Y)a+9=(a+Ye+(@— de, 
so folgt weiter 
g=latHh"-(a— 


und es bleibt nur zu zeigen, dass das System { ein alter- 
nirendes ist. Hierzu schreiben wir die Gleichung (106) fol- 


gendermassen: 
ig +e)=a—agq 
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und folgern daraus mit Rücksicht auf (105) 
toi toa=ga— ag. 
Beim Uebergang zu den conjugirten Systemen geht 
++ eH— ag — g’a 
RR, 


dich, 


hervor, w. z. b. w. 

Diesem Satze zufolge kann es sich nur noch darum handeln, 
ob es auch solche Transformationen der Form f(«;) in sich 
selbst giebt, bei welchen die Determinante von g—+e ver- 
schwindet und, falls dies zu bejahen ist, sie sämmtlich anzu- 
geben. Was den ersteren Punkt betrifft, bemerken wir, dass, 
wenn wir 


U 
a We 
= —E 
setzen, die Formel (104) die Gestalt 
(104a) q= (ad +u)=!-(ad — u). 


erhält, wodurch die Üoefficienten der Substitution (26) d. i. 
die Elemente von g als homogene ganze Funktionen der 
nm — 1) 
2 

Coeffieienten die Transformationsrelationen also algebraische 
Gleichungen befriedigen, sobald die £,; endliche Werthe haben, 
werden sie ihnen auch Genüge leisten, wenn diese Grössen, 
indem 8 gegen Null convergirt, unendlich wachsen. Als- 
dann gelangt man aber nothwendig zu Transformationen, bei 
denen |g-+e| Null werden muss, denn andernfalls würden 
sich aus (103) endliche Werthe für die is ergeben. — Nach- 
dem so der erste Punkt bejahend beantwortet worden, bleibt 
der zweite zu erledigen. Im zweiten Capitel des ersten Ab- 
schnittes ist gezeigt worden, dass bei ternären Formen auf 
dem eben angegebenen Wege sich sämmtliche Transforma- 
tionen der in Rede stehenden besonderen Art ergeben. Indessen 
bilden diese Formen, wie Frobenius gezeigt hat, einen Aus- 
nahmefall. Allgemein dagegen gilt der folgende von ihm (a. 
a. O. S. 43) hergeleitete Satz: 

Jede Substitution (26), welche die Form f(«;) von 


+ 1 Grössen u.a und 8 dargestellt werden. Da diese 


/ 
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nicht verschwindender Determinante eigentlich in 
sich selbst transformirt, und für welche die Deter- 
minante vong--e verschwindet, wird durch eineFormel 


qa= lım. (a + to)! : (a en; to) 
9==0 


gegeben, in welcher % ein alternirendes System be- 
deutet, dessen Elemente rationale Funktionen von 
d sind. 

Wir müssen uns jedoch versagen, die Schlüsse, durch 
welche Frobenius den Satz begründet hat, hier zu entwickeln. 
Schon haben wir weiter, als die arithmetische Theorie der 
quadratischen Formen es erfordert, ihren algebraischen Trans- 
formationen unsere Betrachtung gewidmet, um zu zeigen, wie 
die bezüglichen Untersuchungen des ersten Abschnitts, deren 
wir dort als Grundlage für das fünfte Capitel desselben be- 
durften, in der allgemeinen Theorie sich gestalten. Aber die 
Arithmetik der quadratischen Formen hat im Grunde nur an 
den ganzzahligen Transformationen ein Interesse Noch 
liegen keine Untersuchungen darüber vor, welchen Bedingungen 
die unbestimmten Parameter i.,; in den algebraischen Formeln 
zu unterwerfen sein würden, um jene ganzzahligen Transforma- 
tionen zu liefern, kaum kann man auch hoffen, auf solchem 
Wege zu den letzteren zu gelangen. Was man gegenwärtig 
bereits von den ganzzahligen Transformationen weiss, werden 
wir an einer späteren Stelle*) auseinandersetzen. 

11. Wir haben noch: eine Reihe algebraischer Hilfsbe- 
trachtungen von einer etwas anderen Richtung anzufügen. 

Zunächst erhalten wir durch eine blosse Verallgemeine- 
rung der Determinantenbeziehung (15) im ersten Capitel des 
ersten Abschnitts die Verallgemeinerung der dort als eine der 
zwei Grundformeln bezeichneten Gleichung (17). Wir wollen 
diese auch hier als Grundformel bezeichnen, obwohl wir 
nicht den gleich umfassenden Gebrauch davon machen werden, 
wie in der einfacheren Theorie. Sie lautet folgendermassen: 


O7) Fa) Io) — ( Diet few) — (u y3 — 2aYe), 


*) Im dritten Abschnitte. 
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wo f\% die zweite Begleitform von f und ihre nluce 


”«Yg — %sY« erhalten werden, indem man « die Werthe 
1,2, .--n—1 


und ß jedesmal alle grösseren Werthe der Reihe 2,3,» 
durchlaufen lässt. 

Den ersten Gebrauch machen wir von dieser Grund- 
formel, um den wichtigen Satz herzuleiten, dass eine 
quadratische Form f(x) mit n Veränderlichen, mit 
reellen Goefficienten und einer nicht verschwinden- 
den Determinante durch eine reelle Substitution in 
ein Aggregat von n positiven oder negativen Qua- 
draten von reellen Linearformen transformirt werden 
kann. In der That, da die Determinante nicht Null ist, kann 
die Form nicht identisch, d. h. nicht ihre sämmtlichen Coeffi- 
cienten verschwinden; mithin kann man den Veränderlichen 
solche Werthe &,,8&,,::-$8„ beilegen, dass die Form einen von 
Null verschiedenen Werth erhält; denn entweder ist einer der 
Hauptecoefficienten d. ı. der Coefficient des Quadrats einer 
der Veränderlichen, z. B. a,,, von Null verschieden, oder, wenn 
diese sämmtlich Null wären, so würde der Coefficient eines 
der doppelten Produkte zweier Veränderlichen, z. B. a,,, nicht 
Null sein; im ersteren Falle genügt man der Forderung, wenn 


man & —=1, im zweiten, wenn man x, = 7 = 


übrigen x. aber gleich Null setzt. Man kann, wie hieraus 
zu ersehen, die Werthe &,,8&,:-:-&,. sogar als ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Theiler wählen, was be- 
sonders mit Rücksicht auf die späteren arıthmetischen Anwen- 
dungen hervorgehoben werden soll. Zudem folgt hieraus, nach 
Cap. 3 nr. 5, dass man eine (reelle) unimodulare Substitution 
angeben kann, in welcher &,,&,::-&. die erste Spalte des 
Coefficientensystems vorstellen, und durch diese Substitution 
geht f(x;) in eine andere (äquivalente) Form g(x/) über, deren 
erster Coefficient 
d4 = fi) 

also von Null verschieden ist. Auf diese Form wenden wir 
die Grundformel an, indem wir in ihr y, =1, die übrigen y. 


we Variabeln 


u 
Bi 
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gleich Null wählen, und erhalten so die Gleichung 
(108) d.,-f) = du, a) EX + gay), 2, 2,0:-)), 


in welcher g@ nur noch von den n — 1 Veränderlichen 


[4 


in 
abhängt, die ihrerseits, ebenso wie 
(109) eb + bi2 %' + ..: + RR et + bin Inh 
reelle Linearformen der ursprünglichen Veränderlichen sind. 
Da die Form zur Rechten von (108) durch die Substitution 
(109) mit dem Modulus b,, sich in b,,9(x/) verwandelt, so 
ist ihre Determinante, d. ı. die Determinante der Form 

2 (X, , %5, le Un, Ö, n_ )» 

gleich b,,” "=? mal derjenigen von g(x/) d.i. derjenigen von 
f(«:), also von Null verschieden. Man kann folglich auf vor- 
stehende Form von Neuem dieselbe Betrachtung anwenden, 
die wir für f(z,) ausgeführt haben; und wenn man in dieser 
Weise weiter fortfährt und mit den dabei zur Anwendung 
kommenden, von Null verschiedenen Multiplikatoren b,,,‘-- 
dividirt, erhält man offenbar zuletzt f(«;) mittels reeller Sub- 
stitutionen von nicht verschwindendem Modulus dargestellt in 
der Gestalt 
(110) fa) = m X? +m X. +: 4m Kr. 
Darin sind X,,X,,:::X, n unabhängige Linearformen 
mit den ursprünglichen Veränderlichen. Denn, da die 
Substitution, welche f(x;) in diese Gestalt bringt, von nicht 
verschwindendem Modulus ist, muss, wenn man 


A = Paıkı + Pasta + + Pankn 
(@=1,2,.-:n) 
setzt, auch die Determinante dieser » Gleichungen von Null 
EB schteilen sein. — 
Nach (69) ist ferner die Determinante der rechten Seite 
von (110), nämlich 


M Mg "Mn, 


bis auf einen von Null verschiedenen quadratischen Faktor 
gleich der Determinante von f(x;) also von Null verschieden. 
Somit ist auch jede der Zahlen m. von Null verschieden; setzt 


412 Fünftes Capitel. 


man also 
Ma = &u°' Ur, 


U >0, &=Ht1 


ist, so kann endlich 
(111) f@) = & (X, Yu)" Zn (X, V%,)" ur (X. Van)" 


d. h., wie behauptet, gleich einem Aggregat von n positiven 
oder negativen Quadraten reeller Linearformen mit den Ver- 
änderlichen &,,&%,,:%„ gesetzt werden. 

Man bemerke hier sogleich Folgendes: Sind die Coeffi- 
cienten der Form f(x;) ganze Zahlen, so werden, der ge- 
troffenen Wahl der Zahlen &,,8,::-&. gemäss nicht nur b,, 
und die Öoefficienten der Form g®, sondern auch diejenigen 
der Linearform X, ganzzahlig sein. Da bei dem Fortgange 
der Transformation ähnliches gelten muss, lässt sich für diesen 
Fall der bewiesene Satz folgendermassen aussprechen: Ist f(«;) 
eine quadratische Form mit » Veränderlichen, mit 
ganzzahligen Öovefficienten und einer von Null ver- 
schiedenen Determinante, so kann man sie, mit einer 
von Null verschiedenen ganzen Zahl M multiplicirt, 
stets auf die Form bringen: 


112) M-fa)=m X?’ +m X. +. + m X 


in welcher m,,Mmg,::: m, positive oder negative ganze 
Zahlen, die X, aber n unabhängige homogene lineare 
Funktionen der Veränderlichen %,,%,:''%. mit ganz- 
zahligen Coefficienten sind. 

12. Wir wollen nun einen andern Weg einschtaR ni zur 
Darstellung (110) zu gelangen, auf welchem die Zahlen 


wo 


My; M; , ch = My, 


sogleich durch die Üoefficienten der Form f(x;) ausgedrückt 
erhalten werden. Jacobi hat zuerst diese Aufgabe allgemein 
gelöst”). Hier soll der Gang eingehalten werden, welchen 


*) Jacobi, über eine elementare Transformation eines in Bezug 
auf jedes von zwei Variabelnsystemen linearen und homogenen Aus- 
drucks, aus seinen hinterlassenen Papieren herausg. v. Borchardt, im 
Journ. f. Math. 53 S. 265. 
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Gundelfinger in Verfolgung eines Plücker’schen Grund- 
gedankens angegeben hat*). Sei | 


f(&:) =» Un Da %p 
(,ß=1,2,::'n) 
die quadratische Form und ihre Determinante A von Null 


verschieden; mit Ass werde das zu a.s adjungirte Element 


dieser Determinante bezeichnet. Ist nun A, = — von 


Null verschieden, so geht f(«;) durch die Substitution 

A 
a en 
| 








(113a) Ya ly9,..«n—1) 
a u 
über in die Gestalt 
! ’ A 9) 
(114a) D'ayo%, 09 + I An 


d=12%:.-:n—1) 
Denn aus (113a) folgen unmittelbar die Gleichungen 
Ayıdı + Ay2%2 — Er a c: AynXn 


’ ’ 
— A,ı%ı En m Ayn—1%n—1 
y=1,2,:::2n—1) 


An ıXı + Un2X%2 + Ba" + OynnFn 
? A 
m Anıkı + En + An,n—1 In—1 + 3) ER 


nn 


(115) 


und durch Multiplikation der n — 1 ersten dieser Gleichungen 
mit &1, 23, *&,—ı, der letzten mit x, und durch darauffolgende 
Addition ergiebt sich mit Rücksicht auf die Gleichheit a, = a3. 


‚ A 
f(«;) — ID (aa 1 ae 8 
=1,2,:::n—1) nn 


d.i. bei Benutzung der Gleichungen (115) und wegen 2, —= X, 
die Gleichung 


N 8 A xy 
nn 


yd=12%,:'--n—]1) 





*) Gundelfinger, zur Theorie der quadratischen Formen, Journ. 
f. Math. 91 S. 221. 
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Die quadratische Form 
(116a) Days 2,05 

yvd=l,2%,:.:n—1) 
hat zudem die von Null verschiedene Determinante A,,„. Das 
in der Darstellung (114a) auftretende Quadrat X,” hat einen 
positiven oder negativen Üoefficienten, jenachdem A, Ay. 
gleichen oder verschiedenen Vorzeichens sind. 

Ist aber A,„„=0, so muss, da 


A So: aniAnı + Ang An + Be u. naar 
ist, eine der Unterdeterminanten A,ı, Ang, Ann —ı von Null 
verschieden sein. Nehmen wir A„„»—ı>0 an. Dann geht 
die quadratische Form f(«,) en die Substitution 














{ 
— 1 + ren 
Y n 
2 n—1 
y=12:..n—2) 
A 1 A 
7 In—-ı > ER ur: + An) A 
(115b) ! n,n —1 n,n—1 
1 A 
En a Br a2: Ann) AERER 
- (Ge 
[4 P ' 
a 177 U ee ET a On,n—2X%n—2 
In = n—17 N ’ 


wie durch analoge Betrachtungen bestätigt wird, in die 
Gestalt 


(114b) D' a8, X tz, 


IRRE SEBE, 





, Im A: ) 


über. Der Gleichung 


0? A 
UN A 


nn n—1,n—1 


ex Ba A, n—1 7 A, 


zufolge ist zudem die Determinante der quadratischen Form 


(116b) 3 ERS 
vdo=1l,2,:.- .n— 2) 
024 
00, Ca 


schieden. Von den beiden in (114b) auftretenden Quadraten 
Ay, Ar hat nothwendig eins und nur eins einen negativen 


nämlich die Unterdeterminante ‚ von Null ver- 
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Coeffieienten, aus (117) aber folgt, dass 
2 
A und - Lada 


Od, 0, 1n—1 


entgegengesetzten Vorzeichens sind, dass also die drei Unter- 


determinanten 
0A 0?A 
’ 0a,n’ 04,n0% 


A 
ER ES 
deren mittlere verschwindet also bei der Zählung der Zeichen- 
wechsel nicht zu beachten ist, einen Zeichenwechsel darbieten. 
Auf die Form (116a) oder (116b) lässt sich nun wieder 
die eine oder die andere der beiden angegebenen Umformungen 
zur Anwendung bringen. Der weitere Fortgang dieser Be- 
trachtung aber führt, wenn wir von den speciellen, von uns 
gemachten Voraussetzungen, dass von den Unterdeterminanten 
gerade die Determinanten A,„„, resp. An„—ı von Null ver- 
schieden seien, absehen, wie unmittelbar zu erkennen ist, zu 
folgendem Satze: Wählt man — was das Gesagte als thun- 
lich übersehen lässt — die Reihe der Determinanten 
A| 0A 0?A 0? A 


00, 2 00,4 00,3’ 00,4 005 0Q,,? 





.»e * (dyvy 1 


der Art, dass in ihr keine zwei aufeinanderfolgenden 
zugleich verschwinden, so lässt sich die quadratische 
Form f(x) als ein Aggregat von n Quadraten von 
reellen homogenen linearen Funktionen der Veränder- 
lichen &,,2,,:--&, in der Gestalt (110) darstellen, in 
welcher genau so viel Quadrate negative Coefficienten 
haben, als die Reihe (118) nach Ausfall der verschwin- 
denden Glieder Zeichenwechsel darbietet. 

Sind insbesondere die Determinanten 
(118a) 402 


Er Et 
mon 00,00 ? 21, 


n—1,n—1 
die wir kurz die Determinanten 
An, RT, et \ e FAHn 1 
nennen wollen, von Null verschieden, so findet folgende 
Darstellung der Form f(«,) statt: 


- N 2 A p) 4, 9 
110) = AH Rt HER + N 


n—1 
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und da in diesem Falle nur Substitutionen von der Art (113a) 
zur Anwendung kommen, erkennt man sogleich, dass X, nur 
von %, /,—ı Dur von %,—1, %n, u. Ss. w., allgemeın A, nur 
VON Xu, Zati,'""% abhängig sein wird. Diese Darstellung 
lehrte Jacobi a. a. O.*). 

Man kann übrigens auch Formen mit verschwinden- 
der Determinante als Aggregat von Quadraten darstellen, 
deren Anzahl dann kleiner als » ist. Für unsere Zwecke 
dürfen wir jedoch diesen Fall übergehen. Man findet ihn, so- 
wie auch denjenigen, in welchem die Veränderlichen nicht un- 
abhängig von einander, sondern durch lineare Beziehungen 
mit einander verbunden sind, in der Arbeit von Gundel- 
finger, desgleichen in Darboux’ in nr. 6 angezogener Ab- 
handlung ausführlich behandelt. Auf die letztere Arbeit, in 
welcher die Transformation der quadratischen Formen in eine 
Quadratsumme unter sehr allgemeinem Gesichtspunkte behandelt 
wird, wollen wir noch besonders hinweisen, weil in ihr die 
in nr. 6 eingeführten Begleitformen ebenfalls und zwar in 
der Gestalt von Determinanten benutzt worden sind. In der 
That, die dort verwandten Determinanten von der Gestalt 


, [dd e 
au M2 An Ui 0m) 
A Mg "gm Ka Ug + 0m) 
! „ 
Ri Anı An2 °* "Inn In In a, 
iS TETn Lu X, Bar % 0 0 KR? 0 ’ 
BD. rend, U US 
N N BE ONE A 





deren sich übrigens auch Gundelfinger zu seiner Unter- 
suchung bedient, sind, wenn für irgend welche Combination 
von m Zahlen h,i,k,--- der Reihe 1,2,3,--- n 


’ „ / ! [4 
En &n * 0 En U %x 
"A „ v „ „ 
' ; ' ———] 4 Gi . Bee (— 1ER . Erik. 
[4 „ 
KOREA ZT 9) DRY SDR; 
m er m... 








*, Hermite (Journ. f. Math. 47 S. 332) schreibt sie Cauchy zu. 
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gesetzt wird, mit dem folgenden Ausdrucke 
D, Ir (— 1% i PT N, 


wie sehr einfach zu übersehen ist, identisch. 

13. Nachdem wir im Vorigen auf verschiedene Weise 
die Möglichkeit hergeleitet, die Form f(&;) in der Gestalt (110) 
darzustellen, erübrigt noch für unsere Zwecke, einen überaus 
bedeutsamen Zusatz zu beweisen. Dieser Zusatz sagt aus, 
dass, auf welche Weise immer jene Darstellung be- 
werkstelligt werden mag, die Anzahl der Quadrate, 
deren Coefficienten positiv bezw. negativ sind, jedes- 
mal dieselbe sein muss. Das hierin ausgesprochene Gesetz 
ist von Sylvester das Trägheitsgesetz der quadratischen 
Formen genannt worden. Wie eine aus den hinterlassenen 
Papieren Jacobi’s von Borchardt herausgegebene Arbeit 
ausweist*), ist dies Gesetz Jacobi nicht nur bereits bekannt 
gewesen, sondern auch auf die einfachste Art von ihm be- 
wiesen worden. Jedoch hat Sylvester zuerst es öffentlich 
bekannt gemacht”). Nach diesem ist es von Hermite***) 
bewiesen worden; einen anderen, sehr instructiven Beweis gab 
Brioschiy). Wir müssen uns damit begnügen, hier den 
Jacobi’schen Beweis auseinanderzusetzen. 

Gesetzt, f(x;) werde einmal als Aggregat von Quadraten 
mit w positiven und v negativen Üoefficienten dargestellt, so- 
dass 

urn 


*) Jacobi, über einen algebraischen Fundamentalsatz und seine 
Anwendungen, Fragment; Journ. f. Math. 53 S. 275. Nach Borchardt 
dürfte dieses Fragment aus dem Jahre 1847 stammen. 

*") Sylvester, Phil. Magaz. 1852 II S. 138, A Demonstration of 
the Theorem, that every homogeneous quadratic polynomial is reduc- 
tible by real orthogonal substitutions to the form of a sum of positive 
and negative squares; sowie Phil. Trans. 1853 S. 481, 484. 

**#) Hermite, extrait d’une lettre de Mr. Ch. Hermite ä Mr. 
Borchardt sur l'invariabilitE des nombres des carres positifs et des 
carres negatifs dans la transformation des polynomes homogenes du 
second degre, Journ. f. Math. 53 S. 271. Vgl. Serret, Handbuch der 
Algebra, deutsch von Wertheim 1. Theil 8. 444. 

7) Brioschi, sur les series qui donnent le nombre de racines 
reelles ete., in Nouv. Ann. de Math&m. de Terquem, t. 15 (1856) p. 264. 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, ı. 27 
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ist. Nach (111) lässt sich dann schreiben 

fe)=u tu +: tw — U — U dh, 
wo die w, v Linearformen mit den Veränderlichen &,, 2, :- -%, 
sind. Wird f(x) ein andermal als ein Aggregat von Qua- 


draten gefunden, unter deren Üoefficienten A positiv, og negativ 
sind, sodass 


TER 
ist, so fände man nach (111) 
fe)=W 4% 7: Two u 


wo auch die w’, v’ Linearformen mit den Veränderlichen «,, 


X, ""%, sind. Dann müsste also eine Gleichung bestehen 
2 2 2 2 2 2 
120) u F% 7° Twi u u eg 
wur [2 9 2) 92 [2 [27 
= WM "+W "tt. : Wi U. 


und es ist nun zu zeigen, dass eine solche Gleichung 
nicht anders möglich ist, als wenn 


AU, 0 
ist. 
Hierzu dient die folgende einfache Bemerkung. 
Sind 
Ay, Ay, A: 


i unabhängige Linearformen mit den Veränderlichen z, ,x,,---X,, 
was i<n voraussetzt, sind ebenso 

Bi, Ba, Din 
m Linearformen mit diesen Veränderlichen und unter ihnen 
*»<m — nehmen wir an, die ersten x — von einander un- 
abhängig, was auch << n voraussetzt, so kann man x der 
Veränderliehen — nehmen wir an, die x ersten derselben — 
durch die x unabhängigen unter den Linearformen 5, und die 
n — x übrigen x. linear ausdrücken und demnach jede der 
Linearformen A. auf die Form bringen 


Ar —=bB+b5B+-.::+5B, + Grıy 41 4:4 @&n- 
(e=1,2,---i) 


Darin werden, so oft «<i ist, nieht sämmtliche & +1, - &° 
Null sein können, da sonst die ö unabhängigen Linearformen 
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A, aus nur #«<i Veränderlichen B,, B,, ::- B, zusammen- 
gesetzt wären; aus diesem Grunde wird man die Ver- 
änderlichen 2,,%,'-'%. so wählen können, dass, wäh- 
rend B,,B,,:-: DB, also auch die sämmtlichen übrigen 
Linearformen 5, verschwinden, nicht zugleich auch 
die sämmtlichen © Linearformen A, zu Null werden. 

Wäre nun in der Gleichung (120) A von u verschieden, 
etwa A>u, so wäre auch A-o>u- eo und somit würde 
man die Veränderlichen &,,%,::'%„ so wählen können, dass, 
während die Linearformen «,,%, ‘U, %,Vg,'*" do ‚Ver- 
schwinden, nicht zugleich auch die sämmtlichen, nach einer 
oben gemachten Bemerkung von einander unabhängigen Linear- 
formen %,', %,---u, zu Null werden. Die Gleichung (120) 
wäre dann aber unmöglich. Ebensowenig kann A<u sein, 
mithin muss A = u und somit auch og =v sein, w.'z. b. w. 

Von diesem fundamentalen Gesetze hat schon Jacobi — 
wie die Bemerkungen Borchardt’s im Journ. f. Math. 53 
S. 281 u. ff. zeigen — eine sehr wichtige Anwendung auf die 
Lehre von den reellen algebraischen Gleichungen gemacht, um 
die Anzahl ihrer reellen und ihrer imaginären Wurzeln fest- 
zustellen. In der That, wenn «,, &, ---«, die Wurzeln einer 
Gleichung n‘" Grades mit reellen Coefficienten und f(x;) die 
auf alle diese Wurzeln « bezogene Summe 


(121) f(«,) S (&, tax, + ea, ++ e"nia,_ı) 


bezeichnen, so lässt sich dieser Ausdruck in entwickelter Ge- 
stalt als eine quadratische Form mit den » Veränderlichen 
%0, %&1,°**2n—ı auch folgendermassen darstellen: 


(121a) f(@: =D So+9 * Da KB , 
(,8=0,1,2,.°:n—1) 
wenn unter s, die Summe der x! Potenzen aller Wurzeln: 
sent 4“ 
verstanden wird. Nun ist erstens jedes Glied der Summe 
(121), welches auf eine reelle Wurzel « sich bezieht, das 


positive Quadrat einer Linearform. Dagegen geben je zwei 


Glieder, welche conjugirt-imaginären Wurzeln entsprechen, 
27° 
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zusammengenommen eine Differenz P?— 0? zweier solcher 
Quadrate, geben also Anlass zu je einem negativen Qua- 
drate, und folglich ist die Anzahl der negativen Quadrate in 
der ersten Darstellung (121) der quadratischen Form als Ag- 
gregat von Quadraten von n Linearformen genau so gross, 
wie die Anzahl der Paare conjugirt imaginärer Wurzeln, welche 
die Gleichung n‘" Grades hat. 

Zweitens aber lässt sich die Form (121a) nach der 
Formel 


RES, Ax: Im. Ani 2 
f&:) 0 Bert feet Er. n—1 


als Aggregat von Quadraten von n Linearformen darstellen, 
wenn gesetzt wird 








SS 
SR 
(122). Aa ee „A, ==] 8, 8 SI UNS aR 
$1 99 
Ag 


und hat in dieser Gestalt genau so viel negative Quadrate, als 
die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe (122) beträgt. 
Dem Jacobi-Sylvester’schen Trägheitsgesetze gemäss ist 
folglich zu schliessen: 

Die Anzahl der Paare conjugirt imaginärer Wur- 
zeln der Gleichung n‘® Grades mit reellen Coeffi- 
cienten ist ebenso gross, wie die Anzahl der Zeichen- 
wechsel in der Reihe (122). | 

Auch Sylvester und Hermite*) haben das Trägheits- 
gesetz der quadratischen Formen zu eingehenden Untersuchun- 
gen über die Anzahl reeller und imaginärer Wurzeln der alge- 
braischen Gleichungen und die zu deren Bestimmung dienenden 
Sturm’schen Funktionen verwendet. Insbesondere hat der 
/weitgenannte das Jacobi’sche Resultat nicht nur insofern 
erweitert, als er die Anzahl der reellen Wurzeln einer Glei- 
chung nicht sowohl überhaupt, als vielmehr zwischen gegebenen 
Grenzen bestimmte, sondern er hat auch in einer sehr lesens- 
werthen Arbeit**) die Untersuchung auf Gleichungen mit 





*) Vgl. in dieser Beziehung auch Darboux’ obengenannte Ab- 
handlung. 
**, Hermite, extrait d’une lettre de Mr. Ch. Hermite de Paris 
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imaginären Üoefficienten ausgedehnt und die Anzahl derjenigen 
ihrer Wurzeln, die innerhalb gegebener Gebiete enthalten sind 
und positive resp. negative imaginäre Bestandtheile haben, be- 
stimmt. Es ist von höchstem Interesse, zu sehen, wie auf 
solche Weise mittels eines rein algebraischen Princips, ohne 
irgend welche Einmischung des Stetigen, die auf jene Anzahl 
bezüglichen Sätze gefunden werden können, welche vordem 
Cauchy aus seiner Theorie der han Integrahion er- 
schlossen hatte. 

14. Doch dürfen wir hier diese Folgemingen aus dem 
Trägheitsgesetze nicht weiter verfolgen, müssen dagegen eine 
andere herleiten, welche für unsere Zwecke erforderlich ist. 
Dies Gesetz lehrt nämlich offenbar sämmtliche qua- 
dratische Formen mit » Veränderlichen in verschie- 
dene Typen zu unterscheiden, indem man alle die- 
jenigen zu demselben Typus zählt, deren Darstellung 
als Aggregat von n Quadraten die gleiche Anzahl 
positiver sowie die gleiche Anzahl negativer Qua- 
drate aufweist. Solcher verschiedenen Typen giebt esnr +1, 
unter ihnen denjenigen Typus, der lauter positive, sowie den- 
jenigen, der lauter negative Quadrate aufweist. Es leuchtet 
ein, dass Formen des ersten dieser zwei Typen nur positive, 
Formen des zweiten nur negative Werthe haben können, wenn 
— was stets geschehen soll — die Veränderlichen reell ge- 
dacht werden. Deshalb heissen Formen des erstgenannten 
Typus positive, Formen des zweitgenannten Typus negative, 
zusammengenommen die Formen dieser beiden Typen be- 
stimmte Formen (formae definitae),. Die Formen der 
übrigen Typen sind unbestimmte (formae indefinitae), 
denn sie können offenbar sowohl positive als nega- 
tive Werthe annehmen. Unter dem Index oder Träg- 
heitsindex r eines jeden Typus wollen wir die Anzahl 
der negativen Quadrate verstehen, welche die Darstellung 
der Formen desselben als Aggregat von Quadraten aufweist, 
sodass dieser Trägheitsindex r für positive Formen Null, für 
negative Formen gleich % ist. 


ä Mr. Borchardt de Berlin sur le nombre des racines d’une equation 
algebrique comprises entre des limites donnees, im J. f. Math. 52 S. 39. 
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Bestimmte Formen können stets nach der Jacobi- 
schen Formel (119) als Aggregat von Quadraten dar- 
gestellt ‘werden. In der Reihe (118a) von Determinanten 
kann nämlich keine verschwinden; denn, wäre entgegengesetzten 
Falles A„_ı die erste dieser Determinanten, welche den Werth 
Null hat, so ginge f(«;), wenn 


Im+1; Lm-+2; “In 


gleich Null gewählt werden, in die quadratische Form 


v >) ay0 30 


,0=1,2,:::m) 


von m Veränderlichen mit der Determinante A„>0 über, 


= 


während ——- = (0 wäre; auf diese Form liesse sich daher 


eine der zweiten Substitution in nr. 12 analoge Substitution 
anwenden, um sie in eine mit (114b) analoge Gestalt über- 
zuführen, aus welcher ohne Weiteres zu ersehen ist, dass jene 
Form und somit auch — gegen die Annahme — f(x;) sowohl 
positive wie negative Werthe erhalten könnte. 

Für positive Formen haben hiernach die Deter- 
minanten (118a) sämmtlich das positive Vorzeichen, 
ihre Reihe bietet also nur Zeichenfolgen, für negative 
Formen dagegen bietet diese Reihe lauter Zeichen- 
wechsel dar. 

Da die negativen Formen als mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen genommene positive aufgefasst werden dürfen, kann 
man die Betrachtung der bestimmten Formen offenbar auf die 
positiven Formen beschränken. 

Die positiven (bestimmten) Formen haben die 
charakteristische Eigenschaft, dass, wenn der Werth 
der Form eine bestimmte Grenze nicht überschreitet, 
auch die Werthe der Veränderlichen unterhalb end- 
licher Grenzen verbleiben. In der That, ist f(z,) eine 
positive Form mit den » Veränderlichen &,,@,,---%,„ und setzt 
man sie in die Gestalt (110): 


fa) = m X? +m, X? + 4m Xu, 


worin 
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(123) Xu = Paıkı + Pasta + "+ Pankn 


(@e=1,2,...'n) 
ist, so folgt aus den letzteren Beziehungen, da die Determinante 
|?«g | von Null verschieden ist, umgekehrt 
(124) u D1afı + nPPD.© + Ai + ERROR 
(a —=T1,2, 2:7) h 
wo die ©,s bestimmte endliche Werthe haben. Soll demnach 
(125) fe) < @ 
sein, So muss Au 
BUSH PA 
folglich 
Du Ö, 


bs. 2. ZYG (ab bs. —® ba. at 
BORD (abs. u + abs. + Habe) 


(e=1,2,:.'n) 








sein, wie behauptet. 

Hieraus folgt, dass die Ungleichheit (125) nur 
eine endliche Anzahl ganzzahliger Lösungen haben 
kann. Ist also insbesondere f(x;) eine ganzzahlige positive 
Form und @ eine positive ganze Zahl, so hat diese 
letztere, wenn sie überhaupt durch die Form f(z,) 
mittels ganzzahliger Werthe der Veränderlichen dar- 
stellbar ist, stets nur eine endliche Anzahl solcher 
Darstellungen durch dieselbe. 
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Classen, Ordnungen und Geschlechter quadratischer Formen. 


1. Sobald man von der algebraischen Theorie der 
quadratischen Formen zu ihrer arithmetischen Theorie über- 
geht, darf man sich im allgemeinen auf den Fall beschränken, 
wo die Coefficienten der quadratischen Form, also 
auch ihre Determinante und deren sämmtliche Unter- 
determinanten ganze Zahlen sind; auch werden nur Sub- 
stitutionen mit ganzzahligen Coefficienten in Betracht 


ee Ad 
Sr ere 
» 


kommen. Die arithmetische Aequivalenz zweier solcher 
Formen besteht darin, dass eine von ihnen durch eine ganz- 
zahlige Substitution mit dem Modulus 1 in die andere ver- 
wandelt werden kann, wo dann auch umgekehrt diese in jene 
in gleicher Weise sich verwandeln lässt, Aequivalente 
Formen stellen deshalb offenbar genau dieselben 
Zahlen dar, wenn man ihren Unbestimmten alle mög- 
lichen ganzzahligen Werthe ertheilt. 

Alle unter einander äquivalenten Formen fassen 
wir in eine Classe zusammen. Nach nr. 7 vorigen Ca- 
pitels haben sie alle dieselbe Determinante Da von 
zwei äquivalenten Formen die eine durch eine reelle Substitu- 
tion in die andere übergeht, müssen beide in. dasselbe Aggregat 
von Quadraten überführbar also demselben Typus quadratischer 
Formen angehörig, und folglich auch für beide der Träg- 
heitsindex r derselbe sein. Die Anzahl der Classen 
äquivalenter Formen mit ein- und derselben Deter- 
minante ist endlich. Der Beweis dieses Satzes stützt sich 
auf die Eigenschaften der reducirten Formen und gehört so- 
mit zu dem Kreise von Betrachtungen, denen der dritte Ab- 
schnitt dieses Werkes gewidmet ist; er wird dort nachträglich 
geliefert werden. u" 

Die Determinante der quadratischen Formen 
setzen wir stets von Null verschieden voraus. 

Die sämmtlichen Coefficienten Ad; einer quadratischen 
Form 
(1) ’ Is wo da 8 Da Top 


aß=12%:--:n) 
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von nicht verschwindender werden einen grössten 
(positiven) gemeinsamen Theiler haben, welcher d, heisse; die 


a 
Zahlen 2 haben dann keinen gemeinsamen von 1 ver- 
v 


. schiedenen Theiler mehr, wohl aber können die Zahlen 


en und 28 («2 ß) 


dann noch den gemeinsamen Theiler 2 haben, wenn nämlich 
die erstgenannten sämmtlich gerade sind; jenachdem dies der 
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Fall ist oder nicht, setzen wir =2 odero, =1. Ist d, 
prim gegen eine gegebene Zahl N, so nennen wir die Form 
f(&,) prim gegen N und, wenn d, = 1, eine primitive Form. 
Die Form 1 fa) ist mithin stets primitiv. Wir unter- 
scheiden die primitiven Formen in eigentlich und uneigent- 
lich primitive, jenachdem bei ihnen 6, =1 oder 6, =2 
ist, ‘oder nennen sie kürzer entsprechend ungerade oder 
gerade Formen. Wo nicht ausdrücklich das Gegentheil ge- 
sagt wird, werden wir unsere Betrachtung auf primitive 
Formen einschränken. 

Auf ganz analoge Weise wie im dritten Capitel des ersten 
Abschnitts erkennt man, dass durch eine ungerade primitive 
Form stets eine Zahl darstellbar ist, welche prim ist zu einer 
beliebig gegebenen Zahl N, durch eine gerade primitive Form 
aber das Doppelte einer solchen. Allgemeiner zeigt man aus 
den gleichen Gründen, dass dieser Satz auch für nicht-pri- 
mitive Formen giltig bleibt, sobald sie nur prim sind gegen 
jene Zahl N. — 


Betrachten wir nun die Begleitformen von f(%,): 
f® (zo 02...) >: > A eh, nd Igix: 2 Irst:.: h) 


so können wir Aehnliches bemerken: jeder von ihnen kommt 
eine positive ganze Zahl d„_—ı zu, welche grösster gemein- 
samer Theiler aller ihrer Coefficienten A LeuN ist und eine 
Zahl o,„ gleich 1 oder gleich 2, welche der grösste gemein- 
same Theiler der Zahlen 





1 (m) 2 (m) 
er a ne nen und - “ Ahix-.-‚rst“- 


m—i m—1i 


(für verschiedene Combinationen hix - » -,rst---) ıst. Offenbar 
ist d„_ı gleich dem absoluten Werthe der Determinante A 
der quadratischen Form, nämlich, wenn r den Trägheitsindex 
der quadratischen Form f(x,) bedeutet, 


(2) ed 


So erhält man bezüglich der quadratischen Form 
f(z,) von n Veränderlichen die Zahlen 


426 Sechstes Capitel. 


do, dı, da sr In—ı 
61, GI 6n—1; 


von denen sogleich zu bemerken ist, dass sie arith- 
metische Invarianten der Form, nämlich für alle 
Formen einer Classe dieselben sind. Dies folgt bezüg- 
lich der Zahlen d„_ı bereits aus dem zweiten Capitel. Denn 
d„—ı bedeutet den grössten gemeinsamen Theiler der Deter- 
minanten m*®" Grades des Zahlensystems «a, also dasselbe, was 
wir dort mit d, bezeichnet haben, fortan aber aus Gründen 
der Symmetrie lieber d„_ı nennen wollen; für das Zahlen- 


system 
b=g arg 


der äquivalenten Form muss deshalb d„_ı denselben Werth 
haben. Dasselbe ergiebt sich aus der Formel (70) vorigen 
Capitels, in welcher als besonderer Fall die folgende enthalten 
ist: 

(3) Mean = TOO 


Denn, da die rechte Seite jener Formel eine homogene lineare 
Funktion der Coefficienten Ay'y...,rsı... ist, muss der grösste 
gemeinsame Theiler d„_, der letzteren auch in sämmtlichen 
Öoefficienten ee aufgehen; und da bei äquivalenten 
Formen diese Beziehung umkehrbar ist, muss er dem grössten 
gemeinsamen Theiler der letzteren gleich sein. Da ferner 
wegen (51) vorigen Capitels die vorstehende Formel (3), so- 
wie für verschiedene Combinationen hix ---,rst--- wenig- 
stens die mit 2 multiplieirte Formel (70) jenes Capitels 
linear sind in den Zahlen 


(mm) | (m) 
BEE RE und > e A 


muss bei äquivalenten Formen auch der grösste gemeinsame 
Theiler der letzteren dem grössten gemeinsamen Theiler der 
Zahlen 

Bi. is und DB 


gleich sein, w. z. b. w. 


2. Neben den bisherigen Begleitformen führen 
wir nun andere primitive ein, indem wir setzen: 
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1 | 
(4) 0m (Xoor...) = EEE . f® (@oor..-); 


jenachdem 6, = 1 oder =2 ist, ist 0 eine ungerade oder 
eine gerade Form, und umgekehrt. Ausserdem setzen wir 





(5) =d ud „= 7—: = 


m—1 
(fürm=2,3,:::n—]). 

Durch diese Formeln sind, falls d,=1 ist, die Zahlen 

01, 04,2: n=1 vermittelst der Zahlen di, ds, sure ne aber 

auch umgekehrt diese durch jene vollkommen bestimmt, näm- 


lich: 


d, —— 0, 
G .=0°0% 
EHE, 
(6) d == 0,°0,°0, 
OR Omi: 


Man darf daher die Invarianten d auch durch die Inva- 
rianten o ersetzen. Nach nr. 5 des zweiten Capitels 


m—1 





sind diese letzteren gleichfalls ganze Zahlen, denn _ 


m—2 


m 





und sind zwei aufeinanderfolgende Elementartheiler des 


Im—ı 
Zahlensystems a. 

Alle primitiven Formen nun, welche denselben 
Trägheitsindex r, dieselben o- und dieselben o-Inva- 
rianten haben, sollen Formen derselben Ordnung 


(7) | UST 


genannt werden. Man sieht, dass Formen derselben Ord- 
nung stets auch dieselbe Determinante haben, und sonach 
zerfallen die Formen derselben Determinante in eine 
— der letzten der Formeln (6) wegen — endliche Anzahl 
verschiedener Ordnungen, deren dann jede wieder nur 
eine endliche Anzahl von Classen enthalten kann. 
Für ternäre Formen (n = 3) giebt es nur eine Begleit- 
form, die Adjungirte; man findet die Determinante gleich 
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(— 1)” : 0,°0,, 

und da o, =d, den grössten gemeinsamen Theiler aller Coeffi- 
cienten der Adjungirten bedeutet, stimmt o, mit dem in dem 
ersten Abschnitte benutzten Zeichen 4, o, — jenachdem es 
sich um bestimmte oder unbestimmte Formen handelt — mit 
2 oder — 3 überein. 

Für die primitive » — 1' Begleitform von f(x,) findet 
nachstehende Beziehung statt; 


ee.) == a 
N 


1 sh) 1 
] ie R f\ N (Boor...) = RER 


Bezeichnet man diese primitive Form für einen Augen- 
blick mit p(x,) und bildet die zugehörigen Begleitformen, so 
findet man 








ir F(&,): 


PN (Kar...) = lügor...). 


Da nun nach (54) vorigen Capitels 
Par.) 2: Am—1 , LT en 


und d„_„—ı der grösste gemeinsame Theiler der Coeffieienten 
von fr”) ist, wird der grösste gemeinsame Theiler d„_ı 
aller Coeffieienten in 9% durch die Formel 
RT vage 
(8) 7 se ER En m 

n—?2 


2 





gegeben, sodass, wenn 0, für die Formel g dasselbe bedeutet, 
was 0, für die Form f(z,), sich leicht die Beziehung 


(9) Om — n—m 
herausstellt. Bezeichnet ferner @") die primitive m“ Be- 
gleitform von , so findet sich 


002...) 


i eraW teen) En IR Tme, 


m 1 
@ wer...) =— d 





1 


ra 





n—m—1 


sie ist also mit 6°" (zo...) gleichzeitig gerade oder ungerade 
und die 6-Invariante beider Formen muss dieselbe sein: 


(10) On — On—m- 
Die Gleichheiten (9) und (10) bleiben offenbar bestehen, auch 
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wenn man an Stelle der Form g die Form (— 1)”. wählt. 
Da ferner der Trägheitsindex von f, diese Form also alge- 
braisch der folgenden: 


— (+ +) + + +2) 
äquivalent ist, so ist es nach nr. (7) vorigen Capitels die Ad- 
jungirte F' von f der Adjungirten der letzteren, die dieser bis 
auf den Faktor (— 1)” gleich ist, und somit hat (— 1)’. F 
den gleichen Trägheitsindex wie f. Dies überträgt sich so- 
gleich auf die Form (— 1)”: 9. Setzen wir also 


(11) ag) = D/ las Rep, 
(a,ß=1,2,:.:n) 
wo 
A ß 

n— 2 
ist, so erhalten wir in der Form f(x,) eine primitive Form 
der Ordnung 
(13) r, 


pet 3 Oma, mu nl, 0 


? 
On—1; 6n— 25 A 62, 61 


deren primitive Begleitformen zugleich im wesentlichen die 
primitiven Begleitformen von f in umgekehrter Reihenfolge 
sind. Wegen dieser eigenthümlichen Reeciprocität, 
welche zwischen den Formen,f und f besteht, wollen 
wir f die Reciproke von f nennen. Offenbar ist dann 
wieder f die Reciproke von f. Wir bezeichnen noch mit 
f die Form f, wenn deren Unbestimmten in umgekehrter 
Reihenfolge gesetzt werden, sodass also 


(14) f(x,) = > ET NA 
(,ß=1,2,:::n) 
ist. 

Ist 9(y,) eine zweite Form, g(y,) ihre Reeiproke und g(%,) 
die letztere bei umgekehrter Reihenfolge der Unbestimmten, 
so leuchtet ein, dass gleichzeitig mit f(x,) und 9(%,) auch die 
Formen f(z,) und g(y,), sowie auch f(z,) und g(Y,) einander 
äquivalent sein werden. 

3. Die Classen einer Ordnung lassen sich in kleinere 
Gruppen vertheilen, welche Geschlechter heissen. Um zu 
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zeigen, worauf diese Vertheilung sich gründet, müssen wir 
eine Reihe von Üongruenzbeziehungen ableiten, analog den- 
jenigen von Smith, welche wir im dritten Capitel des ersten 
Abschnitts der Betrachtung zu Grunde gelegt haben. Wir 
bezeichnen dabei eine Form 


> Au Ix %B 


(,ß=1,2,--:n) 
kurz durch {a.s } oder, ausführlicher dargestellt, durch das 
Schema ihrer »* Coefficienten: 


Aıı Aı2 *** Ain 
Agı Ag "+ dan 
Anı Anz *** Onn 


und nennen zwei Formen {as} und {qa,,} nach dem 
Modulus N congruent, in Zeichen: 


(aus) = {asp} (mod. N), 
wenn für alle Werthe der Indices «,ß 
As = Au (mod. N) 
ist; auch wird dann jede dieser Formen der Rest der 


anderen (mod. N) genannt. 
Sei nun 
f(&.) =. Na po Xp 
(,ß=1,2%,--:n) 
eine Form der Ordnung O0. Ferner sei g irgend eine Primzahl 
und 
g°o, gi, uR gn—1 
die höchsten Potenzen derselben, welche resp. in 
do, dı, Du Ren, 
aufgehen. Wir nehmen f(z,) prim gegen g an, sodass 
%,=0 wird, und setzen 
— 
(15) Om — Om — Om—ı — (im—ı — Om—2); 
(für m—=2,3,--:n—]) 
dann wird 


(16) co + 92 + a + I Om ur On 
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und folglich 
(17) M 01 u (m | 1); _ E- 2. u. On = la 


Offenbar bedeutet ®,, den Exponenten der höchsten Potenz 
von q, welche in der ganzen Zahl o„ aufgeht, also eine 
nicht-negative ganze Zahl, und somit ist nicht nur wegen 
Gleichung (16) 
(18) On > Im 

(m=1,2,3,---n —1) 
sondern auch wegen (15) 
(19) en Da OO 

(m = 2,3,-:-n—1) 

- Zunächst sei q eine ungerade Primzahl p. Da f(«,) 
prim gegen p vorausgesetzt ist, giebt es eine eigentlich, d. h. 
mittels solcher Werthe der Unbestimmten, die keinen gemein- 
samen Theiler haben, durch sie darstellbare ganze Zahl «, 
welche nicht durch p theilbar ist (s. nr. 1). Geschieht diese 
Darstellung durch die Werthe 


g11, Q21, °°* Anı 
der Unbestimmten, so lassen sich (nach nr. 5 des dritten 
Capitels) n(n — 1) andere ganze Zahlen 
Gap (&=1,2,:...n;ß=2,3,-..n) 
so bestimmen, dass die Determinante |g.s | =1 ist. Alsdann 
geht f(z,) durch die Substitution 


La = QAaıYyı + QaaYya + "+ QanYn 


(e=1,2,.:‘n) 
in eine äquivalente Form 
P(y) = I) des Ya ys 
(,ß=1,2,:.:n) 
über, deren erster Coefficient b,, =« ist. Auf diese Form 
wende man weiter die unımodulare Substitution 


Y=2t Be; ++ Baia 
Ye — da, (fürı—.2,3:.%%) 
an; in der entstehenden äquivalenten Form 


bee) I) Gap kaks 


(«,?=12,:::n) 
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ist 
und (für <>1) 
bir + 2b: Br; 
durch passende Wahl der ganzen Zahlen Ps, Ps, --: ß„ kann 
also bewirkt werden, dass (für «> 1) 
(20) G»=0 (mod. p‘) 
werde, wo t ein beliebig gewählter Exponent ist. Diese, mit 


f äquivalente Form % leistet also einer Congruenz Genüge 
von folgender Gestalt: | 


&,50,0-Oy nn, 2:0 
0, (22, (33 5 ET 
(21) vEN 0,08, 6, 0, f (mod. p). 
| 0, (225 Cn35 "Can 
Nun ist die Determinante Ü = | c.„s | der Form % gleich der- 


jenigen der Form f, gleicherweise der grösste gemeinsame 
Theiler aller Unterdeterminanten m" Grades 0% gleich dem- 
jenigen aller Unterdeterminanten A) desselben Grades, also 
gleich d„—ı, und p’m—ı die höchste in allen jenen aufgehende 
Potenz von »; andererseits sind jene den entsprechenden Unter- 
determinanten des zur Rechten von (21) stehenden Schema, 
d. i., wenn man mit C’ die Determinante der (» — 1)? Zahlen 
Cap (für a, ß=2,3,:':n) 
bezeichnet, einem der folgenden Ausdrücke: 
a ER 
(mod. p‘) congruent. Wird demnach t grösser gedacht, als 
alle Zahlen ö,_ı, so sieht man, dass p’»—ı die höchste Po- 
tenz von p ist, durch welche alle jene Ausdrücke theilbar sind. 
Für m = 2 insbesondere folgt hieraus und weil « prim ist 
gegen p, dass alle c„s des Schema durch p°ı = p"ı theilbar 
sind: | 
Ca = P” - Aus. 
Man gelangt also zu folgendem Satze: 
Jede gegen p prime Form f ist einer anderen 
Form » äquivalent, für welche in Bezug auf eine hin- 
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reichend hohe Potenz von p als Modulus eine Gon- 
gruenz besteht von folgender Gestalt: 


0, RR 
0, | p®ı di99 Ss p®ı Ag e 

(22) U = 0, p® (i3a TE p®: den (mod. p'), 
0, pe An IR p®ı Tyoe 


während « durch p nicht theilbar ist. 

Zugleich aber können nicht mehr sämmtliche a,; durch 
p theilbar sein, die Form {a.s} mit n» — 1 Unbestimmten 
ist demnach prim gegen p; und, wenn man A’ = | a.; | setzt, 
so ist 9m —ı die höchste in den sämmtlichen Ausdrücken 

u. pm—da. And, mar. A'm) 

aufgehende Potenz von p. Heissen also die zur Form (a«;} 
gehörigen, den © und & entsprechenden Zahlen 0° und ®’ resp. 
sodass die höchsten Potenzen von p, welche in allen A’w=» 
resp. A’) aufgehen, pm—2 resp. pPm—ı sind, so folgt aus der 
voraufgehenden Betrachtung, dass &,—ı dem kleinsten der 
beiden Exponenten 


(m — 1)oı + &m 2, moaı + &m—ı 
gleich sein muss. Demnach findet sich, da analog mit (18) 
AR ee ER 

ist, 
(23) Om} = (m et 1)oı -H dg: 
eine Beziehung, aus welcher nach (15) und der analogen auf 
die Zahlen &" bezüglichen Formel ferner 
(24) Om = Om—ı 
hervorgeht. 

Jetzt wiederholen wir dieselben Betrachtungen, indem wir 
auf die Form 

v—a2’ + 2054% +: + 2cınzı mn + Pr X, 

in welcher 


RE A Pen 0) (mod. 2), 
X EB RE Ba ZB (mod. p'=®) 
(a, =2, 3, ° ; N) 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 28 
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ist, die Substitution anwenden: 
te: 
2a = QasUg + QasUs + + Ianln 
(fürea—=2,3,.--n). 
Wird die Determinante | g«s | = 1 vorausgesetzt, so geht 


» in eine äquivalente Form %’ über, in welcher der erste 
Coeffieient ungeändert « ist, während cı. in 


Cı2 *Q2& + 613 * Q3a« + + 4 Cın * Gno 
übergeht, also = 0 (mod. p‘) bleibt, die g«z aber so gewählt 


werden können, dass die Form X sich in eine andere X” ver- 
wandelt, welche der Congruenz 


0, p®ı “Agg "+ * p®ı - Agn 


0, per 2 al por uk 

genügt, wo @’ und die Form {a,s3} prim sind gegen p. Da 
nach (24) o,' = ®, ist, findet sich nunmehr für die mit f 
äquivalente Form %’ die Uongruenz: 

RBB SE Et, 

0, pre, O +0 

0,0, Pat DAT (mod. 7%). 
0,0 | 

So fortfahrend gelangt man offenbar zu folgendem Satze: 


Die gegen p prime Form f ist einer anderen Form 
f äquivalent, für welche die Congruenz 


„ [24 
; y prt@q,g ee AT, 


e,0, 0 EASO 
Ö, pre, 0) I) 
(25) f = 0, 0, parte. ER) 
0, Ö, 0 se 2% prtatton—ı ® u) 


(mod. p‘) besteht, während 


b / br ... n—1) 
O0, 1 
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prim sind gegen p. Es ist zu bemerken, dass, da einerseits 
die Congruenz, wenn (mod. p‘), so auch nach jeder geringeren 
Potenz von p als Modulus besteht, andererseits p' oberhalb 
der bezeichneten Grenze als beliebig hohe Potenz gedacht 
werden darf, der ausgesprochene Satz zuletzt mit Bezug auf 
jede beliebig hohe Potenz von p ausgesagt werden darf. 

4. Wir behandeln nun den noch übrigen Fall, wo 
q=2 ist. Die Form f wird prim gegen 2 vorausgesetzt. 

Ist erstens o, = 1 .d.i. feine ungerade Form, so muss 
wenigstens einer ihrer Hauptcoeffieienten a1, dee, ** * Ann UN- 
gerade sein. Ist zudem o, =04,=0 d.i. d, = o, ungerade, 
so muss auch wenigstens eine der Unterdeterminanten zweiten 
Grades ungerade sein, und zwar eine der Hauptunterdeter- 
minanten dieses Grades, denn man überzeugt sich leicht, dass, 
wenn alle diese gerade wären, überhaupt sämmtliche Unter- 
determinanten zweiten Grades es sein würden. Gesetzt also, 
dy,n Ak — Q;, wäre ungerade; entweder ist es dann auch einer 
der Coeffieienten @,,, @.x. Im entgegengesetzten Falle muss 
etwa a,;; ungerade sein und dann ist möglicherweise es auch 
A;;@un — Win. Andernfalls geht f durch die Substitution 


[£ [4 
%r=% + Ik 
in eine äquivalente Form über, in welcher die Grössen 
4 
Aii, Milınn — Win 


resp. durch die folgenden: 
Ai; —+ 2 dir + Üxk 


2 2 
il — An + 2 (a;:Qy1 nITT« 4;10%1) + nr — Gin 


ersetzt sind, und diese beiden sind ungerade. Immer also giebt 
es, sei es unmittelbar in der Form f, sei es in einer Trans- 
formirten, einen ungeraden Hauptcoefficienten, der im Falle 
0 =0 in einer ungeraden Hauptunterdeterminante 
zweiten Grades auftritt. Durch eine blosse Vertauschung 
zweier Variabeln mit eventueller Aenderung ihres Vorzeichens 
kann man endlich erreichen, dass die Form f durch eine äqui- 


p (Yo) a1 > Das Ya%p 


(,ß=1,2,:.:n) 


valente Form 


28* 
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ersetzt wird, in welcher jener Hauptceoefficient der erste ge- 
worden, also b,, eine ungerade Zahl « und zugleich, falls 
o, = 0 ist, etwa by dun — bi, ungerade ist. Diese Form ver- 
wandelt sich durch die Substitution 


Y=Atß%t ‘+ Pan 
a a 
in eine äquivalente Form 


b(2,) =D Cap fa &p; 


: (,ß=1,2,:--n) 
in welcher 
2 y. 
Gi == bu, Cıı nn — Ein = duudan — Din 
also im Falle &, = OÖ ungerade sind, und welche bei passender 


Wahl der ß,--:- ß„ der Congruenz 


2,2010 344. ,830 
ON Or Ca Re Can 
+ Ot 
=> 0, (33 , (33, °** Cgn (mod. 2%) 
0, Ca 25 En3; °°° Can 


Genüge leistet. Man schliesst hieraus weiter bei gleicher Be- 
handlungsweise wie vorher die Beziehungen 


(26) om —ı = (m — D))oı + Mm 
(27) Om Om—i 
sowie auch die Congruenz: 
a,0, 0 ) 
(28) — er ne Er ER (mod. 2%), 


0, 201,3, 291 On3 SIE 2 Ol 


wo nun {a.3} eine gegen 2 prime quadratische Form mit 
nur 9» — 1 Unbestimmten ist”). 





*) Da bis hierher von der, die Unterdeterminanten zweiten Grades 
betreffenden Voraussetzung kein Gebrauch gemacht worden ist, sieht 
man leicht ein, dass die vorstehende Congruenz auch für jeden unge- 
raden Werth « hergeleitet werden kann, der durch f darstellbar ist, 
denn es giebt dann eine mit f äquivalente Form p, deren erster Coeffi- 
cient «& ist. 
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Man bemerke aber im gegenwärtigen Falle, dass die sym- 


metrischen Unterdeterminanten EN. und die doppelt 


genommenen unsymmetrischen EEE den grössten ge- 
meinsamen Theiler 6,d„_ı haben, dass also ihre höchste ge- 
meinsame Potenz von 2 gleich 6, 2’m—ı ist. Nach (28) sind 


sie (mod. 2’) einem der folgenden Ausdrücke: 
u. 2m. er Ertl Ar ‚hik-: 
a AT N men 20 An \O 


congruent; wird demnach 2’ > 6, . m—ı ak so ergiebt 
sich hieraus 6, : 2°”! gleich der kleineren der folgenden Po- 


=) 


tenzen: 
(29) 5 om—Yortom—2 und 6, . oma + Im—1 


Wenn o, >0 ist, ist jedenfalls die erste derselben nicht 
grösser als die zweite. Somit kommt in diesem Falle 


m —i — en Be r mot m 2 
d. i. mit Se auf (26) 
(30) on >= 6m 
insbesondere ergiebt sich 
(30a) un 


Wenn aber o, = ist, so ist ©, —=1, da in » eine der 
Hauptunterdeterminanten zweiten Grades ungerade ist; aus 
(28) schliesst man ferner, dass @- 2%", = «- a,, also auch 
d;„ ungerade und somit 6, = 1 ist; es besteht also auch in 
diesem Falle die Gleichung (30a). Man kann aber die Form 
(a@«s} einer ähnlichen Transformation unterwerfen, wie die 
Form f, bei welcher die Congruenz (28), wie man sich leicht 
überzeugt, ihre charakteristische Gestalt nicht verändert, und 
kann also in dem besonderen Falle, ww oa’ =, —=0(d.i. © 
ungerade ist, noch wieder in gleicher Weise fortschliessen, und 
so endlich, wenn alle © gleich Null oder alle Invarianten o,, 
09,°*"@%—ı ungerade sind d. ı. im Falle einer ungeraden 
Determinante folgenden Satz aussprechen: 

Eine gegen 2 prime ungerade Form f mit unge- 
rader Determinante ist stets einer Form f’ äquivalent, 
für welche, während 
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[4 „ 


Re.r, n—1 
0,0,@, am 1) 


ungerade Zahlen sind, die Congruenz besteht: 


ol) 
Dh Ö 
(31) f zErD0 ER: as (mod. 2°). 


0.0 Re 
Hieraus geht hervor, dass ihre sämmtlichen o-Inva- 
rianten gleich 1 sind. 
Nun war 6, 2’”—1 die kleinere der beiden Potenzen (29) 
d. h. im vorliegenden Falle die kleinere der Potenzen 
On ö gm —2 
und 
6. Om—1 —£ 6, : Hm tat tem 


Im vorliegenden Falle sind aber sämmtliche Invarianten o, 
demnach auch sämmtliche »’ gleich Null; da zudem 6,’ —=1 
ist, so sind dem eben bewiesenen Satze zufolge die sämmt- 
lichen Invarıanten 6’ der Form [aus} gleich 1; alsdann ist 
aber die erste jener Potenzen nicht grösser als die zweite. 
Somit ist die Formel (30) auch für den Fall erwiesen, 
wo @,, zugleich aber auch die übrigen » gleich Null sind. 
5. Sei jetzt zweitens 6, —=2. In diesem Falle lässt 
sich durch f das Doppelte einer ungeraden Zahl eigentlich 
darstellen und demnach f sich in eine äquivalente Form 


(32) 2 bus Ya 93 

ß=12,.:-n) 
verwandeln, in der einer der Haupteoeffieienten 
—=2 (mod. 4) ist. 

Wegen 6, = 2 müssen sämmtliche ihrer Haupteoefficienten 
gerade, mindestens einer der übrigen Coeffiecienten b,s aber 
ungerade sein. Angenommen also, b,. sei ungerade; entweder 
ist dann einer der Coefficienten by,, dx. =2 (mod. 4). Im 
entgegengesetzten Falle muss etwa b;; = 2 (mod. 4) sein; wäre 
aber dann keine der Zahlen b;,, b;: ungerade, so ginge die 
Form (32) durch die Substitution x; = x + x, in eine äqui- 
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valente Form über, in welcher die Coefficienten b;;, b;, durch 
die folgenden: 
bi: + 2b + Dar, bin + dir 

ersetzt sind, von denen der erste =2 (mod. 4), der zweite 
ungerade ist. Immer also kann man f durch eine äquivalente 
Form ersetzen, in welcher das Quadrat einer Variabeln und 
zugleich eines derjenigen Produkte zweier Veränderlichen, 
welche dieselbe Variable enthalten, in das Doppelte einer 
ungeraden Zahl multiplicirt sind. Durch blosse Vertau- 
schung der Variabeln endlich wird f äquivalent mit einer 
Form von folgender Gestalt: 


p (Yo) — 2ayı” + 2Pyg” + 2b,3Yı Ya 


+2. bunt be) th, 
3 

worin «, b,, ungerade sind und die fortgelassenen Glieder nur 
solche y enthalten, deren Index grösser als 2 ist. Durch die 
Substitution 

y=A4+9% + P2 ++ Pain 
(33) 92 = Bat Yals +" Pu 

Ya 2a (fürie 3,4: n) 
verwandelt sich @(Y,) in eine äquivalente Form %(z,) von 
folgender Gestalt: 


U(2,) = 202,” + 202° + 2B,94% 
+ 2 IB: 71 + Ba; : 23) 2; + Ban, 


in welcher be 

De —=20:0+b, 

Bi 2«- ßi + bis rd + bi; 

Da; =F Bi; + bis } Bi + 2B “7 + ba; 
ist. Da aber « und ebenfalls 4«ß — biz ungerade ist, so ge- 
stattet sowohl die Congruenz 

20.6 + db, U (mod. 29, 

wenn man unter A eine beliebige ungerade Zahl versteht, als 
auch für jedes ? das System der zwei Congruenzen 
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20 Fo ed 
ve (mod. 2f) 
be’: + 2P mn bi: 0 
eine Auflösung; werden also die Coefficienten der Substitution 
(33) diesen Congruenzen gemäss gewählt, so erhält man für 
die Form ı» eine Congruenz von folgender Gestalt: 


20,4, 0... 0 
U, 20,0 --.-0 

(34) DT 0, 0, (33 *** Ogn (mod. 2), 
D; 0, Cnh3 °** Onn 


in welcher U eine beliebig gewählte ungerade Zahl und auch 
« ungerade ist. Nun bezeichne wieder U die Determinante 
von y» und ©’ die Determinante | cs | für a, ß=3,4--.n; 
dann haben die sämmtlichen Unterdeterminanten 0 den 
grössten gemeinsamen Theiler d„_ı, nach der vorstehenden 
Congruenz aber sind sie (mod. 2°) einem der folgenden Aus- 
drücke congruent: 
(daa — W). Cm 
2a: CO m-d, A.C’m-d, 2a. O’m-1) 
CO’) oder 0, 


und diese müssen folglich, wenn £ grösser als jede der Zahlen 
Om —ı gewählt wird, ’m-—ı zur höchsten gemeinsamen Potenz 
von 2 haben. Insbesondere lässt der erste dieser Ausdrücke 
wegen des ungeraden 4daa — W”? erkennen, 

für m=2, ds, =0o, —=(, 

für m=3, dass Cag — 2% - Qgs, 
die Zahlen a.; aber nicht mehr .‚sämmtlich gerade sind. Die 
Congruenz (34) nimmt mithin folgende Gestalt an: 


20, X, 0 +0 
A, 2a, 0 0 
8) +=10 


0, Ö, 90, } Ans dar: 90 . 1. 


in welcher die Form {a.s} prim gegen 2 ist. Werden dann 
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die Determinante |a.s | der letzteren mit A’ und mit 0’, ®’ 
die dieser Form Sagen mit den ©, ® analogen Zahlen 
bezeichnet, so muss 2’r-1 die neeieste der folgenden Po- 


tenzen in: : 
9m 2), +9m—3 


gain en) m Na +i+ ng 
gm öm—1. 
Da nun analog mit (18) 
Om 1 > Om 3 > ms 
ist, findet sich hieraus 


(36) Om —ı = (m — 2)@g + 6m 3, 

eine Formel, aus welcher leicht noch die andere: 

(37) Om m—_2 

erschlossen wird. — Aus der Congruenz (35) folgt weiter, dass 


die symmetrischen Unterdeterminanten m‘ Grades von ı 
einem der folgenden Ausdrücke: 


ER N EV A 
en ln A SR N au RR: ET 
ii u. m 
dagegen die unsymmetrischen einem der folgenden: 
TARUTTN 
en. ee Rn A 
ER A TR 
ee 


(mod. 2’) congruent sind. Demnach wird o,„- 2’m—1 der 
kleinsten der nachstehenden Potenzen: 


’ FR Hm st m—2)0, 


Om— 
GL E Hm—2tm—1)o, 
(38) BG FE en Hm stm dm tn ta + tom 2 
= Um— 


0, e m—ıTr mo 


2 gm tm Nat to + tom 
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gleich sein. Ist demnach eine der Zahlen 

9%, =, =, Om—2 = Om 
von Null verschieden, so ist 


N ' ERS m— 2) w 
On: 2m a DR ar )®a 


d. i. mit Rücksicht auf (36) 
(39) Om = Op —2° 


Verfolgen wir diese Betrachtung unter der besonderen 
Voraussetzung, dass ©, =0 ist. Da % eine gerade Form, 
so müssen die sämmtlichen Coefficienten 2” - a.., in der ge- 
machten Voraussetzung also sämmtliche Zahlen a... gerade 
sein; die Form {a,s} ist alsdann also eine gerade Form und 
ihre Invariante 6, = 2. Demnach lässt sich die voraufgehende 
Betrachtung nun für diese Form wiederholen, man findet 


nl, 

und könnte, falls ©, = », wieder Null wäre, noch einmal so 
fortfahren u. s. w. Dieser Fall wird sich dann, aber auch nur 
dann ereignen, wenn die Determinante ungerade und zugleich 
die Anzahl n der Unbestimmten gerade ist. In der That sind 
dann die sämmtlichen Invarianten o„ ungerade also sämmt- 
liche ©,» = 0; bei ungeradem n ist dieser Fall unmöglich, 
denn dann würde als letzte der neu eintretenden Formen die 
Form einer Variabeln 


Dat 5 a2? 


eingeführt, in welcher einerseits der Coeffieient a nicht mehr 
durch 2 theilbar wäre, andererseits aber 2°” -1.«, weil ı eine 
gerade Form ist, gerade sein müsste, was für 


einen Widerspruch ergiebt. So gelangen wir endlich zu fol- 
sendem Resultate: 

Eine zu 2 prime gerade Form f mit ungerader 
Determinante (und gerader Anzahl der Veränderlichen) 
ist stets einer Form f’ äquivalent, für welche die 
Congruenz besteht: 
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20, ON OR 0 

DT 2a OPUnO, 0, 0 

NS ET = 0, Ö 

0, Om 720 0 Ö 
Zei: N 

DO 7 0, 903 ) gl) 

(0, Ö, 0, Ö, ul), 2] 
(mod. 2%); darin sind 

Bel Mes) 

bestimmte, 


beliebige ungerade Zahlen. 
Man erkennt hieraus leicht, dass die o-Invarianten der 


Form f folgende Werthe haben: 
2. 060—l,., —2,0,=1,:.: ,.3=1,%-1ı=2. 
Nun war 6, Y’m—1 die kleinste der Potenzen (38); aber 
im gegenwärtigen Falle sind ©, und sämmtliche Zahlen 
Ed, —=R, m Mm 
gleich Null, während zugleich 6’ =2 war. In Folge des 
letzten Satzes erhalten daher die o’-Invarianten der Form | a«;! 
die Werthe 
en woran el, en, 


deren Vergleichung mit denjenigen der o-Invarianten auch 
für diesen Fall die Gleichheit 


(39) Om = Om—3 
ergiebt. 

6. Ist die Determinante der Form f gerade, so 
bietet sich eine grössere Mannigfaltigkeit dar. Eine weitere 
Durchführung unserer Betrachtungen führt, wie Minkowski 
gezeigt hat*), zu einem allgemeinen Satze, dem wir noch 


*, Minkowski, Me&moire sur la theorie des formes quadratiques 
a coefficiens entiers, in M&m. pres. p. div. Sav. Etrangers etc. t. 29. 
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einige Erklärungen voraufschicken: Wir setzen — gleichviel, 
ob sich die Zeichen ® auf eine ungerade Primzahl beziehen 
oder auf die Zwei — 


(41) un — 0 mh. En 
sodass 
(42) "=Ut% + Hm 


geschrieben werden darf; unter den Zahlen 

91, 82, *** On—1 
aber bezeichnen wir der Reihe nach diejenigen, welche von 
Null verschieden sind, mit 


(45) 09, 09,0, 

und führen neben den Zahlen ®,, 9,,- : : 92 _ı ebensoviel andere 
#, #, "#,—ı durch folgende Gleichung ein: 

(44) m, tat: Hm. 

Noch setzen wir 

(45) Vet, HN, dv, —d. 


Diesen Definitionen zufolge bestehen zunächst die Ungleich- 
heiten: 
(46) 0=v,<vg, <v,<VUg_;. 
Der gedachte allgemeine Satz aber lautet, wie folgt: 

Eine gegen 2 prime Form fist Stets einer anderen 
f äquivalent, für welche bei hinreichend grossem 4, 
die Congruenz besteht: 


1 
(47) f= 21.0, (mod. %), 


i=1 
während die Form ®,, wenn % ungerade ist, die Ge- 
stalt 


(47a) DD ai -Eihr, 
si 


wenn aber x, gerade ist, entweder dieselbe oder auch 
die folgende Gestalt hat: 


— 4%: 


2 [2 
(A) DD Buibi- Ei + 2 BE + 2a BEN). 


s=1 
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Die Formen (47a) wollen wir Formen der ersten, die 
Formen (47b) Formen der zweiten Art nennen. Was die 
Invarianten 6 der Form f anbelangt, so haben sie, ent- 
sprechend den Werthen 


m—=d%_ı-+t]l, %-ı + 2, er ; 7 


entweder sämmtlich den Werth 1, wenn nämlich &, von 
der ersten Art ist, oder abwechselnd die Werthe 2,1,2, 
l,---2,1, wenn nämlich ®, von der zweiten Art ist; es ist 
mithin immer 
(48) 639, —= 1. 
Wir setzen auch ,=1, .—=1; die vorige Gleichung 
besteht dann für 
v—NV, 1,2, +. 4. 

Aus diesen Umständen, welche die vorher abgeleiteten 
besonderen Fälle bestätigen, ziehen wir einige Folgerungen. 
Wir setzen dabei 


(49) a Te Br PR 
Sei erstens m=9(i—=1,2,---7—1), also m —=1; 
man findet 


Un = 0„, wenn ®;, ®;.ı, von der ersten Art, 


Un = 0m + 1, wenn sie verschiedener Art, 
Um = 0m + 2, wenn sie beide von der zweiten Art 
sind. 
Sei zweitens m zwischen 9 _ı und 9; f—=12:--A); 


entweder ist dann &; erster Art, also o„ = 1 und jedenfalls 
auch 6,_ı—= 1, aber auch 6,11 —=1, da ®, aus mehr als 
einem Gliede bestehend zu denken ist; da @&, = O0 ist, ergiebt 
sich 
im. 
Oder ®; ist zweiter Art; dann durchläuft o„, wenn m die 
angegebenen Werthe annimmt, abwechselnd die Werthe 2,1, 
2,1,--- 2, entsprechend ist 6,.—ı abwechselnd 1,2,---1 und 
6n+1ı ebenfalls, während ®,, =: 0 bleibt. Also wird abwechselnd 
Um =, 2,0,2,.,,0 


sein. Hieraus sieht man, dass, so oft 0,=2 ist, u —=0 
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und folglich 
OGm—1' Om’ OGm+i 

ungerade ist. Ferner aber folgt: 

1) Der Fall u„=0 kommt nur vor, wenn ®; erster 
Art und m zwischen ®;_ı und ®; ist, oder, wenn ®; zweiter 
Art und m = 9;_ı + 2m’ — 1<9; ist; 

2) Der Fall u„ = 1 kommt nur vor, wenn m —= %; und 
zugleich ©, = 1 ist; 

3) Der Fall u. > 2 tritt nur ein, wenn entweder m —=#; 
ist, oder, falls ®,; zweiter Art ist, für m —=%_ı + 2m <®; 

4) Der Fall u„>3 nur in der ersten dieser Voraus- 
setzungen. 

5) Verbindet man die Voraussetzungen 


Um = 1; Um—1 = 2, Um+1 5 2, 
so muss zunächst m = 9%, und &,=1 sein, zugleich aber, 
wie leicht zu übersehen, 
m—]1l= Ulli, m E= 1 = W135 
sodass 
V;rı Er „; => Y; 2, | ze! 
ist. Da hiernach ®;,, ®;}, beide erster Art sind, muss 


@3,,, > 1 sein, wenn ®;ıs, und @s, ,>1 sein, wenn ®;_ı 


i-+1 
erster Art ist, 
6) Die gleichzeitigen Voraussetzungen 
Um — 0, Um—ı1 > 2, Um+1 > 2 
erfordern, wenn ®; von zweiter Art ist, 
VE -+ 2m] 
also 6, = 2; wird also zugleich o„ = 1 vorausgesetzt, 
so muss ®; von erster Art sein und 
nm=% tm, m——l=9_ı 4m —1l=%_ı, 
n-l=%_ı+m+1=%,, 
d. h. M — Vi + 1; An 1 u. 2; 
und zwar muss ee 1 sein, wenn ®;_, erster Art ist, 


und ebenso ®&9,>1, wenn ®;+, erster Art ist. 
7. Wir bezeichnen nunmehr mit N eine ganze Zahl, deren 
Primzahlpotenzen 2%, p‘, p’',--- hinreichend hoch sind, um 
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die Sätze (25) bezw. (40) oder (47) zur Anwendung bringen 
zu können. Ist also f= {a,,} eine gegen N prime Form 
von n Veränderlichen, was jedenfalls zutrifft, so oft f eine 
primitive Form ist, so giebt es mit {a,;,} äquivalente Formen 
(&z}, {Bir}, {Bir}, ---, welche resp. der Congruenz (47), (25) 
und den mit der letzteren analogen Congruenzen nach den 
Moduln 2%, p‘, p’", --- Genüge leisten, Congruenzen, die wir 
kurz durch die nachstehenden andeuten wollen: 


(80) {as]) = {Ars} (mod. 2%), (Bir) = Ir) (mod. pi) -- 
und, wenn wir die n? Zahlen n;,, was möglich ist, so wählen, 
dass 

Ni» A;, (mod. 2%), %, = Wir (mod. pP), --- 
ist, auch durch die anderen: 
(51) (;,} ee In:.} (mod. 2%), [Bir == In:.} (mod. p), a: 


ersetzen können. Sind (a;,), (B;,), (Di,) - - - die Substitutionen, 
durch welche f in diese äquivalenten Formen übergeht, oder 
auch die aus ihren Üoefficienten gebildeten Zahlensysteme, so 
ist, mit Beibehaltung der in Cap. 1 nr. 3 eingeführten Be- 
zeichnungsweise und nach (22) vorigen Capitels 


(Q:) : (Gr) * (ir) = (@ir), (Bxi) (air) (Bir) = (Bir), 
Nun sind die Substitutionen unimodular; jedes System (c;,) 
also, welches den Congruenzen 
(92) Gy dis (mod. 2%), 5, = bi, (mod. p), 
genügt, wird einen Modulus haben, der nach jedem der Moduln 
2%, 9, p --- also auch (mod. N) congruent 1 ist: 

(53) hal .(mod. N); 


und jedes, mit einem solchen Zahlensysteme (mod. N) con- 
gruente Zahlensystem (c;,) wird nicht nur den ÜCongruenzen 
(52), sondern auch der Öongruenz (53) genügen, und unter 
diesen Systemen kann eines nach der am Schlusse des vorigen 
Capitels auseinandergesetzten Methode so gewählt werden, dass 
letztere Congruenz durch die Gleichheit 


BB t 


ersetzt wird. Schreibt man dann 
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(&xi) * (Gr) * (ir) = (Gi), 


so ıst offenbar 


und folglich 


Mit anderen Worten: Es giebt eine mit f= {«,,} 
äquivalente Form f’= {a;,}, welche der Congruenz 
(54) und somit sämmtlichen Congruenzen 


(55) (ar) = (Air) (mod. 2%), (ar) = (mir) (mod. pi), -- 
Genüge leistet. Jede solche Form aus der Classe von 


f= |.) 
wollen wir hinfort einen Hauptrepräsentanten dieser 
Classe (mod. N) nennen; die Formen zur Rechten der Con- 
gruenzen (DD) sollen entsprechend Hauptreste von f nach 
den zugehörigen Moduln genannt werden. Bestehen die Con- 
gruenzen (D5) nach den angedeuteten hinreichend hohen Po- 
tenzen als Moduln, so gelten sie auch nach den kleineren 
Potenzen; es genügt für unsere Zwecke, hinfort die Exponenten 
Wu >1+%-ıß), t>un-ı(p) 

u.s. w., das heisst N durch 20, 0, --- 0%,—ı theilbar anzu- 
nehmen, eine Annahme, die gewiss erfüllt ist, so oft wir N 
durch 2A theilbar voraussetzen, unter A die Determinante von 
f verstanden. 

8. Hier müssen wir zunächst einen Hilfssatz entwickeln, 
der sogleich und auch später Verwendung finden wird. Sei 
g eine Primzahl und |a;, | eine Determinante mit »? beliebigen 
ganzzahligen Elementen; wir behalten für die Zeichen d,, On, 
On, Ym ihre frühere Bedeutung bei, setzen auch > v„_ı vor- 
aus. Betrachten wir dann die Determinante |a;,|, 
deren Elemente denjenigen der ersteren Determi- 
nante (mod. g’) congruent sind: 

u 7 

Wird diese Determinante 


u + ng | 
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nach den Potenzen von g* entwickelt, so entsteht offenbar ein 
Ausdruck von folgender Gestalt: 


{ &ı Ag 


Roy Aoo 
ee et 


Uni Ina’ ' 
(56) 


&ı Ka Ya 


[37 


digg allen 


+... 1 + ete. 


Ü&. [AN 
- get. 21 22 
\ Onı na Anz’ 


Die Determinanten aber, welche in g° multiplieirt sind, lassen 
sich als homogene lineare Funktionen von Unterdeterminanten 
n — 1‘ Grades von |a;, | darstellen, sind mithin sämmtlich 
theilbar durch qg%—-2, die Glieder also, welche g* enthalten, 
durch g’+%—2. Gleicherweise werden die Glieder, welche 9° 
enthalten, durch g?'t+%—3 theilbar sein und folglich, weil 


Ex Uni >= UÜn—2 ARE = n—9 = ER 
De 


ist, auch durch 9t+%-2, u.s.w. Man erhält also die 
Congruenz: 
(57) la,|= |a,| (mod. r%-2), 
wenn t> v._ı Ist. 

Dieses Resultat gilt für die Primzahl g=2 so gut, wie 
für ungerade Primzahlen 9. Nehmen wir aber an, die 
beiden Determinanten seien symmetrisch, d.h. 


also 


Ay: = Qizr; Ri = Üiyy 


so können wir das Resultat, welches dem Falleqg =2 
entspricht, noch genauer formuliren. In dem Ausdrucke 
(56) werden dann die Glieder, welche 2°' enthalten, wenn 
Be, ist, durch 2. Tn—2 also jedenfalls auch durch 
BE 9'F%n—2 theilbar sein, und dasselbe gilt von den Gliedern 
mit den höheren Potenzen von 2. In den Gliedern aber, 
welche 2° enthalten, werden diejenigen Theile der entwickelten 


Determinanten, welche in unsymmetrische Unterdetermi- 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 29 


a A oe, 





450 Sechstes Capitel. 


nanten von |a;,| multiplieirt sind, wie leieht zu übersehen, 
jetzt doppelt auftreten und somit alle Theile der entwickelten 
Determinanten durch o,_.ı: 2°-2, also die Glieder, welche 2% 
enthalten, durch 6,_ı: 9'7%n—2 theilbar sein. Die Congruenz 
(57) nimmt demnach unter der gegenwärtigen Annahme die 


neue Gestalt an: 
(57a) 18 aut ‚(mods on De 


9. Wir setzen jetzt die Form f= 04%) als primitiv 
voraus. Wenn diese Form durch die Substitution (26) des 
vorigen Öapitels in f’ übergeht, so verwandelt sich nach dem 
in nr. 7 desselben gegebenen Satze auch f") durch die Sub- 
stitution (71) daselbst in f’") und man erhält die nachstehen- 
den Gleichungen: 





A 1 = on (de 1) 
1 2 
d, u A —e (08% 12) 
/ 1 U 
(88) Fu Ay2s 123 — 09) “ 67,123) 
2 
1 en & 
d : AR 12...n—1 ge n 1a 
N—2 


zugleich ist einleuchtend, dass die Zahlen 


welche in 0% als Werthe der Unbestimmten auftreten, keinen 
gemeinsamen Theiler haben können, da die Determinante 


rer; 
welche eine lineare homogene Funktion derselben ist, zugleich 
mit der Determinante |g;,| den Werth 1 hat (siehe Cap. 1, 
Formel (14a). Wir werden demnach sagen, dass die 
Zahlen zur Linken der Gleichungen (58) gleichzeitig 
eigentlich durch die Formen 0%, 9%, ... 0%”=-U darge- 
stellt werden. Zur Abkürzung setzen wir allgemein 


1 


(99) ; Are 12-.:m = Om’ TR 





d 


m—1 


und fügen den so definirten na — 1 ganzen Zahlen fi’, fa, fa —ı 
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noch die beiden hinzu: 
(59) fe ls i.. 

In jedem Hauptrepräsentanten f’ von f (mod. N) 
sind die Zahlen f„ prim gegen N, wenn wir N theil- 
bar durch 2A voraussetzen. | 

Denn, ist zuerst p’ eine der ungeraden Primzahlpotenzen 
von N, so genügt f’ der Congruenz (25), aus welcher sich, da 
t> m -ı > %m—ı gedacht wird, mittels des vorher entwickelten 
Hilfssatzes die folgende: 


a RR mr & Pu Aue a„m—1) (mod. pt tOm—2) 


ergiebt. Setzt man 
| Am—ı = Pm—1 - Om, 
so folgt weiter 


Om: Omfm EZ a. a - » - am U (mod. p7m-1) 
also auch (mod. p), woraus man erkennt, dass /„ prim ist 
gegen p. — Das gleiche gilt für die anderen ungeraden Prim- 
faktoren von N. | 
Aus der CGongruenz (47) aber folgt nach dem Hilfssatze, 


wenn 


m=h th !O<h<a) 
gedacht wird, mit Rücksicht darauf, dass sich aus den Glei- 
chungen (41) und (42) 
HK, k vg, + #; ; Ug, + Eur + %ü—1 N Vg,_9 + hvs;_, SIT mM—1 
ergiebt, 
no, 2m 1% (mod. 0.1 ern) 
wo U eine ungerade Zahl ist; und hieraus weiter, wenn jetzt 
Am_ı = m—i. 0, gesetzt wird, 
Im’ Gmfn Z 6m: U (mod. m _ı 2m), 
man findet demnach, da 


u > 1 Fwar>l mi 


gedacht wird, | 
Om fm = U (mod. 2) 


"Ui f„ ungerade — Hiernach ist /„ in der That prim 
gegen N. 
29* 


eh re, 
ı : 
k 
1 


Man kann aber den Hauptrepräsentanten 
f (mod. N) 
auch so wählen, dass in der Reihe der Zahlen f„ je 
zwei benachbarte relativ prim sind. Gesetzt nämlich, 
bei f’ sei dies noch nicht der Fall, z. B. sei f„+ı nicht prim 
gegen fm, So setze man 
| Ri —F u< G7 
wo F” denjenigen Theil von f’ bezeichnet, welcher nur die 
ersten m + 1 Veränderlichen enthält. Wenn man dann auf 
f eine Substitution (t;,) mit dem Modulus 1 anwendet, welche 
nur diese Veränderlichen in ebenso viel andere verwandelt, so 
seht f’ in eine äquivalente Form 
= F'+G" 
über, unter F'” die Transformirte von F’ verstanden, sodass 


die Determinanten von F’ und F” übereinstimmen. Da nun 
offenbar 6„-+1 dm" fm-+ı gleich der Determinante von F”, 





452 Sechstes Capitel. 


ee as 

gleich derjenigen von F’” ist, findet sich zunächst 
RS 

und aus gleicher Ueberlegung finden sich auch 


Im+2 — Im+2, fm+3 — Im+3; ° 


Unter der Substitution (f;,) darf aber eine solche ver- 
standen werden, durch welche die Form F’ in einen ihrer 
Hauptrepräsentanten mod. (6„-+1 N fn--ı) übergeht; folglich 


dürfen 
„ „ „ 
Ivy Ja ner fm 


prim gegen 6.+1N fm-+ı, insbesondere also f„ prim gegen 
h ig et —— r m 

vorausgesetzt werden. Im allgemeinen braucht freilich die 
Form f” dann kein Hauptrepräsentant von f (mod. N) mehr 
zu sein. Indessen lässt sich, da N und f„-+ı relativ prim 
sind, ähnlich wie in nr. 7 eine, nur die ersten m +1 Ver- 
änderlichen verwandelnde Substitution (“;,) mit dem Modulus 
1 so wählen, dass gleichzeitig 
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(%r) = (bir) (mod. fm +1) 


und 
OO 
wel?!) (mod m 
00:7] 


wird; entsteht durch diese Substitution aus = F’-+ @’ die 
Form 


9y=VUb+N, 


so leuchtet ein, dass einerseits wieder 


i Pm-+ı = met = Bes 
sowie 
Pm+2 = Im+2, Pm+3 = fm+3 °*' 
sein werden; andererseits folgt 
o=f’ (mod. N) 
d.h. p ist ein Hauptrepräsentant von f (mod. N) und daher 
Pm prim gegen N; ebenso aber 


9=f” (mod. fm+1) 
Ym = fm (mod. fm +1). 


Da nun f„ prim ist gegen 


und folglich auch 


Dre = fm-+1 — OPm-+1; 

so folgt endlich auch 9„ prim gegen pn-L1- 

Auf solche Weise verwandelt man den Hauptrepräsentanten 
f (mod. N) in einen andern, in welchem die Zahlen f„, fm-+ı 
durch entsprechende relativ prime ersetzt sind, ohne dass die 
Zahlen mit einem grösseren Index als m dabei eine Aenderung 
erleiden. Und indem man in solcher Weise, von der letzten 
der Grössen f„ ausgehend, den Repräsentanten, wenn nöthig, 
durch einen geeigneten anderen ersetzt, gelangt man schliess- 
lich zu folgendem >atze: 

Wird N theilbar durch 2A gedacht, so giebt es 
in der Classe von f einen Hauptrepräsentanten f’ 
(mod. N), für welchen jede der Zahlen 


(60) fo fo fe fan, Fu 


De Di; 
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nicht nur zu N, sondern auch zu den ihr benachbarten 
Zahlen prim ist. 

Einen solchen Hauptrepräsentanten bezeichnet Smith*) 
als eine kanonische, Minkowski als eine charakte- 
ristische Form der Classe von f; wir ziehen letztere Be- 
zeichnung vor, weil solche Form dazu dienen wird, die Ge- 
schlechtscharaktere der Classe zu bestimmen, und wir nennen 
aus gleichem Grunde die Zahlen (60) ein für die Form f 
oder f’ charakteristisches System von Zahlen, ein 
Ausdruck, dessen wiederum schon Smith sich bedient hat. 


10. Wir wenden uns nun dazu, die Geschlechts- 
charaktere einer Form zu ermitteln. Man kann sich zu 
diesem Zwecke, wie wir in der Theorie der ternären Formen 
gethan haben, der Grundformel bedienen, nach welcher 


f(&g) i f(%) > [x f"(%e) 5 %f”(Ye) = a Tr f"Yyo) 
— FOR Yo — %oyYe) 
ist. Bildet man diese Gleichung nämlich für irgend eine der 


primitiven Begleitformen von f, z. B. für 6, und nennt 62) 
die zweite Begleitform der letzteren, so wird 


(61) Ela.) 0 yo) — TO HyE) +3 En May, JP 
— 0m) (Yo — %o HN 

Der grösste gemeinsame Theiler aller Coefficienten von 0%? 
ist aber die Invariante 0„**). Andererseits können durch 0% 
Zahlen oder doch das Doppelte solcher Zahlen dargestellt 
werden, welche prim sind gegen 0„. DBezeichnet man daher 
mit 9, irgend einen ungeraden Primfaktor von o„ und wählt 
die x, und y, auf alle Weisen so, dass 6%) (x,), 6”(y,) prim 
wird gegen p„, so lehrt die Gleichung (61) sogleich, dass alle 
diese Werthe von 0) (mod. p,„) gleichen quadratischen Cha- 


(m) 
rakter, das Zeichen ( 
lichen Werth hat. Mithin kommt der Form 0% und damit 





) also einen bestimmten, unveränder- 


*) Smith, sur la reprösentation des nombres par une somme de 
cing carres, in Me&m. pres. p. div. Sav. Etrangers etc. t. 29. 

”*) 5, Smith a. a. O. Die Richtigkeit der Behauptung lässt sich 
mittels der unten benutzten Congruenzbetrachtungen bestätigen. 
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auch der Form f ein bestimmter, durch diesen Werth 
bezeichneter quadratischer Charakter (mod. 9,) zu. 
Indem man diese Öharaktere für die sämmtlichen primi- 


tiven Begleitformen 0%, 6@, ...0%-0 der Form f mit Bezug 
auf die sämmtlichen ungeraden Primfaktoren der bezüglichen 
Invarianten 0,, 05, 0,—, aufstellt, erhält man das System 


der Hauptcharaktere (Smith) der Form f. Zu ihnen treten 
aber, analog wie bei den binären und ternären Formen, im 
allgemeinen noch andere hinzu, welche sich auf den Divisor 2 
oder Potenzen desselben beziehen. Diese letzteren würden 
sich nur schwer aus der allgemeinen Grundformel entwickeln 
lassen und wir greifen daher auf die im Vorhergehenden ab- 
geleiteten Congruenzbeziehungen, insbesondere auf die charak- 
teristische Form zurück. 

‚Wir benutzen zuerst die Formel (25), um das soeben aus 
der Grundformel Gewonnene wieder zu finden. — Wird unter 
Pm eine beliebige der Primzahlen verstanden, welche in o, 
aufgehen, so ist die zugehörige Zahl o®,, von Null verschieden 
und wir erhalten, wenn f’ irgend eine charakteristische Form 
der Classe von f (mod. N) und N eine durch 24 theilbare 
Zahl bezeichnet, 


a 0 el) 0 
0 pm.’ ... 0 0 
Ve (mod. pm), 
(O0) a a u 
00 ee) 0 


während %, > v„n_ı ist. Die Unterdeterminante m!" Grades 
von f‘, welche die ersten m Zeilen und Spalten enthält, wird 
hiernach und in Folge des Hilfssatzes mit Bezug auf den 
Modulus p?m+°m—2 congruent sein mit 


Ppm—1 Fr am—1) 

woraus, wenn man dn—ı = pym—1: 01 setzt, die Congruenz 
E4 NER 7 N, 

(62) On Onlm ER aM 1) (mod. pm) 


hervorgeht. Jede andere Unterdeterminante m" Grades ent- 
hält aber mindestens eine Reihe mit grösserem Index als m, 
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ist also die Summe der Produkte aus den durch 9?» theil- 
baren Gliedern dieser Reihe in Unterdeterminanten m — 1 
Grades, mithin theilbar durch p’mt°m—2. Sonach findet sich 
für alle ganzzahligen Werthe der Unbestimmten 


f m = pm—1 :& a Bee am —1)) ä 2 (mod. pm tm —2) 
und daraus 
Hm) — fm: x (mod. p®m),. 


M 


Also erhält 0° nur dann einen durch 9„ nicht theilbaren 
Werth, wenn man x durch p,„ nicht theilbar wählt, und für 
alle so entstehenden Werthe von 9’ findet sich 


9) -(=%) 
Pm Pm I 
Aber die Formen 0% und 0° sind einander äquivalent und 


stellen daher auch dieselben Zahlen dar; daher überträgt sich 


' m) 
der constante Werth von _ sogleich auf das Symbol 


m 








(m) 
(= N) Der voraufgehenden Gleichung zufolge ist er mit dem 


Werthe, welchen das Symbol es für irgend eine charak- 


teristische Form der Classe von f besitzt, zugleich bestimmt. 
Wir nennen deshalb den Werth dieses Symbols 


Fin 
(63) (3) 
einen Oharakter der Form f, allgemeiner ihrer (lasse. 


11. Um auch die supplementären Charaktere der 
Form f, d. i. diejenigen Charaktere festzustellen, die sich auf 
den Divisor 2 resp. seine Potenzen beziehen, müssen wir an- 
knüpfen an die Congruenz (47), nach welcher 


(64) f'=9p (mod. 2°) 


gesetzt werden darf, wo 


Le % 
(64a) p -) 1. D, + 2-1 > a0 &02 
»—1 s=1 


oder 
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x=1 
(64b) er 
gi 
+ 29-1. Daun E92 + 2UNENEO + 209802), 
Bl 


jenachdem die Form ©, erster oder zweiter Art ist. Nun 
kann jede Zahl m der Reihe 1,2,3,---» — 1 nur entweder 
einer der Zahlen 9,,9,,:'-®2-ı gleich oder zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden der Zahlen 9), 9%, %s,::'®, enthalten 
sein; setzen wir demnach 


m = Mi == h, 


indem wir unter h eine der Zahlen 0, 1,2..-%;— 1 verstehen, 
und untersuchen die Unterdeterminanten m‘® Grades von f”. 
Enthielte eine solche mindestens eine Reihe, deren Index > ®; 
ist, so wäre sie als Summe der Produkte der Glieder dieser 
Reihe in Unterdeterminanten m — 1 Grades nach (47) theil- 
bar durch 


vg. ee 
2 ge On—1 2 % es 


Jede Unterdeterminante m'" Grades von f’ aber, welche nur 
Reihen enthält, deren Indices <®; sind, ist dem Hilfssatze 
(nr. 8) zufolge der entsprechenden Unterdeterminante von @ 


ae ars, 


congruent. Hiernach findet sich für die m‘ Begleitformen 
von f und & folgende Congruenz: 


(65) fo) = gm (mod. n_ı. 2 m2), 


Da aber v5, > v„ also 2%: durch ER 2°” und daher 


Er w 
Om—1° 2 ä durch Omi" 2 4 OGm-+1 . 


theilbar ist, müssen die ÜCoefficienten von 9), wie es die- 
jenigen von f’®) sind, sämmtlich durch 2°”-1 theilbar sein 
und die Öongruenz nimmt, wenn man wieder 


Am—ı em Dem —ı 2 Om 
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setzt, folgende Gestalt an: 





(in) 
7 \ ' AN —— p Ku N 
(66) 05 2 ie) u) ru, 9m —1 (mod. 2 : ). 


Ist insbesondere m—=%;_ı also o,„—=1, so ist die- 
jenige Unterdeterminante m" Grades von , welche aus den 
ersten m Zeilen und Spalten besteht, gleich 

eg! 


Il», 


al 


wenn man unter (®,) die Determinante der Form ®, versteht, 
sıe ist also, getheilt durch 2% 1, eine gewisse ungerade 
Zahl. Jede andere Unterdeterminante m‘ Grades von g ent- 


hält mindestens eine Reihe, deren Glieder durch 2°%—1 theil- 
bar sind, und ist deshalb theilbar durch 


GIEN Om —2 
2 4 5 - OGm—1 2 5) 


ja sogar durch 
nn Om—2 1077) Im—1 
De On—1 2 On-+1 — .2 )) 


wenn für @ die Formel (64a) gilt, also 0,1, =1 ist. Im 
entgegengesetzten Falle wird für die symmetrischen Unter- 
determinanten dasselbe gelten, da sie theilbar sind durch _ 


GIER Im— 2 
> y 2 - 4 ARE | 2 ; 


weil aber die unsymmetrischen in. 9”) doppelt genommen 
vorkommen, findet sich offenbar aus (66), 
wenn m—=%;_ı ist, für alle ganzzahligen Werthe 
der Unbestimmten die besondere Öongruenz: 
V—1 
(67) Om: 0m —/ [ (BD, 22 (mod. 200) 
x—=1 
Demzufolge kann die Form 9° nur dann ungerade Werthe 
erhalten, wenn man x ungerade wählt, und man ersieht sofort, 
dass alle ungeraden Werthe dieser Form 


wenn um > 2 ist, der Öongruenz 


i—1 


0% 0) (®,) (mod. 4), | 


„1 
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wenn u, > 5 Ist, der Congruenz 
i—1 


m: 0 =], (®,) (mod. 8) 


»—1 
Genüge leisten. 


Ist also m =#%;_, und un > 2, so kommt der Kor 0m) 


und somit auch der äquivalenten Form 6% ein bestimmter 
(m) 
B: 2388 


Charakter (mod. 4) zu, insofern der Ausdruck (— 1) ? für 
alle ungeraden durch 0) darstellbaren Zahlen den gleichen 
Werth hat. — Ist u> 3, so gilt ausserdem dasselbe (mod. 8)) 


insofern auch der Werth des Symbols (m) für alle unge- 


raden durch 0@) darstellbaren Zahlen unveränderlich ist. Diesen 
Werth eines jeden der angegebenen Ausdrücke be- 
zeichnen wir wieder als einen Charakter der Form f. 


Offenbar ist 


i—1 
Om’ fm = | (Bay (mod, 2er), 
»—1 
und demnach kann man den supplementären Charakter, 
welchen die Form f in den angegebenen Fällen nach 
den Moduln 4 oder 8 besitzt, durch den Werth kenn- 
zeichnen, welchen das RR 


#1 


für irgend eine charakteristische Form f’ der Glasse 
von f besitzt. 

12. Wenn u„ <2 ist, kommt im allgemeinen der Form 
9°). oder 8%) kein quadratischer Charakter der durch sie dar- 
gestellten Zahlen mit Bezug auf 4 oder 8 zu. Untersuchen 
wir aber noch die in nr. 6 hervorgehobenen zwei letzten An- 
nahmen. 

Sei also zuerst 


Um — B, Um—1 > 2, Um-+i1 33 2. 
Diese Annahme bedingt, dass gleichzeitig 
m—l1=9.,m=9_1, m—=l,m+1=%:; 


und p von folgender Form ist: 


460 Sechstes Capitel. 


8 
PD) 2-19, + 2-2. u 4 292. du’fi® 
»—1 
Da hiernach, wenn @&1+1>1 ist — was nach 5) nr. 6 jeden- 
falls zutrifft, sobald ®,ı, erster Art ist — 


vg, = VI, , 4 99; > Um — 2, 
folglich wegen 6,11 =1 
„+? 


® ER w, 0 a—1 
Gm_1-2 11% durch 4.05.12 0 Dorn 


theilbar ist, erschliesst man aus der Congruenz (65) hier die 


folgende: 


(m) 
(68) 2 7:05: Om 





(mod. 4 - 2") d. i. (mod. 8). 


om —1 


Ist aber ®,,, zweiter Art und zugleich &,+1ı=1, so wird, 
wenn 


v—=9+ MER D;11 


gesetzt wird, wegen vs,,, > vs, analog mit (68) diese Con- 
gruenz: 





In m — — (mod. 8) 
hervorgehen, und ähnlich wie bei (67) überzeugt man sich, 
dass dann wenigstens für alle ganzzahligen Werthe der Unbe- 
stimmten die Congruenz (68) erfüllt ist. Mit Rücksicht dar- 
auf, dass, wenn ®;_, erster Art ist, &,_-ı > 1 sein muss, 
folgt daraus ebenfalls für alle ganzzahligen Werthe der Unbe- 


stimmten die Congruenz: 


i—2 i—2 
(69. 2.0u,..0.09 =, | (B,) «0° + | | (®,) - 2«’x’? (mod. 8). 
“ll #=1 


Daher erhält 06° nur dann ungerade Werthe, wenn x un- 
gerade gewählt wird, während x’ beliebig gerade oder unge- 
rade gewählt werden darf. Hieraus ergiebt sich leicht, dass 
der Ausdruck zur Rechten, so oft die Zahlen 


(70) T] (D,)-« und TI (8,) 


congruent sind oder, was dasselbe sagt, so oft ihr Produkt 
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congruent 1 ist (mod. 4), entweder nur Zahlen von den Formen 
Sn» + 1,5 oder nur Zahlen von den Formen 8» + 5,7 an- 
nehmen kann, im entgegengesetzten Falle entweder nur Zahlen 
von den Formen 8%» + 3,5 oder nur solche von den Formen 
8» + 1,7; mit anderen Worten: im ersteren Falle hat das 


Symbol 
1 P 
— (d,y0 (m) __ 1) 2 
(m) 
und folglich auch dieses: 


1 


(m) 2 
nn La j ) ’ 


im zweiten Falle das Symbol a) und folglich auch das 


g’ (m) 


m 


2 
(; ' m) 


einen unveränderlichen Werth. 


andere: 


Nun kommt aber dem Vorigen zufolge den Formen 
0 m—1) und Q’m-H1) 
ein Charakter (mod. 4) zu, dem entsprechend die beiden Con- 
gruenzen 


i—2 i—2 


Omi M er ==: | (®,), Om-+i ; fa > al (®,) 00 


Ki — 


(mod. 4) 
bestehen, und den letzteren gemäss ist das Produkt der beiden 
Zahlen (70) congruent mit 
Omi ÖOm-+i : m m 
oder, da man leicht 


(71) 0 Om+1 Om. Om 
findet, wenn 
(72) mM. Eon 


gesetzt wird, congruent mit 
Em Im +1 (mod. 4). 


Indem man noch der Form 0° die äquivalente Form 0 
substituirt, gelangt man schliesslich zu folgendem Resultate: 
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Unter der gemachten Annahme kommt der Form 0) 
ein bestimmter quadratischer Oharakter zu, indem, 
wenn 


Em fm—ı e eh Sr B) (mod. 4) 
ist, das Symbol ea) 
wenn 


En Fe r Rs = 1 (mod. 4) 


1 . 
6W)-1) /2 
ist, das Symbol (— 1)? (ei 


für alle ungeraden Werthe von 89 den gleichen Werth 
hat._Man darf, da o,=1 ist, diese Charaktere durch 
die Werthe kennzeichnen, welche das erste resp. 
zweite der Symbole 


1 ’ 
2 — fm) [2 
(> ee 
für irgend eine charakteristische Form f’ der Ülasse 
von f besitzt. 
Dei zweitens m —=0, zugleich aber 
Um—1 = 2, Um-+1 = 2 und Om = 1: 
dann muss nach 6) nr. 6 m = %_ı +1 sein und @ folgende 
Gestalt haben: 
i—1 
@ => 9-1 o, al H—ı1 i («&? al a’E’?2), 
»—1 
woraus 6, +1 = 1 hervorgeht. Der Modulus der Congruenz 
(65) lässt sich also schreiben: 


w, 9) + — w +on—1 
a, Rs es m+1T'm—1 > m--1T m 


und folglich ergiebt sich aus derselben, so oft &»+1ı>1 ist, 
was jedenfalls zutrifft, sobald ®,ı, erster Art ist, die folgende: 


(m) 
h SO. = ae, 
(73) (m. 0m — Be; (mod. 4) 
oder nach der Gestalt von g: 
—1 i—1 
(7) m |] (o):« + | | (0): «a? (mod. 4). 
=1 »—1 
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Ist ®;,ı zweiter Art und zugleich &,+1ı= 1, so findet 
sich zunächst, wie im vorigen Falle, wenn man 


d=p r > P; +1 
setzt, jedenfalls die Gongruenz 





y”) 
Om .g’m) — ) (mod. 4). 
D) Mu——N: 
Da nun aber jede Unterdeterminante m‘®" Grades von %, welche 
wenigstens eine zu ®;ı, gehörige Reihe enthält, wenn sie 
symmetrisch ist, und jede unsymmetrische doppelt genommen, 
wie sie in der vorigen Öongruenz vorkommt, auch nach Division 
RE 
mit 2% 1 noch durch 4 theilbar sein muss, wird 
(m) 


RS 
En = e Er (mod. 4) 
3 20 








und somit die Congruenz (74) wenigstens für alle ganzzahligen 
Werthe der Unbestimmten wieder erfüllt. Ihr zufolge wird 
aber 8°) einen quadratischen Charakter (mod. 4) haben oder 
nicht haben, jenachdem das Produkt der beiden Zahlen 


(15) IK2 % IIK2 H 


3) 


congruent 1 oder 3 ist (mod. 4), und man erschliesst also, 
ganz wie im vorigen Falle, den Satz: Jenachdem 


emfm—ılmrı = 1 oder 3 ist (mod. 4), 


kommt der Form 6% ein quadratischer Charakter 


(mod. 4) zu oder nicht; im ersteren Falle hat also das 
or) _1 


Symbol (-1) ? einen für alle ungeraden Werthe 

von 8 unveränderlichen Werth, der mit dem Werthe 
Im! 

des Symbols (—-1) ?2 zugleich bestimmt ist. 

13. Noch erübrigt, den Fall zu untersuchen, in 
welchem m eine der Zahlen zwischen 9,_ı und 9, und 
Um=2ist. ®; ist dann von der zweiten Art und wir er- 
halten die Congruenz 


en oda), 
wo 
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i—1 
9-2 2%.0, 
»—=1 
1 
8 


2 T 
a kg D2 (20, Pa ET ni *) 
sl 


ist; zur grösseren Anschaulichkeit schreiben wir 





v. vg. 
1.2, 2-1. %, 
®%. vg. 
1 al “ r —i 
2 f = U;, » F E: 20, 
v9, 99, 
—1 N : 
2 ; 2 205, 2 5 W, 
1 [L.. 9-1 
I, : U,, : 20, ER 





indem wir durch das kleine Quadrat diejenigen Glieder um- 
fassen, welche den Formen ®,, ®,, :-: ®;_ı angehören. Wir 
wollen hier zwei Zeilen oder zwei Spalten, welche durch das- 
selbe der viergliedrigen Quadrate hindurchgehen, ein Paar 
zusammengehöriger Zeilen resp. Spalten nennen. Nun ist 


Mm = V;—_1 — 2 er Y; 
und folglich gilt die Congruenz (66) d. i. die folgende 


(m) 
(76) On m 





Een (mod. 4). 
2 

Eine Unterdeterminante m'® Grades von g enthält aber 
mindestens 2h Zeilen oder Spalten, welche ®, angehören. 
Enthält sie, was sicher der Fall ist, wenn sie unsymmetrisch 
in Bezug auf die ersten 9;_ı Reihen gebildet ist, mehr als 
2h soleher Zeilen oder Spalten, so ist sie nach Division mit 
2°=—1 mindestens noch durch 


De re ER ve ee 


also durch 2 theilbar; ist sie unsymmetrisch, so kommt sie 
zur Rechten von (76) doppelt genommen vor, kann also, wo 
es sich nur um ganze Werthe der Unbestimmten handelt, 
unterdrückt werden; ist sie symmetrisch, enthält aber nicht 
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lauter Paare zusammengehöriger Reihen, so wird sie nach 


Division mit 2°”—1 sogar noch durch 2- 2"%—1 also durch 
4 theilbar sein und unterdrückt werden können; enthält sie 
aber lauter Paare zusammengehöriger Reihen, so enthält sie 
mindestens 2b +2 Reihen aus ®,;, und kann weggelassen 
werden, da sie nach Division mit 9°m—1 noch durch 2-1" "H-1 
also durch 4 aufgeht. Enthält dagegen die Unterdeterminante 
nur 2h Reihen aus ®;, darunter jedoch nur 2h’, welche Paare 
zusammengehöriger Reihen sind, so enthält sie mindestens zwei 
nicht zusammengehörige Reihen und wird, wenn sie symmetrisch 
ist, nach Division mit 2°”! noch durch 4 theilbar also weg- 
zulassen sein. Man denke sich also auf alle 


1 1 1 
u 


(== — 000000000 


Tm2T,5R 
mögliche Arten Ah Paare zusammengehöriger Reihen aus 8, 
ausgewählt und beachte, dass 


20.2, - A? = — 1 (mod. 4) 


ist, so wird aus (76) für alle ganzzahligen Werthe der Unbe- 
stimmten folgende Congruenz hervorgehen: 
i—i 


7) ee Io) ++ ++ 


al 
(mod. 4), 
in welcher wir durch die Punkte zur Rechten eine Reihe 
doppelter Produkte zweier Unbestimmten mit ungeraden 
Coeffiecienten andeuten. 
Z. B. fände man für = 4Aundh=]!: 
ei 
[RE Ja) B—— =, | (8,) [2% + 25 +2 WU (2504 + LurRz5)] 
“——=T 
(mod. 4). 


Hieraus geht aber hervor, dass im gegenwärtigen 
Falle der Form 9’®% kein quadratischer Charakter 
(mod. 4) zukommt*); denn, damit z. B. in dem besonderen 


*), Dies ist Smith's Darstellung der Sache entgegen zu halten (s. 
art. 6 seiner Arbeit). 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 30 
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letzten Falle 6°@ ungerade wird, muss eine der Zahlen x,,, 
%, gerade, die andere ungerade sein, und dann lässt d, - 0°), 
jenachdem man 23% # %4%ss gerade oder ungerade wählt, 
einen oder den andern der Reste + 1 (mod. 4); also gestattet 
0°”) Zahlen beider Restformen 4» -—- 1 die Darstellung. 
Aber es zeigt sich hier ein anderer Gesichtspunkt, 
von dem aus man der Form 0’°® auch in diesem Falle 
einen quadratischen Charakter beilegen kann. Be- 
zeichnet man nämlich mit o.d„-ı(f„) oder vielmehr, da hier 
6,1 ist, mit du-ı (fm) jede der symmetrischen oder 
Hauptunterdeterminanten m'® Grades von f’, so zeigt 
die Congruenz (77), dass für alle diejenigen von ihnen, 
bei welchen (f„) ungerade ist, (f„) den gleichen qua- 
dratischen Charakter (mod. 4) hat, der durch denjenigen 
i—1 j 


des Produktes Il» bestimmt wird. Da fi zu 2A prim 


Ben 
also eine dieser Zahlen ist, so kann der Werth, welchen 
i r 


das Symbol (— 1)? hat, den gedachten quadra- 
tischen Charakter kennzeichnen. Es ist einleuchtend, 
dass auch in den früheren Fällen dieser neue Gesichts- 
punkt zur Bestimmung des quadratischen Charakters 
der Form f’ angewandt werden kann und mit dem 
erstgewählten sich vollkommen deckt, da die bezeich- 
neten Zahlen (f„) sämmtlich Werthe sind, welche durch die 
Form 0°) eigentlich dargestellt werden können. Von diesem 
andern Gesichtspunkte aus hat im Unterschiede von Smith, 
dem wir bisher gefolst sind, Minkowski die Geschlechtsein- 
theilung der Formen entwickelt. Da er, wie man aus dem 
letzten Falle ersieht, erschöpfender ist als der erste, werden 
wir hinfort gleichfalls von demselben ausgehen. Aber, wäh- 
rend in den übrigen Fällen die Charakterisirung — auf die 
eine wie die andere Art — völlig unabhängig war von der 
beliebigen Wahl der charakteristischen Form f’, die man der 
Betrachtung zu Grunde legt, bleibt dies offenbar im letzten 
Falle noch erst zu erweisen. 

Denkt man sich also statt f” irgend eine andere charakte- 
ristische Form ausgewählt, so wird nachzuweisen sein, dass 
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i—1 
das Produkt | } (®,), welches in (77) auftritt, dadurch 
”—1 
(mod. 4) keine Aenderung erleidet. Hierzu bemerke man vor 
allem, dass durch die veränderte Wahl von f’ die mit p be- 
zeichnete Form nur insofern eine Aenderung erleidet, als die 
Goefficienten der einzelnen Formen ©, andere werden; bei 


‘—1 
der Bestimmung des Produktes | | (®,) (mod. 4) wird aber 
al 
solche Aenderung bezüglich derjenigen Formen ®,, welche 
zweiter Art sind, ohne Einfluss sein, da die Determinante einer 
solehen immer einen bestimmten der beiden Werthe +1 
oder — 1 (mod. 4) hat. Es wird also genügen, ein Produkt 


h—1 
[ (®,) unter der Voraussetzung zu betrachten, dass ®,_ı 
1 
eine Form der ersten, ®, eine Form der zweiten Art ist. 
Dann ist aber für m = 9,_ı (nach nr. 6) un > 2; nach nr. 11 
kommt daher der Form 0° ein besonderer Charakter (mod. 4) 
zu, und da der Werth 0,0% für jede Wahl der charakte- 
ristischen Form dem entsprechenden Produkte 

h—1 

I [k&) (oa. 4 

»—1 
congruent ist, hat auch das letztere einen, von jener Wahl 
unabhängigen quadratischen Charakter (mod. 4)*). 


14. Lässt man nun m die Werthe 
Be, + 2, "—ı + 4, Be 7 


durchlaufen, so wird den entsprechenden Formen 9°) dem 
Bewiesenen zufolge ein Charakter 


i r 
5 (md 


ee 


zukommen, zu dessen Bestimmung die Congruenzen 





*) Bezüglich der Supplementarcharaktere ist zu beachten, dass, 
wie unsere Herleitung zeigt, die zu ihrer Bestimmung dienende Form 
f nicht durchaus eine charakteristische Form der (lasse, sondern 
allgemeiner nur ein Hauptrepräsentant derselben zu sein braucht. 

30* 
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für m =9;_;: \ 
| 

On = [ [0 
für m = PO 2h: 

„mal. lo, re 
für m = ®;: S 

i 1 
ee IE = IE 


dienen. Ihnen entsprechend findet sich für die genannten 
Werthe von m < #9; — 2 die Beziehung 


On Feng Omte s Fa (mod. 4), 
der man nach (71) die Form 
(78) fm fm+2 Z — Em+ı (mod. 4) 


geben kann, sodass die Gleichung 

1 ’ 1 r 1 
ae ee re Ze er 
hervorgeht. Man sieht also, dass die Charaktere, welche 
der bezeichneten Reihe von Formen zukommen, nicht 
unabhängig von einander sind; insbesondere findet sich, 
wenn man das vorige Produkt für alle angegebenen Werthe 
von m bildet, welche <®; sind, und die so entstehenden 
Formeln multiplieirt, zwischen den Charakteren, welche 


m—=d;_ı und m = 9, 


zugehören, nachstehende Beziehung: 
1 1 


1 .(D? 


— (— 12" 5 (— 13 arte 


(13. 


—1 
i—1 ) 


(19,1) 
(80) 


Ueberhaupt aber ist zu bemerken, dass die von 
uns festgestellten einzelnen Charaktere einer Form f 
nicht ganz unabhängig von einander sind, sodass sie 
nicht nach Belieben gewählt werden dürfen, sondern 
gewissen Bedingungen genügen müssen, wenn eine 
Form f der gegebenen Ordnung mit den gewählten 
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Charakteren vorhanden sein soll. Man gelangt zu diesen 
Bedingungen folgendermassen: 

Sei nach wie vor f’ eine charakteristische Form der 
Classe von f, so folgt aus der, das Zeichen f„ definirenden 
Gleichung 
(81) Aeariem 


m—1 





und aus der bekannten Determinantenbeziehung 
een R RIND. 
(82) Fe my, 12. m—2,m—1 eg 12..-m—2,m 
= a Im amt) | 
die Gleichung 
(83) Om—1° Om Im z Ges a Om—ı1 i fi ? er PERS dei 


wenn man die letztgeschriebenen beiden Unterdeterminanten, 
durch 6,_1ıd„—z resp. durch d„_.z getheilt, mit "„_ı und F 
resp. bezeichnet, oder die nachstehende Congruenz 


(84) — Om—2 0m — 16m es Tin == F'? (mod. Gr ; rer: 


Diese Congruenzbeziehung, welche die Zahlen f, 
unter sich verknüpft, bedingt damit zugleich die Ab- 
hängigkeit der Einzelcharaktere von einander. 

Setzt man m -+ 2 statt m und beachtet, dass 6, 09-41 Om-+2 
ungerade, mithin 0241 = &n+ı Ist, so oft 9n41ı = 2 ist (8. 
nr. 6), so fliesst aus der allgemeinen Congruenz (84) unter 
dieser besonderen Voraussetzung stets diese andere: 


(84a) wi ° Inels = ana em+1 (mod. 4). 

Da für die zuvor betrachteten Werthe 

mM = 1; m"; —_i -H 2, "—_ = 4, - G; —)2 

die Voraussetzung 6,1 = 2 zutreffend ist, findet sich so die 
Congruenz (78) sammt ihren Folgerungen von Neuem bewiesen 
und als besonderer Fall unter der allgemeinen Bedingung (84) 
enthalten. 

Wir verstehen unter &„ (für m = 0,1,2,--.n) diejenige 
positive oder negative Einheit, welche dasselbe Zeichen hat 
wie f„, sodass &„fm positiv ist, und folgern weiter aus (84), 
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indem wir m in m + 1 verwandeln, die Gleichung: 


w v2; 27% *n) (a) (+) 
= re 
Wir stellen dieselbe für jeden der Werthe 

m—=1,2;---n—1 


auf und multiplieiren die so entstehenden Gleichungen in ein- 
ander. Bedenkt man dabei, dass 


X = m sm 
ne 
ist, berücksichtigt die Werthe 
hd 
und dass nach dem en Reciprocitätsgesetze 


‚ 1 D D 
en } ( 2 ) AB. - y Ey (en —17 em -YdrZm—-1TdYmd 
Im 97 


und 
e Im—i | mt 
B=-@cnr Tr 


ist, so gelangt man ohne Schwierigkeit zur folgenden 
Gleichung: 























n—1 ; 
(86) (— Jen -D+Yon—1) — ERS): 
= Mm 
in welcher zur Abkürzung 
Sn —1 
En a a 1 -— m — 1)(em >, 1) 
mi m—1 
und 
| v(o,n —1) 
n—1 
Wr Dh 1) 
Be x ey (Fr — 15 1 SE —Den rd 
(88) mi were] 


n—1 


> 


M——=4 


nad) 
4 


gesetzt ist. Man kann bemerken, dass in der Potenz 
(— RT 
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nur diejenigen f„ verbleiben, für welche o„=1 ist; denn die 
Theile des Ausdrucks »(o,n — 1), in denen f„ vorkommt, 
sind 





1 ' E Ze +1 Re zu Ir —1 
Um 77 (be Tz= 1) 47 B) ( 2 ar m — E ei) 
wo nun, so oft 05, =2 ist, der erste Summande wegen des 
Faktors u„ = 0, der zweite, weil er in Folge der Congruenz 
(84a) eine gerade Zahl ist, im Exponenten der Potenz 


(— 1)von—n 

unterdrückt werden kann. 
Die Einheit (— 1)%”-% ist unabhängig von der 
Wahl der charakteristischen Form f’. Denn, da die 


Zahlen 
fo; hi; fr, nn, fa 
ungerade, also von Null verschieden sind, findet sich nach 


der Formel von Jacobi (vor. Öap. (119)) die Gleichung: 


RE TEE RE ee Fi 
9) ET SEN FE 
in welcher die X; reelle lineare Funktionen der Unbestimmten 
von f sind, und, wie man auch f’ in der Qlasse von f ge- 
wählt habe, die Anzahl der negativen Summanden zur Rechten 
gleich r ıst. Mithin sind von den Produkten 





Eye, E89," En—1En 
t gleich — 1, die übrigen gleich +1. Jenachdem nun &,_1&n 
gleich + 1 oder — 1 ist, findet sich 
lem 1) en —1)= 0 oder = (&n 1) (mod. 2) 


und daher ist 


I 7 ln-ı ee 3 ENTE nodN op 


wenn die Summe rechts auf alle m der zweiten Art bezogen 
wird; diese Summe giebt an, wie oft zur Rechten von (89) 
ein Wechsel vom Positiven zum Negativen stattfindet, ist also 


r+1 
2 





gleich . oder ‚ jenachdem r gerade oder ungerade ist. 
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Nun ist 
s 1 el 
(DD nat Dem de 
m—1 
Ind ee (mod. 2), also findet man 
(on —-N)=r+- resp. + - z . 


d. h. allgemein 
e(,n— 1) = a (mod. 2) 


und 


yon nel, 

wenn Fat wie üblich, das grösste in - enthaltene Ganze 
bezeichnet. 

Angenommen nun, für die Form f seien die sämmtlichen 
Un <2 d.h. die sämmtlichen o-Invarianten gleich 1, die 
o-Invarianten ungerade oder das Doppelte ungerader Zahlen, 
so wird zwar der Form f dem Obigen gemäss kein einzelner 
Charakter nach einem der Moduln 4 oder 8 zukommen. 
Aber aus der Gleichung (86) geht hervor, dass (— 1)Y@r = 
in diesem Falle einen Werth hat, welcher von der Wahl der 
charakteristischen Form unabhängig ist, und aus diesem Grunde 
nennt Smith diese Einheit einen, in dem angegebenen 
Falle der Form f und ihren primitiven Begleitformen 
zukommenden Simultancharakter. | 

Die im Vorigen gewonnenen Ergebnisse genügen für die 
Folge und so übergehen wir hier weitere Folgerungen, welche 
aus der Congruenzbeziehung (84) für andere besondere Fälle 
fliessen (s. darüber die Arbeiten von Smith und Minkowski). 


15. Fassen wir aber die Untersuchungen der letzten 
Nummern zusammen, so ergiebt sich folgendes: Jeder Form f 
kommt eine gewisse (endliche) Anzahl quadratischer Charaktere 
zu; bildet man nämlich eine charakteristische Form f” der 
Classe von f, so werden gewisse, aus den Werthen f„ ge- 
bildete Einheiten einen unveränderlichen Werth haben, wie 
immer die Form f’ auch gewählt wird. Diese Einheiten 
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heissen die Charaktere der Form f oder auch ihrer 
Classe. Sie sind 


’ 
m 


1) die Symbole (a) welche den verschiedenen in 0, 
aufgehenden ungeraden Primfaktoren Dineen: 

2) wenn m, S2 ist, die Einheiten (— amd 

3) wenn uU. > 3 ist, ausserdem die Einheiten 


1) 


an 
—1)° ; 
4) wenn um _—ı “= ET Ian 5 2 ist, die Einheiten 
jr um 1) 


er yet resp. (— yet 
jenachdem „fm -ıfm zı =—+ 1 (mod. 4) ist; 
5) wenn m-ı >2, m, Umtı>2, 9m —=]1 und 


Be = 4 1 (mod. 4) 


ist, die Einheit (— a 


Zwischen diesen Oharakteren besteht eine Abhängigkeit, 
die in der Congruenz 


(90) = Om—1 Om Om-+1 ’ N E07 == F? (mod. 6, 5 Fl 


begründet ist. Unter den dieselbe aussprechenden Bedingungen 
heben wir besonders die Gleichung (86) in der Gestalt: 


(91) (— 13. — (— 1)von-1 Me) 


hier hervor, indem wir sie als Bedingung für die Mög- 
lichkeit der Charaktere bezeichnen. 

Es ıst einleuchtend, dass für alle Classen einer gegebenen 
Ordnung dieselben Categorieen und in jeder von ihnen die- 
selbe Reihe von KEinzelcharakteren vorhanden sein werden, 
denn durch die Ordnung allein werden sowohl die Primzahlen 
?m als auch die Werthe der Zahlen u, bestimmt. Denkt man 
sich nun für die gegebene Ordnung diese ihre Einzelcharaktere 
aufgestellt, so wollen wir alle diejenigen Classen, welchen 
gleiche Einzelcharaktere d. i. die gleichen Werthe der 
bezeichneten Einheiten zukommen, als ein Geschlecht 
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von CÖlassen — und da die Charaktere der Classen sich so- 
gleich auch auf die Formen übertragen und umgekehrt — als 
ein Geschlecht von Formen definiren. Auf solche Weise 
zerfallen demnach alle Formen einer Ordnung in eine Anzahl 
verschiedener Geschlechter. Die Anzahl der unterscheid- 
baren Geschlechter kann nur eine endliche sein, da die An- 
zahl der möglichen Einzelcharaktere also auch die Anzahl 
ihrer mit der Bedingung (90) oder (91) verträglichen Werth- 
combinationen nur eine endliche ist. 

16. Sei f die Reeiproke von f mit umgekehrter Reihen- 
folge ihrer Veränderlichen und sei ebenso f’ die Reciproke 
von f’ mit umgekehrter Reihenfolge ihrer Veränderlichen. 
Wir behaupten den Satz: Die charakteristische Form f’ 
der Glasse von f kann so gewählt werden, dass die 
Form f’ zugleich eine charakteristische Form der 
Classe von f ist. 

In der That, ist p zuerst eine der ungeraden Primzahlen, 
welche in dem Modulus N aufgehen, auf den sich die charak- 
teristische Form bezieht und der immer durch 2A theilbar 
zu denken ist, so darf man f’ der Congruenz 


& 0 0 +0 
0 pre’ 0 0 
fi zent)sl yarragt rl) 


NEO AALTI .. patot tan. gln—1) 
(mod. pf) 
(> ©.) gemäss gewählt denken, aus welcher sich für die 
Reciproke |" folgende andere ergiebt: 


Br dpa ta + ton —ı 0 ee 
0 BRr—D.pa teten... 0 
0 0) > u ß- p® O 
0 0 +0 ß 


(mod. Dar 2), 


wenn die Zahlen ß, ß’, --- ß”=» mit den Zahlen «, «’, --- «® =D 
durch nachstehende Congruenzen: 
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> ö 
= 1 2, 
Be ‚9 Er © 
el 1, el 


(mod. p=%—-17%n—2), 


in denen ® für ««@’ -- - «'*=%) steht, verbunden sind; d„_ı ist 
in bekannter Weise durch die Gleichung 


ag — Nen—2 2 d,—ı 


bestimmt. Den letzteren Congruenzen zufolge sind 


BB, ua) 
durch p nicht-theilbare Zahlen. Kehrt man demnach die Reihen- 
folge der Variabeln &,, &,, --- &, in f' um, so wird, falls £ gross 
genug gedacht wird, f’ jedenfalls zu einem Haupt- 
repräsentanten der Classe von f, mit welcher die Form 
f’ ebenso äquivalent ist, wie f’ mit f, nach einer beliebig 
hohen Potenz p* als Modulus. 

Dasselbe erkennt man bei Benutzung der Öongruenz (31) 
auf genau dieselbe Weise mit Bezug auf den Modulus 2°, so- 
bald die Determinante A ungerade vorausgesetzt wird und 
6, —=1 ist. — Ist dagegen bei ungerader Determinante 6, = 2, 
so gilt für die Form f’ die Congruenz (40); aus dieser aber 
lässt sich auf demselben Wege für f’ leicht nachstehende Con- 
gruenz herleiten: 


208,0 .010.2..20 0 
8, 25,00:..0 0 


r — . . . . . . . . . . . (mod. EN, 


En 00... 20), Ic ) 


TRETEN 3E) o,(2-3) 
in welcher b,b’, --- „E) ebenso wie B, 9, --- ge 
ungerade Zahlen sind. Und so zeigt sich wieder, dass f’ zu 
einem Hauptrepräsentanten (mod. 2‘) der Classe von 
f wird. 
In dem Falle endlich, in welchem f’ eine gerade Form 


476 Sechstes Capitel. 


mit einer ungeraden Anzahl von Unbestimmten ist, deren 
sämmtliche o-Invarianten ungerade sind bis auf die letzte, die 
das Doppelte einer ungeraden Zahl sein soll, würde f’ als 
Hauptrepräsentant (mod. 2°) folgenden Rest geben: 


DER ORONBENOE OR: 
SB a A TE 


at 0° 0 070,6 8 a (mod. 2), 
0.0.0.0... A, 200, 0 
VID FEDER) 0 20®TtV 
in welchem a, U, -- : a®, A®, a®+D ungerade Zahlen sind. Da 
0, — ma Ir ee) 
also 


In = 0 


ist, würde man hieraus für die Reciproke f’ mit umgekehrter 
Reihenfolge ihrer Veränderlichen die Congruenz gewinnen: 


„or VOR 
Gr SR 
OR An 
a (mod. 2%), 
Ro ns 
00 Ö ... 29, Ab; 


wo b,b,, B,, + b;, B; ungerade Zahlen bedeuten, d. i. 


f = ba? +2: D) (20,y2 + 28,92, + 26,2) (mod. 2), 
s—1 


was in der That die Form eines Hauptrepräsentanten 
(mod. 2°) für die Ordnung ist, der f’ angehört, da ihre o-Inva- 
rianten diejenigen von f’ in umgekehrter Reihenfolge, nämlich 
al, einge 

sind. 

Für unsere Zwecke wird es genügen, den behaupteten 
Satz für die erörterten Fälle zu beweisen, wir ziehen darum 
keine weiteren in Betracht. 
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Nun besteht aber für eine Form f und ihre Adjungirte 
F die allgemeine Determinantenbeziehung 


(92) RR Dry A MINE 
Führt man hier durch die BR 
Maß m (— 18 ® ze 


die Coefficienten der Reciproken f ein und nennt ihre Deter- 
minante a, so erhält man aus (92) mit Rücksicht auf die 
Gleichung 
A=(- 1) -d.-ı 
sowie auf die Formel (12) des ersten Capitels die besondere 
Beziehung: 
(— Las lg: 0 Ts en;n—m+l,-:n 


m—1 Gab 
— Un—1 - Aie a: 12-.-n—m 


und in gleicher Weise für die Formen f’ und f’ diese analoge 
Formel: 
(— un y ER AS .n;n—m1,:--n 
Sen — dh: ar Ta 12.-:n—m- 
Der letzteren Formel kann man unter Beibehaltung früherer 
Bezeichnungen folgende andere Gestalt geben: 


m AR ö 
(— 1)* ; Im— 2° er Om nen Tora ” RR " On—m fn—m 


oder zufolge des Werthes (8) von d„_—ı und da 6m = 6,—_m 
ist, einfacher 
(93) (— 1) -f Ar Torre ar m* 

Diese Formel lehrt zunächst, dass zugleich mit f’ 
auch f’ eine charakteristische Form ist. 

Ausserdem bestehen die Gleichungen 


Om = On—m 
Am — Gau gom ET Bu are 
also 
Um — Un—m- 
Da nun das Geschlecht der Form f allein von den quadra- 
tischen Charakteren der Grössen f,„, bezüglich der in o„ ent- 
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haltenen Primzahlen und je nach den Werthen von u, auch 
bezüglich der Zahlen 4 oder 8 bestimmt wird, so wird es den 
vorstehenden Gleichheiten zufolge durch die quadratischen 
Charaktere der Grössen f„_„ bezüglich der in o,_„ enthaltenen 
Primzahlen und je nach den Werthen von u„_„m auch bezüg- 
lich der Zahlen 4 oder 8 d.i. durch das Geschlecht von f 
bestimmt sein. Es bedarf kaum der Bemerkung, dass f und. 
f gleiches Geschlecht haben müssen; wir werden an späterer 
Stelle diesen Punkt noch ausdrücklich bestätigen. Und somit 
ergiebt sich der Satz: 

Durch das Geschlecht einer Form ist auch das 
Geschlecht der reciproken Form bestimmt und um- 
gekehrt. 

Hieraus folgt dann sogleich weiter: Gehören zwei 
Formen demselben Geschlechte an, so gehören auch 
ihre Reciproken zu ein- und demselben Geschlechte. 
Und da dasselbe auch umgekehrt gelten muss, dürfen wir 
diesen Umstand dadurch anzeigen, dass wir die gedachten 
beiden Geschlechter selbst als reeciproke Geschlechter be- 
zeichnen. 
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Ueber quadratische Gongruenzen. 


1. Im Vorhergehenden ist die Eintheilung der Formen 
einer Ordnung in verschiedene Geschlechter auf das Vorhanden- 
sein gewisser quadratischer Charaktere begründet worden, 
welche den Formen eigenthümlich sind. Dem gegenüber wer- 
den wir in der Folge eine ganz andere Definition des Ge- 
schlechts zu entwickeln haben, welche von Poincare und 
neben ihm von Minkowski aufgestellt und vor der bisherigen 
bevorzugt worden ist. Behufs dieser Entwicklung wie auch 
für spätere Zwecke schicken wir eine Hilfsuntersuchung vor- 
aus, betreffend die Auflösung der Congruenzen zweiten Grades 
von der Gestalt: 


A) f(&,) = « (mod. N) 





Br 
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oder vielmehr die Bestimmung der Anzahl ihrer Wurzeln 
oder incongruenten Lösungen. Die quadratische Form 
darf dabei durchweg als prim gegen N vorausgesetzt werden. 
Wir bezeichnen dann die gesuchte Anzahl durch das 
Zeichen f{«,N)}. Es wird uns genügen, diese Anzahl für 
den Fall zu ermitteln, wo N eine Primzahlpotenz 4 ist. 
Uebrigens lässt sich der allgemeine Fall sehr einfach auf 
diesen besonderen zurückführen. Denn, ist die Zahl N aus 
den Primzahlen g‘, q’',--- zusammengesetzt, so leuchtet zuerst 
ein, dass jeder Wurzel x, der Congruenz (1) auch je eine 
Wurzel 
(2) & = %, (mod. g), & = #. (mod. g’t),--- 
der Congruenzen 


(3) Ber a (mod.g), flo) = «. (mod. g’),- -® 


zugeordnet ist. Bestimmt man aber umgekehrt zu je einer 
Wurzel &,,&,,::- dieser letzteren Congruenzen die Zahl x, 
gemäss den Öongruenzen (2), was stets auf eindeutige Weise 
geschehen kann, so findet man 


fa) = (mod. 9), flo) = @ (mod. g),--: 
also auch 
f(&) = « (mod. N) 
und somit gehört zu jedem Systeme von Wurzeln der Con- 
gruenzen (3) eine Wurzel der Congruenz (1). Demgemäss 
ist die Anzahl der Wurzeln der letzteren gleich der Anzahl 
der Systeme von Wurzeln der einzelnen Congruenzen (3). 
Indem wir nun zuvörderst « durch g nicht theilbar 
voraussetzen, führen wir den Fall, in welchem der Modulus 
eine Potenz von q ist, auf denjenigen zurück, wo q selbst 
der Modulus ist. Hierzu dienen die folgenden Betrachtungen *): 
1) Sei g eine ungerade Primzahl p und « nicht theıl- 
bar durch p. Eine Wurzel 
%=&, (mod. Pf) 
der Öongruenz 


(4) eco er tmode pr}, 


*») 8, Minkowski, Untersuchungen über quadratische Formen, 
Acta Mathem. Bd. 7 8. 213. 
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in welcher {> 1 gedacht werde, ist stets zugleich auch eine 
Wurzel der Congruenz 
(8) fa) = « (mod. p7'); 
aber auch umgekehrt erhält man aus jeder Wurzel 

&, (mod. p/=) 
der letzteren nicht nur eine, sondern p*—! verschiedene Wurzeln 
der ersteren. In der That, setzt man 





(6) Lo Ga Bo Eu B5 Men : og, 
@=1,2,:-:m) 
so wird 
_ en ) 
fa)=fe)+P!-D> 2: + p'=2 . f(e,) 
— 
d. ı., da 


fE)—aertrmt 


gesetzt werden darf, 
Oft&,) 
fa) — ap (64+ I a-ggr) (mod. p) 


Nun muss eine der Zahlen 








prim gegen p sein, da 
of(&,) 
Di \ 5 — 2. f(&) = 2a (mod. p'-t) 


also nicht durch p theilbar ıst; somit kann man, wie aus 
nr. 4 des vierten Capitels leicht hervorgeht, die Werthe 


21 29, "2m (mod. p) 





auf p*—=1 verschiedene Weisen so wählen, dass 
of) __ 
& 3, Ai 0, = 


f(x.) Z « (mod. p) 
wird. Auf solche Weise erhält man mittels der Formeln (6) 
aus je einer Wurzel von (5) je 2"! (mod. pf) verschiedene 
Wurzeln der Congruenz (4). Daher wird die Anzahl der 
Wurzeln der letzteren p"—-!1 Mal so gross sein als die Anzahl 





mithin 


FEREN 
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der Wurzeln der ersteren. Hieraus aber folgt offenbar der 
Satz: 
Ist A die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 


f(x.) Z« (mod. p), 
so ist A-p”=-DE=D die Anzahl der Wurzeln der Con- 
gruenz 
f(x) = @ (mod. pf). 
2) Sei nun f(z,) eine ungerade Form und « eine unge- 
rade Zahl. Man bemerke dann zunächst, dass, wenn 
#—65:,m0d. 2) 


eine Wurzel der Congruenz 


7) fa) = & (mod. 2), 
in welcher >53 gedacht werde, bedeutet, dann stets ein 
System von 2” nach dem Modulus 2°! congruenten Wurzeln 
vorhanden ist, welche durch die Formel 

= r2Tiz 

@=1,2,3:::n) 
dargestellt werden, wenn man darin die 2, gleich ÖO oder 1 
wählt; denn für jeden dieser Werthe der z, findet sich 
1 .: 

fa)=rl&) + 2 > Be == f(&e) (mod. 2%). 


Andererseits folgt aus der Wurzel x, = 
zugleich auch 








&, der Congruenz (7) 
f(&) = « (mod. 2-1) 


und somit aus jedem Systeme von 2” nach dem Modulus 
2'=1 congruenten Wurzeln von (7) eine Wurzel also auch 


ein System von 2” nach dem Modulus 2‘? congruenten 
Wurzeln der Congruenz 
(8) | Las) =.0,, (mod. 2'721), 


Ist aber umgekehrt x, == &, (mod. 2'=!) eine beliebige aus 
einem solchen Systeme von Wurzeln der letzteren Congruenz 
und wählt man 

(9) + 27° 27, 


0=1,2,3,.::n) 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. sl 
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so folgt 
| En 
fa) = TE) +21 Da ger HR te) 


qı 


fE)=at 201.8 
setzen darf, 


fear (+ It 2C) (mod. 2) 


Nun muss wegen der Congruenz (8), deren linke Seite 
gleich 


d. ı 


.,„ da man 








ist, wenigstens eine der Zahlen 


1 au 


“= (für 2 — 17722207 





ungerade sein; nach nr. 4 des vierten Capitels hat daher die 


f@,) 
& -E Die em od. 2) 


5, 


Con gruenz 


21 Wurzeln, die man erhält, indem man n — 1 der Zahlen 
£, beliebig, eine von ihnen aber passend (mod. 2) wählt. Es 
E mithin möglich 
f(&.) = «& (mod. 2) 
zu machen, aus der Wurzel &, von (8) also eine solche x, von 
(7) A Da man hierbei » — 1 der Zahlen 2, jeden 
Werth, einer von ihnen aber nur einen Werth (mod. 2) bei- 
legen, der Formel (9) also die Gestalt 
+ 
0=1,2, n) 
geben darf, in welcher &, sowie n— 1 der Zahlen 2, jeden 
Werth, ein 2, jedoch nur einen Werth (mod. 2) erhalten 
können, so repräsentirt diese Formel 21 Systeme von je 2% 
nach dem Modulus 2’=1 congruenten Wurzeln der Congruenz 
(7). So ergiebt sich: Die Anzahl der Systeme von je 2” 
(mod. 2'=1) congruenten Wurzeln der Congruenz (7) 
2"=1 mal grösser als die Anzahl der Systeme von je 2” 
(mod. 2°?) congruenten Wurzeln der Congruenz (8), und so- 
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mit ist auch die Anzahl aller Wurzeln jener Congruenz 
2”—1 mal grösser als die Anzahl aller Wurzeln der letzteren. 
Hieraus schliesst man aber offenbar wieder den Satz: 
Ist A die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 
f(x) Z a (mod. 8), 
so ist A-2@ DE die Anzahl der Wurzeln der Con- 
gruenz 
f(x.) = « (mod. 2°). 
Handelt es sich nicht um sämmtliche Wurzeln der Con- 
gruenzen, sondern nur um diejenigen, welche (mod. 2) vor- 
geschriebene Reste haben, so wird sich an den Schlussfolge- 
rungen, wie ohne Mühe zu übersehen ist, nichts wesentliches 
ändern und somit der erhaltene Satz auch dann in Giltig- 
keit sein. 
3) Ist endlich f(x,) eine gerade Form, während « unge- 
rade ist, so kann die Congruenz (7) nicht stattfinden, wohl 
aber die Congruenz 


(10) f(x.) Z2« (mod. 2%), 
welche, wenn man 


1 
p(X,) = 5 fie) 
setzt, mit der anderen 


(11) p(2)= «a (mod. 2°—N) 


völlig gleichbedeutend ist; nur leuchtet ein, dass immer je 
2” Wurzeln der ersteren zu einer Wurzel der letzteren ge- 
hören, indem aus jeder Wurzel der ersteren eine solche der 
letzteren, umgekehrt aber aus jeder Wurzel dieser stets 2” 
Wurzeln der ersteren hervorgehen. Dies wird, wie leicht er- 
sichtlich, auch dann der Fall bleiben, wenn wir die Betrach- 
tung nur auf solehe Lösungen Lo beschränken, bei denen nicht 
sämmtliche Ausdrücke 


(12) n Ha (üri—=1,2,-.-n) 





gerade sind. Nun folgt aus jeder Wurzel 
2 = &. (mod, 2°71) 


von (11) auch eine Wurzel x, == &, (mod. 2°”?) der Congruenz 
812 
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(13) PR) E « (mod. 2:72); 


umgekehrt: bedeutet &, eine Wurzel dieser letzteren und wählt 
man 


(14) Ko ce &o - 91—2 h = 
e=1,2,:-.n) 
so folgt, > 2 gedacht, 
; öp($,) 
PR) = 98) + 7° »3 Zi Er (mod. 2:1) 


t 


oder, da man 
p($,) — 9 427.8 
setzen darf, 


9 (&,) I, (& +2. 09, ne) (m ( od. 2:—1) 
P(X,) = a (mod. 271), 


+ 2 2 


gerade macht. Dies lässt sich aber, da 


Op) 1 Of) 
DER) 2 (3 


dh. 


wenn man 











ist, stets bewirken, wenn man für die Lösungen die Annahme 
macht, dass wenigstens eine der Zahlen (12) ungerade ist, da- 
durch dass man n — 1 der Zahlen z, (mod. 2) beliebig, eine 
gewisse derselben dagegen passend bestimmt. Somit erhält 
man mittels (14) zu jeder Wurzel der Congruenz (13), welche 
der Annahme genügt, genau 2”! solche Wurzeln der Con- 
gruenz (11), sodass die Anzahl der Wurzeln der gedachten 
Art für die letztere 2”—1 mal so gross ist, wie für die erstere. 
Ist daher A die Anzahl solcher Wurzeln der Congruenz 
P(%,) = a (mod. 2), 

für welche nicht die sämmtlichen Ausdrücke (12) gerade sind, 
so ist die Anzahl ebensolcher Wurzeln für die Congruenz (11) 
gleich A: 27 -VE-2, Auf die Congruenz (10) bezogen spricht 
sich dies Resultat in folgendem Satze aus: 

Ist 22.A= 2"-1.2A die Anzahl der bezeichneten 
Wurzeln für die Congruenz 
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f(x.) zZ 2« (mod. 4) 


so ist sie für die Congruenz 
f(z.) = 2« (mod. 2‘) 
gleich 2A - 2n Dan, 
Den vorstehenden drei Sätzen zufolge haben wir für den 
Fall, dass & nicht durch p resp. durch 2 theilbar ist, nur noch 
mit den Congruenzen: 


f(x) = « (mod. p) 
resp., jenachdem f(x,) eine ungerade oder eine gerade 
Form ist, mit der Congruenz 


f(&,) = « (mod. 8) oder f(z,) =2« (mod. 4) 
zu thun. 
2. Wie beschaffen nun « auch sei, so leuchtet ein, 
dass die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 


(15) 7%,  onmod.g) 
sich nicht ändert, wenn man f(#,) durch irgend eine äqui- 


valente Form f’(y,) ersetzt, denn, wenn jene in diese über- 
geht durch die Substitution 


Lo = Ag 1Yı m Go2Y2 4 RB: Ar JonYn; 
g(=12,.''n) 
so entspricht vermöge der letzteren jeder Wurzel der Con- 
gruenz (15) eine Wurzel der Congruenz 
(16) f (Ye) Z « (mod. q°) 
und umgekehrt. Offenbar darf hier aber auch f‘(y,) durch 
irgend eine andere quadratische Form ersetzt werden, deren 
Coefficienten den entsprechenden jener Form congruent sind. 
Und so darf man endlich, ohne dass die gesuchte Anzahl der 
Wurzeln der Congruenz sich ändert, an Stelle von f(x,) in 
(15) irgend einen Hauptrest (mod. g‘) einsetzen und da- 


durch die Aufgabe auf eine wesentlich einfachere zurück- 
führen *). | 


*, Man findet in Liouv. Journal 2. serie t. 17 p. 368—402 eine 
Abhandlung von Camille Jordan, sur la forme canonique des con- 
gruences du second degre et le nombre de leurs solutions, in welcher 
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Wir behandeln nun zuerst den Fall, wo der Mo- 
dulus eine ungerade Primzahl p ist. Ist dann o,„ unter 


den Invarianten 0,, 0, :: : 0u_ı der Form f(x.) die erste, welche 
durch p aufgeht, _,, also die erste von Null verschiedene unter 
den Zahlen ®,, ©, @,„—ı, so folgt, wenn man in der Con- 
gruenz 


f(x.) = « (mod. p) 
für f(x.) einen Hauptrest (mod. p’) setzt, nach Formel (25) 
vorigen Öapitels folgende einfachere Gongruenz: 


(17) Ay + AgYyo + + AmYm = a (mod. pP), 

WO 4, Gag, "dm durch p nicht theilbare Zahlen bedeuten. 
Im Falle einer Primzahl p, welche nicht in der Determinante 
A der Form f(x,) aufgeht, ist hierbei m —=n. Um nun die 
Anzahl der Wurzeln der Congruenz (17) zu ermitteln, be- 
merken wir vor allem, dass sie für zwei verschiedene Werthe 
von « gleichviel Wurzeln hat, wenn dieselben gleichen qua- 
dratischen Charakter haben. Denn, sind «,, «, zwei solche 
Werthe von «, so kann man 


| SU UEMER En he 
5 X Zr, I, — 0,5 

setzen und aus jeder Lösung n, der Congruenz 

2 2 ya N 

AMY + MY +: AmYm = a, (mod. p) 
erhält man eine Lösung sn, der Congruenz 
2 2 1: ZE 

aYı 4 MY +: + AmYm ZE 0, 

und umgekehrt aus jeder Lösung n, der letzteren eine Lösung 


vn. der erstgenannten Congruenz. Es bezeichne N, die An- 
zahl der Wurzeln der Öongruenz für einen quadratischen Rest 





eine Methode entwickelt wird, um die Anzahl der Wurzeln der Con- 
gruenzen von der Gestalt: 
tut +0, 05% +: = e (mod. M) 

in jedem Falle zu finden. Diese Methode besteht im wesentlichen 
gleichfalls darin, dass der quadratischen Form ein Rest von ‚„kanonischer 
Gestalt“ substituirt wird; aber da letztere von der hier als kanonisch 
gewählten abweicht, auch die quadratische Form selbst unter anderer 
(restalt erscheint, so nimmt die Untersuchung insbesondere bezüglich 


des Moduls 2° einen von dem hier dargestellten sehr verschiedenen 
Gang. 
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&, Nm die Anzahl ihrer Wurzeln für einen quadratischen 
Nichtrest «; endlich sei N„ die Anzahl der Wurzeln der 
Congruenz 
(18) Ay? HYo” ++ Amy = 0 (mod. p). 

Bedeutet dann F), den Ausdruck 


| Fun = MY" 4 AMY 4 Am 
und ertheilt man in demselben den Zahlen %,,%s,:* %Ym alle 
möglichen Restwerthe (mod. p), was p” Systeme %,,%s,** * Ym 
ergiebt, so wird die Anzahl derjenigen dieser Systeme, für 


welche F,, ein quadratischer Rest wird, er N„, die Anzahl 


> 
r 


derjenigen Systeme, für welche F,, ein quadratischer Nichtrest 


wird, a N, sein und somit folgende erste Beziehung her- 
vorgehen: 

ö 1 

(19) pm" N —- E- 1 Nr = Ne: 


Die Wurzeln der Congruenz (18) lassen sich aber in zwei 
Arten vertheilen: diejenigen, bei welchen y,=0 ist, deren 
Anzahl offenbar gleich der Anzahl der Wurzeln der Congruenz 


Im = a + aY +: Am-1%m -ı = 0 (mod. ») 


d. h. gleich N„,_ı ist, und diejenigen, bei welchen y,, nicht 
durch 9 theilbar ist. Aus jeder der letzteren erhält man, 
wenn d,Y, nach rechts geschafft und mit der zu y,. (mod. p) 
assoclirten Zahl multiplieirt wird, eine Wurzel der Congruenz 


1) =. Om (mod. p) 
und umgekehrt, sodass es (p — 1)N„—ı oder (p — 1)N„-ı 


Wurzeln der zweiten Art giebt, jenachdem >) —= +1 


oder — 1 ist. Je nach diesen beiden Fällen ist dem- 
nach 

| Nm —= Nm 144,9, — 1) Nm -ı 
(20) oder 

ne a Nr 


Da zugleich 
au 


me! Pe Va -H ir Be, + Net) 
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sein muss, so giebt die Verbindung der Formeln (19) und (20) 
leicht folgende neue Beziehung: 
TA 


ed) ++) Mm Mao). 


Wir verfolgen zunächst den Fall m = 2, betrachten 
also die Congruenz 


(22) Ay + pp = a (mod. p). 


Der voraufgehenden allgemeinen Betrachtung zufolge bestehen 
die beiden Gleichungen 











\ — 1 r 
(23) P®=NP +" (N +N,) 
und 
(24) 2p=N+N+ ) (N 


N, bezeichnet dabei die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 
a,Y = « (mod. p) 


für einen quadratischen Rest «, N, für einen quadratischen 
Nichtrest « (mod. p), mithin findet sich sogleich 
$ . a, 
N, —2.(@) 
und die letzte Gleichung nimmt dadurch die Gestalt an 
DIRERR ’ © — 4,0, 
(25) 2P=-N+Ny+2.(4®). 

Nun sieht man zunächst leicht ein, dass N,, N, von Null 
verschieden sind. Denn, wenn « ein quadratischer Rest ist, 
so wird (22), falls a, quadratischer Rest ist, für zwei Werthe 
von y, und für y, = 0 (mod. p) gelöst; im entgegengesetzten 
Falle lässt die Differenz « — a,y,”, während y, sämmtliche 
Werthe (mod. p) durchläuft, nn nicht durch 9» theilbare 


Reste (mod. p), unter denen also mindestens ein quadratischer 
Rest und ein quadratischer Nichtrest vorhanden ist, für welchen 
dann, jenachdem a, quadratischer Rest resp. Nichtrest ist, die 
Congruenz 





UsYo- = & — A,Yı (mod. p) 


auflösbar ist. Somit muss jedenfalls N, von Null verschieden 
sein, und aus gleichen Erwägungen auch N, 
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Dies vorausgeschickt, betrachten wir die Congruenzen 


(26) ay tay u Ad 

(27) ay tan’ = Je 
Wenn sie erfüllt sind, so ist es auch die dritte: 

(28) a2 + %2%° = a,a« (mod. p), 

in welcher 


1 EUYyYYı + amYyy, 3 EmNYı Ya —hı) 

ist, und man übersieht sogleich, dass incongruenten Lösungen 
einer der Congruenzen (26), (27) auch incongruente Lösungen 
von (28) entsprechen. Haben demnach «, «’ verschiedenen 
quadratischen Charakter, so folgen aus den sämmtlichen Wurzeln 
derjenigen der Congruenzen (26), (27), deren rechte Seite 
mit a, gleichen quadratischen Charakter hat, zusammen mit 
einer Wurzel der anderen von ihnen ebenso viel verschiedene 
Wurzeln der Congruenz (28), deren rechte Seite alsdann einen 
von a, verschiedenen Charakter hat, woraus hervorgeht, 
dass eine der beiden Zahlen N,, N, der anderen mindestens 
gleich ist. Wählt man ein anderes Mal «,«' beide von dem- 
selben aber zu dem von a, entgegengesetzten Charakter, 
so folgen aus den sämmtlichen Wurzeln der Öongruenz (26) 
zusammen mit einer Wurzel von (27) ebenso viel verschiedene 
Wurzeln der Congruenz (28), deren rechte Seite jetzt gleichen 
quadratischen Charakter hat wie a,, und daraus folgt jetzt, dass 
die andere der Zahlen N,, N, der ersteren mindestens gleich 
ist. Beides zusammen lehrt die Gleichheit 


NN 
Infolge dieses Resultates ergiebt nun sofort die Formel (25) 


die Werthe 





‚ — (40, 
&) N 
während 
(30) G-p+ß%— 1.4) 


gefunden wird. — 
Setzt man nunmehr 


Pepe: > a, = AyYo“ t- =. — Orig Ym a 
die Congruenz (17) also in die Gestalt: 


40 | Siebentes Capitel. 


und Hl + AmYm N DEP Fi (mod. p), 
so kann man ıhre Wurzeln in diejenigen unterscheiden, für 
welche | 
Fm-2 = « (mod. p) 
ist, und diejenigen, welche diese Congruenz nicht erfüllen. Ist 
zunächst « ein quadratischer Rest (mod. p), so giebt es N„_» 
Systeme %,,Y9,°*" Ym—, der ersteren Art und jedem von ihnen 
entsprechen nach der soeben entwickelten Theorie — wobei 
nur 4d,,d, durch a„-ı, d„ zu ersetzen sind — 
am! [4 
m—ı m 

P+@— 1. (ei) 
Systeme Y,—1,Yn; jedem der p“=°? — N„_s übrigen Rest- 
systeme Y,, Ya, '*" Ym—2 (mod. p) aber entsprechen 


(ei Am —ı = 
pP p 


Systeme Yn_1, Ym. Im Ganzen also findet sich die Anzahl 
der incongruenten Systeme %,, %,'* Ym, welche der Con- 
gruenz (17) genügen, 


‚ Bee de 
nl +w—N( ; ))- 


p 


77 em A m—2 
+ 9 —( na )|® 
le 


— In 1 Im — AG, 
N. pr (p—( 5 ) + Nun (2): 


Ganz ebenso führt die Annahme, dass « ein quadratischer 
Nichtrest sei, zur Beziehung 
— 4a a.N\ —a a 
Ar’ en m—ı "m ' m—1 "m 
ng a 
und folglich erhält man auch diese andere: 








NH — >) 





(31) In = IN Fra [Ns > Nm—2) Dr ( 


u 
p j 
Aus gleichen Gründen bestehen aber die ähnlichen Glei- 


chungen: 
7 Im — 3m — ’) 


’ ar ’ R 
NS van Ins > Nah — Nm—4) un: ( p 


u. s. w., aus deren Combination sich endlich 
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für ein gerades m wegen der Gleichheit 


h ! 
auch 


c ’ 
(32) Nm ya Ni, 
dagegen für ein ungerades m wegen 
7 Ras BR, a, 
nn -.() 
De p 
die Formel 


n— 
m—1 
: 5 (— u ds: ) 
(33) N Br Nm = 2» 48 ( m 








ergiebt. 
Verbindet man nun mit einander die Formeln (21) und 
(32) resp. (35), so gewinnt man ohne Mühe folgende Werthe: 
für ein gerades m: 


m 
m 9 
er ae 
N. = pr 2 .(i ) 172 .) 























‘ ® 
(34a) 1 
m 242 
mr — DD’ -"- a, 
M-pt+(@— dp". (e a); 
für ein ungerades m: 
m—1 
m—i 2 : 
— 1) 7 9%: .-4 
Fur rt En p DE ( h m 
(34h) m—1 
m—1 2 
ey. ER GE 
en er 


Nn = 2 —1 ’ 


Nach diesen Formeln kann in jedem Falle die Anzahl 
der Wurzeln angegeben werden, welche die Congruenz (17) 
besitzt. Für den Fall, dessen wir in der Folge besonders be- 
dürfen, in welchem « nicht durch p theilbar ist, findet sich 
so der Satz: 

Die Congruenz (17), in welcher « nicht =0 (mod.p) 
ist, hat, wenn m gerade ist, 


Sul (— 1)2 AG: 
(35a) re | n? r EN 
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und, wenn m ungerade ist, 


m—1 


verschiedene Wurzeln*). 
Bedenkt man aber, dass diejenigen n — m Unbestimmten 
der Öongruenz 








F(ye) = « (mod. p), 
welche nicht in (17) verbleiben, jeden beliebigen Werth (mod. p) 
erhalten dürfen, so folgt hieraus, dass die Anzahl Wurzeln 
der Congruenz 


*) Dies Resultat findet man bewiesen in C. Jordan’s traite des 
substitutions p. 159; es wird dort — scheinbar einfacher — mittels 
allgemeiner Induktion erschlossen, giebt aber damit nicht die rechte 
Einsicht in die Gründe, auf denen der Satz beruht. Wir haben daher 
vorgezogen, uns — im wesentlichen — den Gesichtspunkten anzu- 
schliessen, deren Lebesgue in seinen recherches sur les nombres $ 5 
in Liouv. Journal t. 2 p. 266— 275 gefolgt ist. Diese interessante Arbeit 
enthält eine Methode zur Bestimmung der Anzahl der Wurzeln der Con- 
gruenz 


Im I FI Ne $ 
au tm +00, a1, (mod..p=mh-+ 1) 
und giebt als einfachste Anwendung derselben die Anzahl der Wurzeln 
der Congruenz 


FRE.» ta wi "1 a aaa aloe va. 770 A141 (mod.p=?2h-+1); 


als fernere Beispiele aber behandelt Lebesgue auch die zwei\Con- 
gruenzen 
th’ =a (md.p=53h-+1) 
und 
wa =m, (modd.p=4h-+1) 
und leitet dabei die berühmten Sätze her, welche die Reste der Aus- 


drücke 
2h2h — 1): -- (h ah! 





1 IS. Um 
resp. (mod. p) 
1 2h2h—1):-: :- h+1 
EIRRETEETTILG we 


mit der Zerlegung der Zahl p beziehungsweise in die Formen 
L?+27M’=4p, L’+ M’=p 


in Verbindung setzen. (S. meine Lehre von der Kreistheilung $. 143, 
144 resp. S. 137.) 


Ueber quadratische Congruenzen. 493 


(36) f(x) = « (mod. p), 

wenn die erste durch p theilbare Invariante 
O4, 09, °° * n—1 

von geradem Index m ist, 


a A a 
aulerz (a =), 


wenn sie von ungeradem Index m ist, 


m—1 
A dien RL PERPOPN 3 4% 
N ig a ER Ei 


ist. Aus der Öongruenz (25) vorigen Capitels ergiebt sich 














On Im—i Te 4, G,''* Im (mod. p); 


also hangt das Legendre’sche Symbol, welches die vorstehen- 
den Formeln enthalten, und somit auch die Anzahl der Wurzeln 
der Congruenz (36) ausser von « und von der Ordnung der 
Form f(z,) ausschliesslich von dem auf die Primzahl p be- 


ar 
mM 


züglichen Charakter >) derselben ab, und auch umge- 


kehrt kann dieser Charakter der Form aus der Anzahl 
der Wurzeln der Öongruenz (36) mittels jener Formeln 
erschlossen werden. Die Anzahl der Congruenzwurzeln 
bezüglich einer nicht in der Determinante aufgehenden Prim- 
zahl p ist unabhängig vom Geschlecht nur durch die 
Ordnung der Form bestimmt. Denn in diesem Falle geht 


/ 


Gd*- 


das Symbol a) in das folgende 
a: 0,\ (A 
über. | ö | 1 


3. Betrachten wir jetzt zweitens die Öongruenz 

(37) f(x.) Z« (mod. 8) 

für den Fall, dass « eine ungerade Zahl und f(x,) eine unge- 
rade Form ist. Wir dürfen letztere durch einen Hauptrepräsen- 
tanten f’(y,) (mod. 2’) und diesen durch seinen Rest ersetzen 
und erhalten, wenn wir uns auf den Fall beschränken, dass 
die Determinante A der Form ungerade ist, statt der 
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Congruenz 
(38) f (yo) = « (mod. 8) 
nach (31) vorigen Öapitels eine Congruenz von der Gestalt: 


(39) aYı + Yo +: + ya = (mod. 8), 

WO Gy, Ga, :"@, ungerade Zahlen sind. Hierbei betrachte 
man nur solche Wurzeln derselben, bei denen nicht sämmt- 
liche y; ungerade sind. Jede solche Wurzel %,, Yo, :** Yn 
ist nun auch eine Wurzel derselben Congruenz (mod. 4); ist 
aber etwa %, gerade, so stellen auch 


Yıt 2 Yar °°° Yn 
eine solche dar, für welche jedoch 


39) a HD Hmm ++ my = at 4 (mod. 8) 


ist. Die bezeichneten Wurzeln der Congruenz 


(40) YET Ay ++ AuYyn == a (mod. 4) 

lassen sich also in Paare so vertheilen, dass der einen Wurzel 
jeden Paares eine Lösung der Congruenz (39), der andern eine 
solche der Congruenz (39a) entspricht; da jedoch aus einer 
Lösung 9%, %s,'::%. von (39) resp. (39a), wenn man die 
y; um 4 verändert, genau 2” Wurzeln derselben entspringen, 
so wird die Anzahl A der bezeichneten Wurzeln von (39) 


gleich 2”. U sein, unter A die Anzahl der bezeichneten 
Wurzeln verstanden, welche der Congruenz (40) eigen sind, 
man hat mithin 

(41) a ei) 

Um nun V zu bestimmen, bemerke man, dass die Con- 
gruenz (40) keine Lösungen in lauter ungeraden Zahlen 
haben kann, wenn n gerade, oder auch, wenn » ungerade 
und 

ut ++. = — ee (mod. 4) 


ist; dagegen 2” solche Wurzeln, wenn » ungerade und 


u t+%+:::+4a.=« (mod. 4) 
ist. Da man aber W findet, wenn man die Anzahl der Wurzeln 
in lauter ungeraden Zahlen von der Anzahl aller Wurzeln der 
Congrueuz (40) überhaupt abzieht, erübrigt nur, diese Anzahl 
ihrer sämmtlichen Wurzeln zu finden. 
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Letztere Aufgabe soll nun unter der allgemeineren Vor- 
aussetzung eines beliebigen « gelöst werden. Man nehme an, 
von den Coeffieienten a,, a, a, seien u von der Form 4j + 1, 
v von der Form 45 +3, sodass u-v=n ist; mit n be- 
zeichne man den kleinsten positiven Rest von « (mod. 4). Die 
Congruenz (40) ist dann der folgenden: 


a a Fe ta en 


(mod. 4) 
gleichbedeutend. Man sieht sogleich, dass eine Congruenz 
(43) 2 t+ 2°? + + 2.22 (mod. 4) 
nur dann erfüllt wird, wenn von den u Zahlen 2,25, Zu 


eine Anzahl s— 4h -+ n ungerade, die übrigen gerade gewählt 
werden, und dass man so jedesmal 2“ Wurzeln der Congruenz 
erhält. Setzt man also 
© arme er el 
a Se 2 een N 


1.22 5 
s=4h-+N 


indem man diese Summation auf alle Zahlen s der genannten 
Form erstreckt, welche < u sind, so bezeichnet M,, die Anzahl 
der Wurzeln von (45). Nun besteht aber folgende Entwicke- 
lung: 

2. + = M, +, + Be, + Pr,; 
und, wenn man analog 


ET ET Hy Pl) 
N—2. 1 a RER 





s=4h+n 
setzt und die Summation über die angedeuteten s < v erstreckt, 
so bezeichnet gleicherweise N, die Anzahl der Wurzeln der 
Congruenz 


U tt. + +? =en (mod. 4) 


und es ist 
2». 1+0V=N + ieN +EeN, + WN,. 
Durch Multiplikation dieser beiden Formeln mit einander 
ergiebt sich | 
(4) #2. 1 +. 1 HEY —=P, +%P +P, + V8P,, 


wenn zur Abkürzung 
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MN +HMN+MN +MN=F, 

MN + MN + MN + MN —=P, 

MN + MN + MN +MN=PB, 

MN, + MN + MN, + MN —=P, 
geschrieben wird. Offenbar bezeichnen aber diese so 
(für n=0,1,2,3) definirten Zahlen P, die Anzahl der 
Wurzeln der Congruenz (42) oder (40); denn z. B. für 


n=1 erhält man die Wurzeln dieser Congruenz, wenn man 
die Quadratsummen 


2 Hear + Ba Mi U ee 
resp. congruent 1,0 oder 2,1 oder 3,2 oder 0,3 (mod. 4) 
macht, was je auf M,- N, M,: N, M;:N,, M,: Ns Weisen 
geschehen kann, u. s. w. »etzt man folglich 
PR+WP, +@#R+@R=Dd,, 
so erhält man die gesuchte Anzahl der Wurzeln durch die 
Formel 
(45) 4.P,=%,-+ "8, +08, + 118,. 
Nun ist nach (44) 

de, — UV 
POUR N 
„= 2"?1—- » l+YV =2r(1l — or .®. 
Die letzteren Formeln lassen noch eine beträchtliche Um- 


gestaltung zu. »Metzt man, indem man durch [a] das grösste 
Ganze von a ausdrückt, 


2]-2-+n»=2-[]+a 


wo r und A einen der Werthe 0,1 haben müssen, so kann 
man wegen der Gleichheit 


Be ) 
—\ —=1 
(7 
die Formel für ©, auch so schreiben: 
3n N N 
yo — 1 N „27 | ats» 
a Er 2).ı4L2 
y2 


Bi yo He late a 


(46) 


5 
© 
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Ist nun re] —=y also r=A (mod. 2), so muss auch 
yr=4 sein, dann wird also 
In a N n v 
©, —2®. ( se Yale ag Y+lel, 
vi 
Ist dagegen Es v (mod. 2), so mus r+4A=1 sein, 


und da man schreiben darf 








a Le 
kommt einfacher 
Er: Gl nleltiit.; 


4. Hier führen wir folgende zwei Einheiten ein: 


a) ner seeyatel..l. 


Bemerkt man dann, dass ©, und ®, conjugirt imaginär sind, 
so darf man sagen: 
Iste=+1, so ist: 











Ki or 5 a ö 
Er 2 a 

[m -2° ee 
ist aber <= — 1, so ist: 

0, =— 98 F rd Ö% 
(483) a : 

= +2? ET di 


Durch Einführung der für die ©, gefundenen Werthe in die 
Formel (45) erhält man die gesuchten Zahlen P,. Wir 
stellen sie, nach den möglichen Fällen, in folgender 
Tabelle zusammen: 
I. n gerade. 
Ist dann 1) e=-+ 1, so ist 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 32 
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ei AT 
4, = PU D.277, An Zusagen 
4P, —AR, um 
It 2) e= —.1, so ist 
an, 3", 


AP, — 9 8:98 dp, — 20 u 
AP, —4P, — 2er. 


II. n» ungerade. 
Ist dann 1) e=-+ 1, so ist 





| ae 

4P, = AD 2: TUI 

3nti 

AP,—AP, Fi22r 0 0m 

It 2)e=—1, so ist 

Aa 

4P,=4P, = 22" 20:2 27, 

ni 


Apı—=APp = 9m Ho 


Die Einheiten e und d müssen wir noch näher betrachten. 
Offenbar werden soviel der Coeffieienten a; congruent — 1 





1 
(mod. 4) sein, als von den Zahlen - ungerade sind, und 


daraus folgt sogleich 


n N 
ı 4, — 


2 
nal Deere 
noch einfacher wird, da nach der Öongruenz 


49) FETT: t Ya (mod. 2°) 
AZ 44,4, (mod. 4) 





ist, 
-Y-DE 


und somit 





*) Andere Ausdrücke hat Smith in seinem mem. sur la represen- 
tation etc. art. 8 gegeben; unterscheidet man die Fälle, in welchen n 
von den Formen 45, 45 +1,45 + 2,457 +3 ist, so bestätigt man 
durch die gefundenen Formeln leicht die dort angegebenen Smith- 
schen Ausdrücke für die von ihm durch das Zeichen ® bezeichneten 
Funktionen. 
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| hal 

(50) ee 

sein. Man bemerke auch zu späterer Verwendung, dass aus 
der Congruenz 


++: +. =eu — vn 2v (mod. 4) 
für den Fall eines ungeraden n die folgende: 


N ee a Me BE 
ya en EI + v (mod. 2) 
=D? -c) 3 
und folglich 
(508) = +4 +:::-+ a, (mod. 4) 
sich ergiebt. 


5 == 
also 


nn — 


1 
Ferner werden unter den 5 ) Produkten 


2 u? 
welche verschiedenen Indices ?,k entsprechen, genau so viel 
ungerade sein, als die v verschiedenen Indices, denen Coeffi- 


cienten a;, a, von der Form 45 + 5 entsprechen, zu zweien 


combinirt werden können, d.h. N -. und man findet so- 





gleich, da offenbar 


er) 





ist, 
? 


v vw—1) i ı7%—1 an—1 
(— 15 — (— Li A24 — (— = Ver rer u 


n(n — 1) 
2 





die Summation auf alle Combinationen zu zwei ver- 


schiedenen Indices der Reihe 1,2,3,---n bezogen. Der Ex- 








ponent dieser Potenz von — 1 ist aber (mod. 2) mit dem 
folgenden: 
al, —1 ua — 1-1 
Sn ; a + 5 e 5 u. Sr 
ER Be EN ER are 
2 u 


oder auch, wie man leicht übersieht, mit diesem anderen: 
32° 
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San | Cu TE 


(51) 





ee 
congruent. Nun folgt aber, da die Invarianten 6, der Form 
f'(y.) sämmtlich gleich 1 sind, aus (49) die Beziehung 
Am—ı'fm U "Am (mod. 4), 
und daher ist das allgemeine Glied der vorstehenden Summe 
mit folgendem De 


Er AR d, Be 
2 


(mod. 2) congruent, welchem, wenn man die aus der Beziehung 
Im — 1: Om = Im Am—2 
fliessende Congruenz 
Om Ze Am Ama (mod. 4) 


benutzt, der andere (mod. 2) substituirt werden darf: 


ae FE 1) (din Fr 1) Ei: (din —2 ae 1) (Fon > 1) 
+ (dmı ER Y)lfm+ı a0 1)] 
On 1 Im d TE Im 175 
a a ; . 3 ? mr 


Demnach findet sich die ganze Summe (51) (mod. 2) congruent 
mit folgendem Ausdrucke: 








Da SER 1) (din > 1) r . (du—2 a7 l)r 


m—i 


n—1 
De el Ind PERS 
+27 a le a 
N 
d. ı., da hier die Grössen o„ mit den durch e„ benannten iden- 
tisch sind, mit dem einfachen Ausdrucke: 





3 (da? ri; + (no Fr 1) (d ar 1) = »(0, TE 1). 


mh 


Auf solche Weise geht der Ausdruck für die Einheit Ö in 
nachstehenden über: 


(52) ER yLaltetrern A 


? 
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wo 


52) = H-YDR+Yd+TE-DE+D+ 
+ (3 N + 1) 
+ (a —NA+N 


ist. Die Einheit &e hangt somit nur von der Ordnung, die 
Einheit ö ausser von der Ordnung der Form f(x,) auch von 
ihrem Simultancharakter (— 1)?Y@%* =D ab. 

Demnach wird auch die Anzahl der Wurzeln der Con- 
gruenz 

f(&.) Z « (mod. 8) 

ausser durch die Ordnung der Form f(x,) nur durch ihren 
Simultancharakter (— 1)””—2 bestimmt, den sie auch ihrer- 
seits umgekehrt definirt. 

Mit &,,6, mögen noch die Einheiten bezeichnet werden, 
welche sich auf die quadratische Form 


OsYa + AsYz + + AnYn- 


auf gleiche Weise beziehen, wie &,6 auf die Form 


HYı + MY + + nYn’; 
a en", 


wo v, die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 


es seien also 


Ag, Ag," Om 
ist, welche die Form 45 + 3 haben, und 
n—1 Yy n—1i 
1 NT gER te | A Zi 
Wenn man bedenkt, dass, jenachdem a, von der Form 


45-1 oder +3 ist, „=»v oder v=v—] ist, und 
wenn man die leicht ersichtlichen Congruenzen 


=lltr-1 
=il+e-25 


benutzt, so finden sich ohne Mühe die beiden Gleichungen: 








(mod. 2) 
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Be a—1 
ae 


Gi ee 
ea 
durch welche die Einheiten &,, d, auf die anderen eg, d zu- 
rückgeführt werden. 


r 


5. Wir behandeln endlich drittens die Congruenz 
(54) f(&) = 2« (mod. 4), 


in welcher f(x,) eine gerade Form sein soll, jedoch wollen 
wir auch hier uns auf den Fall beschränken, wo die Deter- 
minante der letzteren ungerade ist, was n gerade vor- 
aussetzt; es leuchtet ein, dass dann diejenigen Auflösungen, 
für welche sämmtliche Ausdrücke (12) gerade sind, die ge- 
raden Auflösungen der Congruenz sein werden, solche also 
nicht vorhanden sind, sobald « ungerade gedacht wird. Der 
Congruenz (54) kann man die andere 


fy) = 2a (mod. 4), 
in welcher f’(y,) irgend einen Hauptrepräsentanten (mod. 2%) 
der Ölasse von f bezeichnet, und dieser nach der Formel (40) 


des vorigen Capitels eine Congruenz von folgender Gestalt 
substituiren: 


(55) = 2 (a; + Yxy + uy?) = 2u (mod. 4), 


i=1 
in welcher a,;, W; ungerade Zahlen und m die Zahl - bedeuten. 


Wir untersuchen zunächst für ein beliebiges «, wie- 
viel Wurzeln eine Congruenz von der Form 


0° 4 Way a;y? =.« (mod. 2) 
hat. Ist « ungerade, so muss, wenn 
a; gerade d. ı. da,a; — W? = 17 (mod. 8) ist, 


x ungerade, y gerade gewählt werden, also ist nur eine 
Wurzel (mod. 2) vorhanden; ist aber 


a; ungerade d. i. 4a;a; — W?= 3 (mod. 8), 


so kann y gerade und x ungerade, oder y ungerade und & 
beliebig gewählt werden, also sind drei Wurzeln (mod. 2) 
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vorhanden. Umgekehrt wird sich’s verhalten, wenn « ge- 
rade ist. 

Dies vorausgeschickt, bezeichne man mit uw die Anzahl 
der m Ausdrücke 


(56) a2 + YUxy + u, 
für welche der erste Fall statthat d. h. für welche 


2 
ver _ m) En er 1 


ist, mit v die Anzahl derjenigen, für welche dies Symbol 
gleich — 1 ist, sodass u + v = m ist. 

Wenn nun zunächst « gerade ist, so hat man in (55) 
eine gerade Anzahl der Ausdrücke (56) also 


entweder 25 der uw Ausdrücke und 2% der v Ausdrücke 
oder 2h+1 22722 ” ” 2x1 2 27, „ 


von dieser Gestalt ungerade, die übrigen gerade zu machen, 


was 
im ersten Falle 342%. 32% 


im zweiten Falle 34 —-??—1. 32#+1 


Wurzeln der Congruenz 


(57) DD’ (aa? + YUxy-+ ay?) = oa (mod. 2) 


ergiebt. Man erhält die Gesammtzahl der Wurzeln dieser 
Congruenz, wenn man die gedachte Auswahl auf alle mög- 
lichen Weisen trifft und die ihnen entsprechenden Zahlen addırt; 
so findet sie sich offenbar gleich 


u(ua—1).-(u—2h+1) o,_ DIE RLINTB SAU ST IR, 
A A ae OH—m2R, an REN rlak? ‚32% 


EIERN} II OPEN Nr 











u(u—1).-(u—2h) 0, _9n—_ vw—1):--v— 2%) 09, 
a INH ZER-+1) EN 2 Tarot, Su 


— 7 [8 +1Y +8 —- 1]-[A + +(— 3] 
Br i% - B-1].[A +37 — (1-3) 


oder, vereinfacht, gleich 
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Be (1 SE — ) ; 
Nun ist 2m =n und offenbar (— 1)"—= ®, wenn wir zur 


Abkürzung durch © das Jacobi’sche Symbol 


(58) tee 
er, 
“as; — 4) 


i=1 
bezeichnen und letzteres ergiebt sich mittels der aus (40) 
vorigen Öapitels folgenden Congruenz 


n 


‚2 
A=]| | (4a; — U) (mod. 8) 


il 


als identisch mit 
2 


Daraus folgt die Anzahl der Wurzeln der Congruenz (57) 
für ein gerades « gleich 


(59a) en 
92 
und auf ähnliche Weise für ein ungerades « gleich 


(59 b) lie 
92 


Da nun aus jeder Wurzel der Öongruenz (57) je 2" Wurzeln 
der Congruenz (55) oder (54) hervorgehen, lässt sich hiernach 
auch die Anzahl der Wurzeln der letzteren für jeden Werth 
von « bestimmen. Insbesondere erhält man für ein unge- 
rades « nach der gemachten Vorbemerkung folgendes Resultat: 

Die Anzahl derjenigen Wurzeln der Congruenz (54), für 
welche nicht alle Zahlen (12) gerade sind, beträgt 


92n—1 R 1 a. 
92 


und demnach ist die in nr. 1, 3) unter A verstandene Zahl 


(60) Aa ae 
92 
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Aus (58a) ist zu ersehen, dass diese Zahl nur von der 
Ordnung der Form f(x,) abhängig ist. — 

6. In nr. 3 sind die gesuchten Wurzelanzahlen auf einem 
scheinbaren Umwege bestimmt worden, insofern zuerst gewisse 
linear aus denselben zusammengesetzte Ausdrücke ermittelt 
wurden, welche dann leicht jene Anzahlen finden liessen. 

Wir können aber überhaupt für unser Vorhaben, wie 
Minkowski durchgeführt hat, den Zahlen, die wir durch das 
Symbol f{«, N} ausgedrückt haben, andere Ausdrücke sub- 
stituiren, die eben auf dieselbe Weise linear aus jenen ge- 
bildet sind. Setzt man nämlich 


N DBsıhri 
(61) fü, = De" fs, N, 
s=1 
so ist nicht nur die Funktion f(h, N) durch die Zahlen 
fie,N}, 


sondern auch umgekehrt diese durch jene bestimmt, da aus 
der vorigen Gleichung unmittelbar folgende hervorgeht: 


2hari 


N 
N-f{N\= De " .f(h,N). 


h=1 
Die so eingeführte Funktion f(h, N) ist nichts anderes, 
als eine Verallgemeinerung der bekannten Gauss’schen Summe 





N» gsehni 
OBEN 





s—=1 
In der That, da die Form f(x,), wenn man die » Variabeln 
“x, alle verschiedenen Reste (mod. N) durchlaufen lässt, genau 
fis, N} mal den Rest s giebt, wird in der n-fachen Summe 
ahri 
wenn sie bezüglich jeder Variabeln x, auf ein übrigens ganz 
beliebiges Restsystem (mod. N) erstreckt wird, ebenfalls 


2hsti 
f{s, N! mal der Summande e N auftreten, also die Gleich- 
heit 


2hri 
(61a) fü, N Der 
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statthaben, die Funktion f(h, N) mithin als eine »-fache 
Gauss’sche Summe sich darstellen. H. Weber hat diesen 
mehrfachen Gauss’schen Summen eine schöne Arbeit ge- 
widmet*) und gezeigt, dass sie ganz analoge Eigenschaften 
haben, wie die einfachen, und zu entsprechenden Sätzen, zum 
Theil von grosser Einfachheit, führen. Wir halten es für an- 
gezeigt, die hauptsächlichsten Resultate dieser Untersuchung 
unserm Werke einzufügen, werden uns aber bei ihrer Herlei- 
tung nach dem Vorgange von Minkowski die grosse Verein- 
fachung zu Nutze machen, welche aus der Verwendung eines 
Hauptrestes statt der Form f(x,) entspringt. 

Wir heben zunächst einige fundamentale Eigenschaften 
der Summe f(h, N) hervor. 

1) darf h prim gegen N gedacht werden. Denn, wäre 
im Gegentheil h=h’d, N= N’d, unter d den grössten ge- 
meinsamen Theiler von h und N verstanden, sodass nun h’, N’ 
relativ prim sind, so wäre 

Ban ri 
fü, -Der 

wo jede Variable x, noch ein vollständiges RE. (mod. N) 
z. B. die Zahlen 1,2,3,--- N zu durchlaufen hat. Da aber 
zwei (mod. N’) congruente dieser Zahlen denselben Werth des 
allgemeinen Gliedes der Summe ergeben, so leuchtet ein, dass 
jenes Glied für je d Werthe einer jeden Variabeln und somit 
für d” Werthsysteme der Variabeln den gleichen Werth an- 
nimmt, mit anderen Worten, es ist 


En ri 
ß (zo) 
aD 


wo nun nur noch über vollständige Restsysteme (mod. N’) 
zu summiren ist. Man findet also schliesslich: 


(62) fh, N) = (3) fW, NN) 
2) Da 
fa) = (ra) 


ist und, wenn » prim gegen N gedacht wird, rz, gleichzeitig 








*) H. Weber, über die mehrfachen Gauss’schen Summen, Journal 
f, d.r. u. a. Math. 74 S. 14. 





Ueber quadratische Congruenzen. 507 


mit x, ein vollständiges Restsystem (mod. N) durchläuft, so 
findet sich sogleich die zweite Beziehung 
(63) fir®h, N)=f(h,N) 
für jede gegen N prime Zahl r. 

3) Si N= P.%, wo P, Q relative Primzahlen bedeuten. 
Die Variable x, wird dann ein vollständiges Restsystem (mod. N) 
durchlaufen, wenn man in 


= P2%+ 
Yo, 2, vollständige Restsysteme (mod. P) resp. (mod. Q) durch- 
laufen lässt. Geschieht dies für alle Werthe 1,2,---n des 
Index o, so wird 


f(&,) IE f(Pz, + YY,) 
— P2. f(z,) + Q%: f(yo) + PQ 2. 


0 ar 
d. h. 


f(&) = P?- fl) + 9° (yo) (mod. N) 


sein. Also wird 
Ohri 
—— (P?f(z,)-+ 92 /(y.)) 
f(h, N) = > X s . 


d. i. gleich dem Produkte der beiden Summen 
2hPi 2rQi j 
> a: flag) > Pr (vo) 
von denen die erste über ein vollständiges Restsystem (mod. @), 
die zweite über ein solches (mod. P) zu erstrecken ist. Dies 
lässt sich aber folgendermassen schreiben: Es ist 


(64) fh, PQ) ru f(Ph, Q) ö f(Qh, P 
wenn P, @ relative Primzahlen sind. 

Offenbar lässt sich dieser Satz erweitern, sodass er für 
eine Zerlegung der Zahl N in beliebig viele relativ prime 
Faktoren gilt, und gestattet daher, die Bestimmung der Funktion 
f(h, N) für ein beliebiges N auf den Fall zurückzuführen, in 
welchem N eine Primzahlpotenz: N = 4! ist. 

4) Aehnlich, wie die Summe f(h, N) in dem eben be- 
trachteten Falle in ein Produkt von Summen zerfiel, wird 
dasselbe der Fall sein, wenn die quadratische Form f(x,) von 
n Veränderlichen in eine Summe fi(ye) + fa(2e) +; qua- 
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dratischer Formen mit getrennten Veränderlichen %,, 2g,°: 
zerlegt werden kann. Die n-fache Summation f(h, N) zerfällt 
dann, da die Summation nach den Variabeln einer der Formen 
von derjenigen nach den Variabeln einer anderen unabhängig 
ist, in das Produkt der einfacheren Summen 


2hr 2hri 


ey) "R()) 
D’e } ee >’e * Se 
d. h. es ıst 


(65) fh,N)=flh,N) hl, N). 

Auf letzterer Formel beruht im wesentlichen die Verein- 
fachung der Untersuchung, welche durch Substitution eines 
Hauptrestes statt der Form f(x,) erreicht werden kann. Solche 
Substitution ist aber erlaubt; denn, da ein Hauptrepräsentant 
f (Yo), weil mit f(x,) äquivalent, ebenso wohl wie sein Rest 
(mod. N) genau für soviel Werthsysteme der Variabeln (mod. N) 
eongruent s wird, wie f(x,) selbst, so darf man auch 





2hrti 5 
fh N) Da 

und nun statt f’(y,) seinen Rest (mod. N) setzen. 

1. Betrachten wir nun zuerst den Fall N=p, wo 
p eine ungerade Primzahl ist. 

Diese werde erstens als eine solche vorausgesetzt, welche 
nicht in der Determinante A der Form f(x,) aufgeht. Dann 
darf man nach (25) vorigen Capitels 


FYV)ZEUNM ++ ARE dinYn” (mod. pf) 
setzen, woraus 


(66) AZA,9M::-4, (mod. p) 
folgt, und man erhält nach (65) sogleich die Beziehung: 
2ha,rti 


fin, PN) -JI(I: Zn al 


wo in jeder der n» Summen über ein vollständiges Restsystem 
(mod. p) zu summiren ist. Da h zum Modulus »* prim ge- 
dacht werden darf, wie es auch a, ist, findet sich nach der 
Theorie der einfachen Gauss’schen Summen*) 








*, 8. Analytische Zahlentheorie 8. 165. 
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2ha,rni 


9 2 
—.y, h 12 eo 
>’ pt -( 2 


p 








und folglich zunächst 
R nt P!—1 2 
(67) fi, 2) — (7) fe) pi “ ) 
p D 


Ist also N, in Primzahlpotenzen zerlegt, 





N—p.n% en“ Sr 


so gewinnt man hieraus mit Hilfe des Satzes (64) 


N t 

f(h, N) — Llr,;®») 

n A ZA } 
Te) 


p 


also gleich 








Nun ist das hier auftretende Produkt gleich (4)" mal dem 


über jede Combination zweier Primzahlen p,p',p”,--: er- 
streckten Produkte 


pt n (p!\n Pen 
=) - 
- p p 


wodurch der vorige Ausdruck mit Rücksicht auf die Beziehung 


ade (DIET u (© =) 


(mod. 4) 











in den einfacheren: 
ne ne, Ro) 


N N 





übergeht und sich folgende allgemeine, für jeden unge- 
raden und zu A primen Modulus N giltige Formel: 


&  1= EA). 


ergiebt, insbesondere also für h=1: 





fG,N) — em N?. a) 
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das vollständige Analogon zu der für die einfachen Gauss’schen 
Summen und ein zu a primes, ungerades N geltenden Formel 








N Ania y> 1 N—1\2 
Pe a To re > 
IF). 

Man sieht nun leicht, wie auf den eben betrachteten Fall 
der andere zurückkommt, wo p eine in der Determinante A 
aufgehende Primzahl ist. Denn, wenn dann o,, die erste durch 
p theilbare der Invarianten o,, 0, + 0„_ı ist, mithin @,„ die 
erste von Null verschiedene der Zahlen ®,, @,, :- @&1-ı, 80 
nimmt die Congruenz (25) vorigen Capitels folgende Gestalt 
an: 


fY) = fly) + pn (2) (mod. P%), 
(Ye) = uYı? + Yo? ++ Amym, 


fs(2,) aber eine quadratische Form von » — m anderen 
Variabeln ist. Hieraus erhält man aber nach (65) 


wo 


Orhi 2 rthi 
& zu art ta ym) a I 9) 
] t er »% e p € eP Mm 
h,P)—_/ ® | 


wo der erste Faktor, in Analogie mit (67), gleich 





— h m A, (lg Se A, „m [2 3 ) 
Be) le 


der zweite aber, wenn man die 2, nur noch Restsysteme 
(mod. p' ®m) durchlaufen lässt, gleich 


ar Om. e (h, p' = ®m) 


gesetzt werden kann, während nun der Ausdruck 


fu(h, pn 


auf ähnliche Weise weiter reducirt werden kann u.s.f. Man 
erkennt aus dieser Betrachtung leicht wieder, dass 
allgemein f(h,p‘) ausser durch die Ordnung nur durch 
die auf die Primzahl p bezüglichen Einzelcharaktere 
der Form f(x,) bestimmt wird. 





8. Wir wenden uns jetzt zu dem Falle, in welchem 
der Modulus N=2‘ ist, beschränken uns jedoch dabei 
wieder auf die Annahme, dass die Determinante der 
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Form ungerade sei. Es sind in diesem Falle ungerade und 
gerade Formen gesondert zu behandeln. 

Sei zuerst /(z,) eine ungerade Form. Indem man 
sie in der Summe f(h, a durch ihren Hauptrest ersetzt, wird 





B € (a, Ye tayr+ ta, Y,) 


wofür sich sogleich schreiben lässt 


n Irhia, , 
1,2 al, 


“—1 
Ah darf ungerade vorausgesetzt werden. Die Theorie der ein- 
fachen Gauss’schen Summen giebt nun (s. analyt. Zahlentheorie 
S. 153) für die Summe, welche den allgemeinen Faktor des 
vorstehenden Produkts bildet, jenachdem t gerade oder t>1 
ungerade ist, den Werth 
+1 hayni 

93 A A 

woraus, wie leicht zu bestätigen, sich allgemein für £>1 


ahrnta,i , ha,„—1 { 
Y% — 
> 2 =). Dr, : >): 


ergiebt. Da zudem für t> 3 
un ZA (mod. 8), 





wird dann 
nt ha,„—1 
ER 2 \nt 2 \t rn ae 
© 169-9 rien  ) 
Nennt man nun wieder u,» die Anzahl der Zahlen 
I, Gay: Anz 


welche resp. die Form 47 -—+ 1 oder 45 + 3 haben, so findet 


man 


N 


If“ TE a) Ve) es A A en er) | 


A! 
A—1 


Da (—-1P=(— 1) ® und, wenn man v»— 2 +4 


setzt, | 
v—(— La A (— ne je 
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ist, ferner aber aus der Congruenz 


Here (mod. 2) 





sich 





= (2%) (mod. 4) 
ergiebt, so wird 


(70) TR Sf y*) 


% 





ASIA v A—1\2 h—Iın 
(7 en aT ee 
und man sieht hieraus wieder (nr. 3 u. 4), dass f(h, 2%) 
ausser durch die Ordnung der Form f(x,) allein mittels 
ihres Simultancharakters y(o,n — 1) bestimmt ist. 
Ist zweitens f(x,) eine gerade Form, also n gerade, 
so findet man für f(h, 2') folgenden Produktausdruck 


2 ARE (Bay +2 U,ys+20,2) 

1) 7) =]II(De: 4 

”—1 
in welchem die Summe, die den allgemeinen Faktor bildet, 
bezüglich der Zahlen y,z über vollständige Restsysteme 
(mod. 2°) zu erstrecken ist; h darf wieder ungerade voraus- 
gesetzt werden. Man kann diese Summe, wie es H. Weber 
gethan hat, mittels derselben Methode bestimmen, welche 
Gauss in dem entsprechenden Falle der einfachen Gauss’schen 
Summen angewendet. Setzt man nämlich 2!—= 2°?"7.0, wo 
oe= 1 oder 2, jenachdem ? gerade oder ungerade ist, und 

y=2o0.u+u,2=20.v+tv, 

so durchlaufen y, z vollständige Restsysteme (mod. 2°), wenn 
«,v die kleinsten positiven Reste (mod. 2”) und «’, v’ solche 
(mod. 2°0) durchlaufen. Der Exponent in der Summe aber 
nimmt die Gestalt an: 


Drchi, 


x (2a,u? + 2A,u’v’ + 2a,v’?) 





2zchi 


+ — (2a,uun” + Y,(uv’ + u’v) + 2a,vv’) 


gr—1 


+ 2rhoi(2a,u? + 2X,uv + 2a,v?), 
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wo der letzte Bestandtheil fortgelassen werden darf. Man 
findet daher die Summe gleich der folgenden vierfachen Summe: 
( ee (2a, u’ ?-+2U,u'v’-+2a,v'?) 
A | 


(72) u, vo‘ 





2 rthi 
t—1 
e? 





ir 


? 
u, v 


in welcher die innere, nach «u, v genommene, als Produkt zweier 


einfachen: 
2hni Dhri 


> Ei u(2a,u'+Y,v‘) > a De Tate) 
e . e 


U ® 


geschrieben werden kann. Ist nun nicht gleichzeitig 


2a,u + YU,v = 0, U,u’ + 20,0’ =0 (mod. 2771) 
d. h. 








(4a,a, — U,)u = 0, (da,a, — WU’)v = 0 
und folglich 
v=v'=0 (mod. 2°), 
so verschwindet wenigstens einer dieser Faktoren und damit 
zugleich das entsprechende Glied der Summe (72). Es bleiben 
sonach nur diejenigen Glieder derselben bestehen, in welchen 


a eo u 
ist, und die ganze Summe reducirt sich, da für letztere Werthe 
von w’, v’ jeder der vorigen Faktoren den Werth 2” erhält, ein- 
fach auf die folgende: 


2hrei 


98: > ko (2a,u? +2 4,u 2 +20, v1?) 
$ e 
? 


in welcher nun «,,v, vollständige Restsysteme (mod. 2g) zu 
durchlaufen haben. Eine unmittelbare Berechnung zeigt, dass, 
wenn o—=]1 ist, die Summe den Werth 2. (— 1)%, wenn 
oe=2 ist, den Werth 4 hat. Jenachdem nun a, gerade oder 
ungerade ist, wird 


A, = 4a,ı, — WU?=T oder 3 (mod. 8) 


rg 


sein. Man darf demnach in allen Fällen die Summe (72), in- 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 33 





also stets 
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dem man dies Jacobi’sche Symbol zur Abkürzung mit 6, 
bezeichnet, gleich 
(20, RUN ZH 
setzen und findet sodann nach (71) die Formel: 
BT 
f(h, 2‘) =2° . or, 
wenn unter © wieder das Symbol (58) verstanden wird, oder 


einfacher: 
n(t-+1) 


Pe EN Se 
Diese Formel zeigt, dass im gegenwärtigen Falle 
f(h, 2°) nur von der Ordnung der Form f(z,) bestimmt 
wird. 
Kürzer kommt man zu demselben Resultat, indem man 
die Bestimmung der Summe (71) auf den vorigen Fall einer 
ungeraden Form zurückführt. Betrachtet man nämlich die 





SV) 
St 


ungerade Form 
& + 2a,y? + 2U,yz + 2a,2? 
mit der ungeraden Determinante 
A, = 4a,ı, — U? 
und bildet einen ihrer Hauptreste (mod. 2‘), so wird dieser 


die Form haben 
eo? + aa? +0"x”?, 
woraus für {>93 


(74) aaa” = A, (mod. 8) 
hervorgeht. In Folge davon wird 


2hrni Dhri 


DR (2 -+2a, ‚”+24,y2+20,2?) Een —— (e®-+a'x a x''2) 
d. i. nach (69) gleich 
31 
2\8t SENtktern- 
(15) re, 
mal dem Produkte 
ha—1 Rt Keim 
58) (1 +) FT) tie) U Fe 
welch letzteres nach (70) gleich 


AT ray) 


Ueber quadratische Congruenzen. 515 


gesetzt werden kann, wenn v die Anzahl der Zahlen «, «', «” 
welche von der Form 45 + 3 sind, also, da 


? 


2: —— 4a, (, ae Ye Sein 1 (mod. 4) 
ist, 1 oder 3 bedeutet. Da nun andererseits 
ahri &9 h—1 





c 
S 9\t } Ar ie — 
ee ey 

ist, liefert die Division beider Summen durch einander das 


Ergebniss: 


2hri 
ie (2a, +2QA,y2+20,2) 


De : 
ar} A4,—1 


ne En 
sage nl, 


was, vereinfacht, gleich 
+1, FAR ei 13 | 


und mit dem auf dem früheren Wege Gefundenen identisch 
ist, wenn man zeigen kann, dass 


nel (z) — 6, 


ist. Dies folgt aber aus der Bemerkung, dass die Congruenzen 
& 1 20,9? +2 U,yz + 20° = 
X -H ac? + a'x v9 


die gleiche Anzahl Wurzeln haben müssen; die erstere von 
ihnen hat, da & ungerade und a,y? + WA,yz + a,2? gerade sein 
muss, 8(2 + 0,) Wurzeln, die zweite aber, jenachdem v —= 1 
oder 3 ist, 24 oder 8 d. i. 


ler ei ur) 


Wurzeln, woraus in der That 


16, 














und 





333 
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Achtes Capitel. 


Neue Definition des Geschlechts. 


1. Im sechsten Capitel sind diejenigen Ölassen einer ge- 
gebenen Ordnung, welche gleiche Charaktere haben, als ein 
Geschlecht von Classen oder Formen definirt worden. Das 
Geschlecht, welchem eine gegebene Form f von n Variabeln 
angehört, bilden also diejenigen Formen, welche dieselbe An- 
zahl der Variabeln, denselben Index r, dieselben Invarianten 
und dieselben quadratischen Charaktere besitzen wie fr Nun 
hat Minkowski an Stelle dieser Definition eine andere 
gesetzt, welche sich als geeigneter erweist, namentlich insofern, 
als sie eine tiefere Einsicht bezüglich des Maasses eines Ge- 
schlechts gewährt, von dem wir später ausführlich handeln 
werden. Indem wir diese entwickeln wollen, führen wir vor 
allem den Begriff ein, auf welchen sie sich gründet. 

Wir nennen die (lassen zweier Formen f und g 
(von n Veränderlichen und demselben Trägheitsindex z) ein- 
ander (mod. N) congruent, in Zeichen: 


(1) >29 (mod. N), 

wenn es in der ÖOlasse von f eine Form g und in der 
Classe von g eine Form % giebt, welche (mod. N) den- 
selben Rest lassen, für welche also 

(2) po=vY (mod. N) 

ist. 

Aus dieser Erklärung fliessen sogleich einige einfache 
Folgerungen. 

1) Sind die Classen von f und g einander (mod. N) 
congruent, so ist jede Form der ersteren Classe einer Form 
der zweiten congruent. Denn, wendet man auf p jede Sub- 
stitution (g;,) mit dem Modulus 1 an, so entsteht jede Form 

P— (Gi) °P (ir) 
der Ulasse von f, und ebenso aus Y je eine Form 
u — (9) 4 (gie) 


der Classe von g, wegen (2) aber ist 


Neue Definition des Geschlechts. 517 


vy’= 9’ (mod. N). 
Hieraus folgt offenbar, dass die Reste der Formen der einen 
Classe mit den Resten der Formen der anderen, in geeigneter 
Reihenfolge genommen, übereinstimmen. 

2) Aus fg und fg’ (mod. N) folgt auch 

.9Ig' (mod. N). 
Denn, da nach der letzten Bemerkung die Reste der Formen 
in der Classe von f sowohl mit den Resten der Formen in 
der Classe von g, als auch mit denjenigen der Formen in der 
Classe von g', in geeigneter Reihenfolge gedacht, überein- 
stimmen, so müssen auch die Reste der Formen in der Ülasse 
von g, mit denjenigen in der Ülasse von g’ in geeigneter 
Reihenfolge genommen, es thun, mithin enthält die Classe von 


2 


g zu jeder Form Y von g eine Form ı’, für welche 


v=w’ (mod. N) 
ist, und es ist also 
g>g (mod. N). 

Auf Grund dieser Bemerkungen behaupten wir nun: Das 
Geschlecht von f wird von denjenigen Classen von 
Formen gebildet, welche von gleicher Variabelnan- 
zahl und gleichem Index r und mit der Classe von f 
nach jedem Modulus congruent sind. Um dies zu be- 
weisen, haben wir zweierlei zu zeigen: 

Erstens, dass jede Classe von Formen, welche » Variabeln 
und den Index r hat und derjenigen von f nach jedem Modulus 
congruent ist, zu demselben Geschlecht gehört, wie f; und 

Zweitens, dass jede Classe des Geschlechts von f mit 
der Classe von f nach jedem Modulus congruent ist. 

Bei diesem Nachweise setzen wir, wie von nun 
an überhaupt, die Determinante der Formen als un- 
gerade voraus. 

Wir beginnen mit dem ersten Nachweise, welcher ein- 
facher zu leisten ist, und fragen deshalb nach den Bedingungen, 
unter welchen die Classe von g (bei gleicher Variabelnzahl 
und gleichem Index wie f) der Classe von f nach jedem Mo- 
dulus N congruent sein kann. Sei g’ eine hinreichend hohe 
Potenz einer Primzahl gq. 
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Wegen der Annahme fg (mod. g) müssen die Reste 
(mod. q’) der Formen der Classe von f mit denjenigen der 
Classe von 9 in gewisser Reihenfolge übereinstimmen; ist 
mithin f’ ein Hauptrepräsentant der ersteren Ölasse (mod. 4‘), 
so giebt es eine Form g’ der zweiten Classe von der Be- 
schaffenheit, dass f’ = g’ (mod. g*) ist. Wenn g zunächst un- 
gerade ist, so lehrt die Congruenz (25) des sechsten Capitels 
bei hinreichend grossem ? nicht nur für f’, sondern auch für 
g’ die entsprechenden Zahlen ©, d.i. die höchsten in den 
o-Invarianten der Formen f, g aufgehenden Potenzen von 9 
kennen und zeigt, dass dieselben für die Form g mit denjenigen 
für die Form f übereinstimmen müssen. Ist aber g=2, so 
schliesst man in gleicher Weise aus der Congruenz (47) da- 
selbst nicht nur, dass die höchsten Potenzen von 2, welche in 
den o-Invarianten beider Formen enthalten sind, die gleichen, 
sondern auch, dass die o-Invarianten beider Formen überein- 
stimmen. Soll mithin fg sein nach jedem beliebigen Mo- 
dulus, so ersieht man sogleich, dass die o-Invarianten, wie die 
6-Invarianten für beide Formen dieselben d.h. dass die beiden 
Formen von gleicher Ordnung sein müssen. — Also haben 
sie auch gleiche Determinante 7; und da nun nach der Vor- 
aussetzung fg (mod. 2) sein soll, so wird, wenn jetzt f’ 
irgend eine (mod. 2) charakteristische Form der (lasse von 
f bezeichnet, in der Classe von g eine Form g’ vorhanden sein 
müssen, für welche 


(3) f'=g (mod. 27) 
ist. Diese Form ist jedenfalls ein Hauptrepräsentant der (lasse 
von g (mod. 21), man darf sie aber, wie aus nr. 9 des 
sechsten Capitels hervorgeht, auch als eine charakteristische 
Form dieser Classe voraussetzen, und demnach erschliesst man 
dann mittels der Congruenzen 
Om VRRREN — Om me 1 0m (mod. gr 9m—2) 

resp. 

Om len — Om Am—i 0 (mod. Gm 
welche für die einzelnen in 2/7 enthaltenen Primzahlpotenzen 


aus (3) hervorgehen, wie man unschwer erkennt, den Um- 
stand, dass f„ und g„ bezüglich jedes der in Frage kommen- 
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den Moduln gleiche quadratische Charaktere haben 
müssen. 

Aus alle diesem hat man zu schliessen: dass, wenn 
die Olasse von g nach jedem Modulus der Classe von 
f eongruent sein soll, sie nothwendigerweise gleiche 
Ordnung und gleiche Charaktere haben, also zu dem- 
selben Geschlechte gehören muss, wie f. 

2. Indem wir uns nun zu dem schwierigeren Theile 
unserer Aufgabe, dem Nachweise des umgekehrten 
Satzes, wenden, beginnen wir mit einer Vorbemerkung. Im 
vorigen Capitel ist festgestellt, dass für eine Form f(x,) der 
Ausdruck f(h, pf) und — da die Determinante der Form 
ungerade vorausgesetzt ist — auch der Ausdruck f(h, 2%) 
durch das Geschlecht der Form vollständig bestimmt wird. 

Ist demnach 9(x,) eine Form aus demselben Geschlechte 
wie f, so werden nicht nur, auf jede Primzahl bezüglich, die 
Gleichungen 


(4) Om(f) = @n(9) 
(5) Gm(f) = Im(9) 
(n=1,3,::-n—1), 


sondern auch die folgenden beiden erfüllt sein: 


(6a) f(h, p) = g(h, p‘) 
(6b) fh, 2) — 9(h, 2%). 
Da ausserdem die Determinante beider Formen .f, g — nennen 


wir sie A(f), 1(g) — einander gleich, also auch nach jedem 
Modulus eongruent sind, hat man die Congruenz 


(Ta) Af) = 4(g) (mod. pt%n—2) 
resp. | 
(7b) Af) = 4(g) (mod. 0,_, 2 +’r—2), 


in welchen 0,_, die auf die Primzahl p» resp. 2 bezügliche 
Zahl &%,_s(f) = %-2(9) ist. 

Lässt sich demnach zeigen, dass die Olassen zweier Formen 
f, 9, welehe den Bedingungen (4) bis (7) Genüge leisten, nach 
dem Modulus »’ resp. 2% einander congruent sind, so wırd 
dies auch gelten von den Ülassen zweier Formen f, 9, welche 
gleichen Geschlechts sind, und letztere folglich nach jedem 
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Primzahlpotenz-Modulus, also auch — wie aus nr. 7 des sechsten 
Capitels zu erkennen ist — für jeden beliebigen Modulus über- 
haupt congruent sein. Es wird sogar genügen, den gedachten - 
Umstand für solche Primzahlpotenzen nachzuweisen, die eine 
gewisse Grenze überschreiten, da Ölassen, welche nach einem 
bestimmten Modulus congruent sind, es auch nach jedem 
Theiler desselben sein müssen; und so dürfen wir t>v,_1 
und 4>1-+ v»,_ı voraussetzen. Wir betrachten nur primi- 
tive Formen. 

Es handle sich nun zuerst um einen Modulus pf. 
Setzen wir also voraus, für die (gegen p primen) Formen f, 4 
bestände ausser den, der Primzahl p entsprechenden Gleichungen 
(4) die Beziehung 


(6a) f(h, p') + gCh, p') (t > U%n—1), 


sowie die Congruenz (Ta): 
af) = 4(9) (mod. p+%n-2). 
Da f(&,), 9(&,.) prim gegen p sind, lässt die Congruenz 
f(%,) = ® (mod. p‘) 


g9(%,) = « (mod. Pf) 
für ein- und dasselbe durch p nicht theilbare & eine Lösung 
zu. Seien %,,%g,''"%„ eine solche Lösung der ersteren dieser 
Congruenzen. Da diese Zahlen nicht sämmtlich durch p theil- 
bar sein können, giebt es Zahlen 
‘een ae (mod. p}) 
welche ohne gemeinsamen Theiler sind, und eine unimodulare 
Substitution 
2, RE: 


Eh 


wie die Congruenz 


. . . ? 

: &, a. 
in welcher dieselben die erste Spalte bilden und durch welche 
sich die Form f(x,) in eine äquivalente Form 9 verwandelt, 
deren erster Coefficient f(&,) = « (mod. p‘) ist; die Form 
aber geht, gerade wie bei Herleitung der Formel (22) des 
sechsten Capitels, durch eine geeignete weitere Substitution, 
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welche die erste Spalte nicht verändert, in eine äquivalente 
Form % über, welche der Congruenzgye 


= a? + pm .f’(ay) (mod. pi) 


genügt, unter f’(x,) eine Form von » — 1 Veränderlichen 
verstanden, für welche die Beziehung besteht: 
(8) m) = an{f), 


(m=2,3,:-:n—1) 
und zudem ergiebt sich nach Formel (65) und (62) vorigen 
Capitels diese andere, in welcher =t— o, ist: 

2hami ,, 
Bader N), 
auch schliesst man noch aus der für » bestehenden Congruenz 
(mod. pf) die folgende: 
(10) A(f)- peda = ED (mod. pt%-2). 





Aus ganz gleichen Erwägungen aber gelangt man zu dem 
Ergebniss, dass auch die Form g(x,) einer Form x äquivalent 
ist, für welche 

= ad + pP” g’(0g) (mod. pf) 
ist und die Beziehungen 
(11) Om-ı(9) = @m(9) 
(m=2,3,:-:n—1) 
2hani , 
A) = der -pemmu.g’(h,p‘) 
und die ÖCongruenz 
(13) Ag) peda — 2 (mod. ptdn-2) 





erfüllt sind. Da nun wegen (6a) 
uch, Pf) = x(h, pP) 
sein muss, findet sich aus (9) und (12) die Gleichung 


(14) FhpP)—=ygeCh,r) 
_ während aus (4), (8) und (11) 
(15) Om—ı(f') = @m-ı(9)) 


(m=2,3,:::n—|1) 


und (für n > 2) aus (10) und (13) 
(16) © A) = A(g) (mod. p+-3) (> u.) 
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hervorgeht. Die Beziehungen (14) bis (16) sind aber für die 
Formen f”, 9’ mit » —dg Veränderlichen, welche, wie f und g, 
prim gegen p sind, dasselbe, wie die Bedingungen (4) bis (7) 
für die Formen f, g mit » Veränderlichen. Setzt man daher 
die Richtigkeit unseres Satzes für Formen vonn—1>2 Ver- 
änderlichen voraus, so ergiebt sich die Folgerung: Wenn die 
Voraussetzungen (4), (6) und (7) (mod. 9), (t>v„_ı) erfüllt 
sind, so sind die Classen der beiden Formen 

f’, 9° (mod. p') ( > vn.) 
congruent d. h. durch eine geeignete, nur die Veränderlichen 
von f' betreffende Substitution geht f’ in eine äquivalente 
Form f”(z,) über, welche mit g’(x,') (mod. p) congruent ist, 
und somit zugleich % in eine andere äquivalente Form %’, 
welche der Congruenz 

v=zas+ pr" fln)=x (mod. p) 
genügt, man erhält mit anderen Worten 
f>g (mod. pf). 

Auf solche Weise wird unsere Behauptung bezüglich des 
Modulus p‘ für zwei Formen mit » Veränderlichen bewiesen 
sein, wenn man nachweisen kann, dass sie für zwei Formen 
von zwei Veränderlichen erfüllt ist. Dies ist aber leicht zu 
bestätigen, denn, versteht man im Vorigen unter f, g zwei 
solche Formen, so nehmen die Congruenzen für y und y die 
Gestalt an: 


va + pre, ya + pr ya” (mod. pi), 
wo wegen (10) und (13) 


pr B= p”y (mod. pf) 
v = y (mod. pf) 


also auch 


gefunden wird. 
3. Wir betrachten zweitens den Modulus 2%, 


Lo > (NSS -- 1. 


Seien also f, g zwei (gegen 2 prime) Formen, für welche die 
Beziehungen (4), (5), (7b) sowie endlich die Gleichung 


(17) fh, 2%) = g(h, 2%) 
erfüllt sind; dann ist zu zeigen, dass fg (mod. 2%). Da 
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dieser Umstand stattfindet, sobald er für zwei mit f resp. g 
äquivalente Formen erfüllt ist, und..da die vorausgesetzten 
Beziehungen, wenn sie für f und g stattfinden, auch für zwei 
mit ihnen äquivalente Formen zutreffend sind, so braucht man 
den behaupteten Satz nur für zwei Hauptrepräsentanten f,, 9 
der Classen von f, 9 (mod. 2%) zu beweisen. 

Sei zuerst 6, =1. Da die Determinante ungerade ge- 
dacht wird, nehmen die vorausgesetzten Beziehungen die Ge- 


stalt an: 
Om(f) a On(9) =— 0) 
Om(f) = nl) = 1 
(m=1,2,:::n—|]) 
und 


Af)= Ag) (mod. 2%), 
und nach (31) des sechsten Capitels darf man 
18) A=zaz?+a a” +: + a" Vz,” (mod. 2%) 
voraussetzen, wo a,@,:-: a” ungerade Zahlen sind. Sei 
& irgend eine der ungeraden Zahlen, für welche die Congruenz 
fo(&,) Z « (mod. 2%) eine Lösung in nieht lauter ungeraden 
Zahlen &,, &%,*':%„ besitzt (z. B. wäre «—=@ eine solche 


Zahl); da &,,&,-:-%„ auch nicht sämmtlich gerade sein können, 
lassen sich Zahlen 

een BEN,’ en (mod. 2%) 
so wählen, dass sie des letzteren Umstandes willen ohne ge- 
meinsamen Theiler, des ersteren wegen nicht sämmtlich unge- 
rade sind. Alsdann lässt sich eine unimodulare Substitution 
mit der ersten Vertikalreihe &,, &, :-:&. bilden, durch welche 
die Form f, in eine äquivalente Form mit dem ersten Üoeffi- 
cienten fy(&,) = « (mod. 2%) übergeht, und diese lässt sich 
weiter durch eine Substitution, welche die erste Vertikalreihe 
nicht ändert, in eine äquivalente Form % verwandeln, für 
welche eine Congruenz stattfindet von folgender Gestalt: 
19) v= aß +f’(u/) (mod. 2); 
die Form f’(x,) ist prim gegen 2 und es findet sich, gerade 
wie in nr. 4 des sechsten Capitels, 


m) nf) 


(m=2,3,:::n—]1) 
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sowie, falls o,(f)=1 ist, auch 


inf) = n(f) 


(m=2,3,°':n—]1) 


und endlich mittels des bekannten Hilfssatzes die Congruenz 
Ar) ER (mod. %). 


Dass aber 6,(f)=1 ist, davon überzeugt man sich leicht. 
Ist nämlich 
N He 


RL nr (n—1) 

ED ei 

| med 

die unimodulare Substitution, durch welche f, in y) verwandelt 

wird, so ergäben sich, falls o,(f) = 2 wäre, aus der Con- 
gruenz (19) die Bedingungen: 

antun L-:: + an-DE,n, 0 = 0 

an? En a’, 9? E= ... „4 ar —»d 179% = 0 


G=1,23,:::n—1) 


(mod. 2), 


aus denen diese anderen: 
YET IH A e — Una 
G=1,2,:::n—ı1) 


folgen; fügt man ihnen die offenbar stattfindende: 
dd He Da FED 


hinzu, so liefern sie 
u -l1=,—-1=.  =5,—1=0 (mod. 2) 


entgegen den bezüglich der Zahlen &,, &,-:: &. getroffenen 
Bestimmungen. 

Für die Form g, gelten ganz dieselben Betrachtungen. 
Indem wir mit ß irgend eine der ungeraden Zahlen bezeichnen, 
für welche die Congruenz 


! I0(%) = B (mod. 2%) 
in nicht lauter ungeraden Zahlen auflösbar ist, finden wir 9, 
mit einer Form x äquivalent, welehe der Öongruenz 


(21) = ß& + 9°(8, )- (mod. 2%) 
genügt, und erhalten für die gegen 2 prime Form g’(z,) die 
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Beziehungen 
Om—i (g’) = Om (9) 
OGm—1 (g’) — Om (9) 


(m=2,3,:::n—]1) 


sowie die Congruenz 
Ag)= ar (mod. 2%). 


Man darf aber = « voraussetzen. Zum Beweise be- 
merke man zuvörderst, dass nach der vorausgesetzten Gleichung 


(17) auch 
fie,2%) —gie, 2%) 
ist, dass also für jedes «& die Congruenz 
, fo (X) Z « (mod. 2%) 
die gleiche Anzahl Wurzeln hat, wie die Congruenz 
90(%;) = a (mod. 2%). 
Ist nun zuerst n gerade, so lässt keine der beiden Con- 


gruenzen eine Lösung in lauter ungeraden Zahlen zu, man darf 
folglich = « wählen. — Ist aber n > 1 ungerade, so bemerke 
man, dass die Form f,(%,), da sie offenbar für e . 2”! Restsysteme 
X, 8, &n (mod. 2%) ungerade wird, und unter ihnen sich 
2" Restsysteme in lauter ungeraden Zahlen befinden, 


fir sel 2 





: ) Systeme, die nicht alle ungerade sind, 


gan—1 

einen ungeraden Rest lässt. Dasselbe gilt von der Form 9,(%,), 
zudem lässt aber letztere, wie bemerkt, jeden möglichen ihrer 
Reste genau so oft wie die Form fy(&,)., Wenn demnach 
sämmtliche ungeraden Reste der Form g,(2,), welche sie für 
nicht lauter ungerade &,, &,, -'-&„ liefert, von den Resten 
«a verschieden wären, welche so von der Form f,(®,) ge- 
liefert werden, so müssten die letzteren von der Form g,(#,) 
mittels lauter ungerader &,, &%,:':%„ geliefert werden, und 
somit müsste gewiss 


age) srl to TAN 
uns 12 (1 “) 


sein, was nicht der Fall ist. Mithin darf man auch in diesem 
Falle $ = « wählen. 


Und sonach erschliesst man aus den für f’, g erhaltenen 
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Beziehungen diese anderen: 


Om—ılf )— m-ı(9)— 0 

nf) ml) — 1 

Af)=4A(g) (mod. 2%). 
Zu ihnen kommt endlich, ganz wie im Falle des Modulus pf, 
noch die Gleichheit 

f’(h, 2%) — 9(h, 2) 

hinzu, sodass die beiden Formen f’, g’, da zudem o,(f) =1, 
ganz analogen Voraussetzungen genügen, wie die ursprüng- 
lichen Formen f,g. Setzt man daher den zu beweisenden 
Satz für Formen mit »n — 1 Variabeln als richtig voraus, so 
ergiebt sich seine Richtigkeit auch für Formen mit » Variabeln; 
und da er für Formen mit 2 Variabeln wieder unmittelbar 
einleuchtet, ist er allgemeingiltig bewiesen. 


4. Sei zweitens o, =2. Der ungeraden Determinante 
wegen kann dann 


N 


2 
fi — > 2 (023: —ı — W;xXe;_ı%a: + 1,22:) (mod. 2%) 


ii 

vorausgesetzt werden. Ist nun « irgend eine der ungeraden 
Zahlen, deren Doppeltes durch die gerade Form /, darstellbar 
ist, so leuchtet ein, dass nicht sämmtliche darstellenden Zahlen 
X, %g, ''%n gerade sein können, und folglich lassen sich 
Zahlen 
en, =, a =%. (Mod. 2%) 

ohne gemeinsamen Theiler, welche also auch nicht sämmtlich 
gerade sind, und ihnen entsprechend eine unimodulare Sub- 
stitution bestimmen, deren erste Vertikalreihe jene Zahlen bil- 
den und durch welche f, in eine äquivalente Form mit dem 
ersten Coeffieienten 


fo(&) = 2« (mod. 2%) 
übergeht. In dieser Form 


[0% — I biryıyı 


können nicht sämmtliche Coeffieienten b,,, Bis, din gerade 
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sein; denn, ist (20) die Substitution, so wird 


Det = Det e ER + MrlEssın + En) 
l + 2a;83:n87) (mod. 2) 


VE sale 23) Aka wi WU Paten mih-Y ie ll bh 
+ en + una (mod. 2); 


wären aber alle diese Ausdrücke für =1,2,:-:n — 1 con- 
gruent O0, so erhielte man, da auch 


5,5 + E51 te Eu 3 ir te BE r ER —+ ERERET —=0 


ist, für &,, &, 8. lauter gerade Werthe, was sie nicht sind. 
Man kann daher, gerade wie in nr. 5 des sechsten Capitels, 
ohne die erste Vertikalreihe der Substitution zu verändern, 
die Form @ weiter in eine äquivalente Form % überführen, 
welche, da ©, = 0 ist, der Congruenz genügt: 


22) v=2( HU + ad) + l@e) (mod. 2%), 
worin U eine beliebige ungerade Zahl ist; die Form f’(x,) 


ist eine gegen 2 prime gerade Form, also o,(f)=2, und nach 
den in jener nr. gegebenen Sätzen folgen die Beziehungen 


Om—2(f) = @n(f) 
Gm-2(f) = inf) 


(m =3,4,::-n —|1) 


also 


sowie mittels des Hilfssatzes in nr. 8 daselbst folgende Con- 
gruenz: 
(daa — A) -a(f)=E Alf) (mod. 2671). 

Ganz ebenso kann man g, in eine äquivalente Form x 
verwandeln, für welche eine Congruenz 
23) .=2(ß+ BEE + 65°) + 9 (ae) (mod. 2%) 
stattfindet, unter ß irgend eine der ungeraden Zahlen ver- 
standen, deren Doppeltes durch g, darstellbar ist, unter B eine 
beliebige ungerade Zahl und unter 9’(z,) eine gegen 2 prime 
gerade Form. Aber man darf hier zunächst 2 =2« 


voraussetzen, denn wegen der vorausgesetzten Gleichung 


(17) ist auch 
foi2e, 2%); = 9 |2«, 2%) 
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d. h. zugleich mit 

fo(&e) Z 2« (mod. 2%) 
ist auch 

Io(&e) = 2a (mod. 2%) 


erfüllbar. 

Ferner darf man b=a (mod. 2) annehmen. Denn, 
wäre dies nicht der Fall, so könnte man zunächst, wenn nicht 
schon einer der Haupteoeffieienten von g’(&,) congruent 2 
(mod. 4) wäre, dies — wie an der angeführten Stelle ausein- 
andergesetzt worden — durch eine Substitution, welche nur 
die Variabeln x, berührt und demnach die Gestalt der Con- 
gruenz (23) nicht ändert, erreichen; ist alsdann etwa der Coeffi- 
cient 2c von x? congruent 2 (mod. 4), so würde die weitere 
Substitution 

se, et 
und dann das Verfahren der nr. 5 des sechsten Capitels b in 

b=b+ce=b-+1 (mod. 2) | 
vezwandeln, wo nun b,, wenn b nicht =a (mod. 2) wäre, der 
Bedingung b’= a (mod. 2) genügt. Hiernach wird 
4pb — DB’ = 4aa — W? (mod. 8) 

vorausgesetzt werden dürfen, in Folge wovon es möglich 
wird, eine Zahl z der Congruenz 
(24) 4Bb — DB’ = (da — A?)2? (mod. 2% +1) 
und eine andere 2” der Öongruenz 

22’ =1 (mod. 2%+!) 
gemäss zu bestimmen. Da alsdann die Determinante 


11 
U ER E 
00 2.-.0|=1 (mod. 2%) 





000-...1 
ist, lässt sich eine unimodulare Substitution angeben (s. nr. 5 
in Cap. 4), deren Coeffieienten den Elementen dieser Determi- 


nante (mod. 2%) congruent sind, und durch sie geht offenbar x 
in eine äquivalente Form xy’ über, welche einer Congruenz 


v = Xu? + Be’ 68° + 62’? 8%) + g’(m,) (Inod, 2%) 
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Genüge leistet. Wenn man hier & in &-+ u&’ verwandelt und 
uw der Congruenz 
2eu +Bze = (inod. 2%) 

gemäss wählt, nimmt diese Congruenz die neue Gestalt an: 
25) = 2(a + UEE + 08’?) + g’l@,) (mod. 2%), 
wie aus (24) und ß=« (mod. 2%) leicht hervorgeht. 

Die Form g’(&,) bedeutet in diesen Congruenzen wieder 
eine gegen 2 prime gerade Form, sodass 0,(g9’)=2 ist, wäh- 
rend (wie in nr. 5 des sechsten Capitels) die Beziehungen 


Om—2(I) — @m(9) 
Gu—2(9 ) = (9) 
(m=3,4.::n—1) 
sowie aus dem Hilfssatze in nr. 8 daselbst die Congruenz 
(dan — W) (9) = 4(g) (mod. +1) 
zu erschliessen sind. Nun folgt wieder, wie in den früheren 
Fällen, aus (17) die Gleichung 
f(h, 2%) = g’(h, 2%), 

während die für f’, 9’ schon gewonnenen Beziehungen die 
folgenden anderen Gleichungen 


Om(f ) = @m(g') 
nf) = ing‘) 


(m=1,2,:::n—3) 


sowie die Uongruenz 
Af)=4(g’) (mod. 2%+%) 


ergeben. Die Formen f‘, g von nur n — 2 Variabeln erfüllen 
demnach genau dieselben Voraussetzungen, wie die ursprüng- 
lichen Formen f, g von n Veränderlichen. Man gelangt somit 
zu der Folgerung: Ist der behauptete Satz richtig für zwei 
gerade Formen mit n — 2 Veränderlichen, so folgt aus unseren 
bezüglich der Formen f, 9 gemachten Voraussetzungen f' Sg’ 
(mod. 2’), es kann also y’ durch eine nur die Veränderlichen 
x, betreffende und daher die Gestalt von (25) nicht ändernde 
Substitution in eine äquivalente Form g” verwandelt werden, 
für welche f’==g” (mod. 2%) ist, und folglich y’ in eine 
äquivalente Form x”, welche der Bedingung 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 34 
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= Xu HU +) +9") 
also der Congruenz 
= x" (mod. %) 
Genüge leistet. Demnach gilt dann der Satz auch für zwei 
gerade Formen mit » Veränderlichen. Setzt man aber bei der 
voraufgehenden Betrachtung f, g als zwei solche Formen mit 
nur 2 Variabeln voraus, so erhalten die Congruenzen (22), (25) 
beide die Gestalt 
2a, MEE 06 2) ey (made 
und lehren somit unmittelbar die Giltigkeit des Satzes ın 
diesem Falle, und folglich auch allgemein. — 

5. Nachdem wir durch die Betrachtungen der letzten 
Nummern die Identität der neuen Definition eines Geschlechts 
von Formen mit der früheren nachgewiesen haben, können 
wir sie nunmehr etwas einfacher fassen. Nur dem Anscheine 
nach hängt die Zugehörigkeit einer Form zum Geschlechte 
von f nach dieser Definition von unendlich viel Kriterien, der 
Congruenz der Classen nach jedem beliebigen Modulus ab; 
wir dürfen ihnen die Congruenz nach dem einzigen Modulus 
2.4 substituiren, wenn wir gleichzeitig die Form auf die Ord- 
nung von f beschränken, und dürfen sagen: Diejenigen 
Classen von Formen derselben Ordnung wie f bilden 
das Geschlecht der Form f mit der Determinante 4, 
welche mit der Olasse von f (mod. 21) congruent sind. 
In der That, da sie nach jedem Modulus ihr congruent sind, 
müssen sie es auch (mod. 2.7); umgekehrt aber folgt aus ihrer 
Congruenz nach diesem Modulus (s. nr. 1), dass sie mit /, wie 
nach der Voraussetzung die Ordnung, so auch die Charaktere 
gemeinschaftlich haben, also dem gleichen Geschlechte ange- 
hörig sind. 

Endlich lässt sich auch die Definition der Congruenz fg 
(mod. N) zweier Olassen auf eine andere, für die Folge zweck- 
mässigere Weise fassen. Sind nämlich die Classen zweier 
Formen 

{= la.) und.g— {b,,! (mod. N) 
congruent, so giebt es in der lasse von f eine Form = {«;,!, 
in der Classe von g eine Form d = {ß;,}, welche der Con- 
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gruenz | | 

(ir) = {ßir) (mod. N) 
genügen. Gehen diese Formen aus f resp. g durch die uni- 
modularen Substitutionen (g:,), (r:,) hervor, sodass 


(&;) = (9x1) : (dir) : (ix) 

(Bir) = (Fri) (bin) (Fin) 
ist, so ergiebt sich, wenn unter (g;,) die inverse Substitution 
(r;„) verstanden wird 


(bir) — (0x1) : (Bir) (Qir) = (Qxi) ° (&ix) (ix) (mod. N) 


also 
(0x:) (9x:) : (@iz) : (Gix) (Qi) = (biz) (mod. N). 


Es giebt mithin eine Substitution vom Modulus gleich 1, also 
auch congruent 1 (mod. N), welche {a,,} oder auch irgend 
einen Rest von {a;,} (mod. N) in einen Rest von {b,,! 
(mod. N) verwandelt. 

Sei umgekehrt [a;,} irgend ein Rest von [a;,} (mod. N) 
und (s;,) eine Substitution, deren Modulus =1 (mod. N) ist 
und welche {a,,} in einen Rest [b,,}! von {[b,,} verwandelt, 
so verwandelt sie erstens jeden Rest von {[a;,} in einen 
Rest von {b;,!. Zweitens kann man eine Substitution (#;,) 
finden, deren Modulus gleich 1 und welche == (s;,) (mod. N) 


ist. Sei dann 
(bei) * (Gr): (bix) = (0); 
so folgt 


(&.) = (8:1) : (Air): (Si) = (dir) = (bi,) (mod. N) 


und somit giebt es eine Form der Ülasse von f, welche mit 
einer Form der Classe von g, nämlich mit g selbst, congruent 
ist, und folglich ist fg (mod. N). 

Aus beiden reciproken Ergebnissen schliesst man offenbar 
diese neue Definition für die Congruenz zweier Ölassen 
(mod. N): 

Zwei Classen von Formen heissen einander (mod. N) 
congruent, wenn es eine Substitution giebt, deren 
Modulus =1 (mod. N) ist und durch welche die Reste 
der einen Olasse in Reste der anderen übergehen. 

6. An diese Definition für die Congruenz zweier Ülassen 


34* 
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(mod. N) schliessen wir die für die Folge erforderliche Unter- 
suchung, wieviel Reste ‘ein Geschlecht in Bezug auf 
einen gegebenen Modulus N haben kann. 

Ist f der Repräsentant des Geschlechts, d. i. irgend eine 
in ihm enthaltene Form, so ist klar, dass die Reste dieses 
Geschlechts (mod. N) jedenfalls nur Reste solcher Formen 
sein können, für welche 


(26) f> 9 (mod. N) 


ist, denn die Formen p des Geschlechts von f leisten der Con- 
gruenz fS p in Bezug auf jeden Modulus, also auch (mod. N) 
Genüge. Ist aber p eine solche Form, so muss der gedachten 
Definition zufolge f durch eine Substitution, deren Determi- 
nante =1 (mod. N) ist, in einen Rest von p (mod. N) ver- 
wandelt werden. Mithin werden jedenfalls sämmtliche Reste 
des Geschlechts (mod. N) unter denjenigen zu finden sein, 
welche man erhält, wenn man auf f sämmtliche Substitutionen 
T, deren Determinante = 1 (mod. N) ist, anwendet. Um die 
verschiedenen Reste zu finden, braucht man offenbar nur 
die incongruenten Substitutionen 7’ zur Anwendung zu 
bringen. Angenommen nun, vermittelst dieser Substitutionen 
T finde man aus f die X verschiedenen Reste 


I, Is Mm (mod. N), 


so ist gewiss, dass das Geschlecht von f nicht mehr als diese 
I Reste (mod. N) darbieten kann. Aber zudem sind sie auch 
wirklich vorhanden. Man sieht nämlich leicht ein, dass sie 
sogar schon von jeder Classe des Geschlechts z. B. von der 
Classe von f selbst geliefert werden. In der That, sind 


DT 


solche Substitutionen 7, durch welche f in die Formen 
91, 9, "9m (mod. N) übergeht, so lassen sich ebenso viel 
verschiedene Substitutionen S,, S,, -: : Sy bilden, welche jenen 
(mod. N) congruent sind und den Modulus 1 haben, und offen- 
bar geben die vermittelst derselben aus f hervorgehenden 
Formen der Classe von f die Reste 9, 99, gm (mod. N). 

Zur Ermittelung der Zahl N suchen wir vor Allem die 
Anzahl der incongruenten Substitutionen 
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(27) lt, 

(NR =I2e 7) 
deren Modulus = 1 (mod. N) ist. Um sie alle zu finden, 
denke man den Zahlen 


(28) 75 fo, In 


alle Reste (mod. N) beigelegt, was N” Restsysteme ergiebt; 
die Zahlen eines jeden dieser Restsysteme haben mit N einen 
grössten gemeinsamen Theiler d, und wir wollen alle Rest- 
systeme, denen derselbe Theiler d zukommt, in einen Complex 
zusammengefasst denken und ihre Anzahl mit ®(d) bezeichnen; 
offenbar ist dann die auf sämmtliche Theiler d von N be- 


Do) N" 


und hieraus schliesst man in bekannter Weise die Gleichung 
1 
D(1)— Nr. ) 
De Le 
in welcher die Multiplikation auf alle verschiedenen Primfak- 
toren von N zu erstrecken ist. Setzen wir zur Abkürzung 


@) IG-H)- eo. 


q 
so können wir einfacher schreiben 
(30) DiLP Ne N),. 

Diese Formel bestimmt die Anzahl der Rest- 
systeme (28) (mod. N), welche ohne gemeinsamen 
Theiler sind, mit N. Eins dieser ®(1) Restsysteme müssen 
aber die Zahlen t,, ty}, *:-tuı (mod. N) lassen, damit sie die 
erste Vertikalreihe der Üoefficienten einer Substitution (27), 
deren Determinante = 1 (mod. N) ist, bilden können. Und 
. umgekehrt, so oft die Zahlen »,, r3,--: r7„ eins dieser Rest- 
systeme bilden, giebt es eine Substitution (27) von der ge- 
dachten Art, in welcher die Elemente der ersten Vertikalreihe 
ihnen congruent sind; denn, weil r,, 753, :r„ keinen Theiler 
mit N gemeinsam haben, giebt es auch Zahlen 


zogene Summe 


er, ts ern (mod. N), 


welche überhaupt ohne gemeinsamen Theiler sind, und jede 
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unimodulare Substitution, in welcher sie die erste Vertikal- 
reihe bilden, ist eine Substitution 7 von der behaupteten Be- 
schaffenheit. 

Aus einer solchen Substitution mit der ersten Vertikal- 
reihe Z,,, 4, taı erhält man aber jede andere von derselben 
Beschaffenheit, wie man unschwer erkennt, dadurch, dass man 
sie mit sämmtlichen (mod. N) ineongruenten Substitutionen 


REN sn 
Treu 0, us Us, In 
‚O, Un—1,1; Un—1,2, °°° Un --1, n—1 


zusammensetzt, für welche die Determinante n — 1‘ Grades 
%;,\| == 1 (mod. N) ist. Bezeichnen wir nun allgemein mit 
%v,„(N) die Anzahl der incongruenten Substitutionen (#;,), deren 
Determinante n‘ Grades |4,|=1 (mod. N) ist, also mit 
%„—_ı(N) die Anzahl der incongruenten Substitutionen (%;,) 
mit dem Modulus |, | = 1 (mod. N), so ist, da die Zahlen 
UT, U,,::- U„-ı (mod. N) jeden Rest haben können, die An- 
zahl der incongruenten U und folglich auch die der Substi- 
tutionen 7’ mit der ersten Vertikalreihe Z,, %ı, ::* inı ‘gleich 
N”"=1.%,_ı(N). Daher beläuft sich die gesammte Anzahl 
der inecongruenten Substitutionen 7’, die wir suchen, auf 
N" (N). P Ne HN 
und somit erhalten wir die Recursionsformel 
bl Ni Narr (NE N 
aus welcher sich sodann, da d,(N) offenbar gleich 1 ist, 


(81) 9, (N) = Nr. (NN: (N), 
ergiebt*). 

Wenn wir nun alle diese Substitutionen 7 auf die Form 
f= 9 (mod. N} zur Anwendung bringen, so mögen diejenigen 
von ihnen, welche fin eine mit 9, (mod. N) congruente Form 
verwandeln und zu denen die identische Substitution zählt, mit 
T und ihre Anzahl mit f(N) bezeichnet werden. Ebenso viel 
Substitutionen 7 liefern dann für f eine mit g,, ebenso viel 


*) Vgl. hierzu C. Jordan, trait& des substitutions, art. 120—124. 
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eine mit 9, (mod. N) congruente Form u. s. w. Denn, ist 7, 
eine Substitution 7, welche f=g, in eine Form verwandelt, 
deren Rest 9, ist, so wird auch T - 7, eine solche sein; und 
umgekehrt, wenn 7, noch eine andere Substitution 7’ ist, 
welche dies bewirkt, so wird auch die mit 7, (mod. N) con- 
gruente unimodulare Substitution $, von derselben Art sein, 
die umgekehrte Substitution 8, ! also wird 9,, und die Sub- 
stitution 7,8, ! wird f in eine mit f oder g, (mod. N) con- 
gruente Form verwandeln d. h. es wird 
DSH =ET, D=eTs,=TI, (mod: N) 
sein; in der That ist also die Anzahl der incongruenten Sub- 
stitutionen 7, welche f=g, liefern, gleich derjenigen der 
Substitutionen T. Hieraus aber folgt offenbar 
VN)—R-fN) 


und somit 


(32) N — ZN) 

7. Zur Bestimmung von N handelt es sich also noch um 
Ermittelung des Werthes der Funktion f(N). 

Hierzu bemerken wir vor Allem, dass dieser Werth sich 
finden lässt, indem man die Funktion nur für solche Argu- 
mente bestimmt, welche Primzahlpotenzen sind. Ist nämlich 





(33) NEN a BE 
so Ist 
a Der 


In der That, ist eine Substitution 7’ = (t;,) mit der Determi- 
nante |4,|=1 (mod. N) so beschaffen, dass 

bi) > (ie) = 9, (mod. N) 
ist, so ist sie zugleich auch eine Substitution, deren Deter- 
minante = 1 (mod. p‘) und für welche 

(ei) Fr lie) = gı (mod. p°) 
ist, und eben dasselbe gilt für die übrigen Primzahlpotenzen 
von N. Aber auch umgekehrt, wenn 

=), li), 

Substitutionen sind, deren Determinanten resp. 


(mod. 9"), (mod. p’"), --- 
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congruent 1 sind, und sie erfüllen die Congruenzen 


(s2) f: (Ss) = 9, (mod. p°) 
($2:) f: (8) E91 (mod. pP’) 
so wird die unimodulare Substitution 7 = (t;,), welche (nach 
Cap. 4 nr. 5, vgl. S. 447) so bestimmt wird, dass 


(4) = (6) (mod. P), = (81) (mod. pr), +: 
ist, eine Substitution sein, welche der Congruenz 


be) Fl) 

nach jedem Modulus p, p’', --- also auch (mod. N) Genüge 
leistet. Da zudem leicht ersichtlich ist, dass, wenn statt der 
Substitutionen 8, 5”, --- andere gewählt werden, die ihnen 
nicht durchweg nach den bezüglichen Moduln congruent sind, 
auch die entstehende Substitution 7’ der früheren (mod. N) 
incongruent sein muss, geht unmittelbar die Gleichung (34) 
hervor. 

Wir bemerken ferner, dass wir die Form f, wenn wir sie 
der Allgemeinheit wegen hierbei nicht als primitiv annehmen, 
doch prim gegen N voraussetzen dürfen. In der That, handelt 
es sich um die Bestimmung z. B. von f(p‘), so würde die 
Form f, falls sie durch eine höhere Potenz als p* theilbar ist, 
bei jeder Substitution 7 (mod. p‘) ungeändert bleiben, also 


fir) = tu(pf) | 
sein; ist aber die höchste Potenz von p, welche sämmtliche 
Coeffieienten von f theilt, 2° <p’, sodass man 


(35) (ze) = 2° 9%) 

setzen kann, wo nun g9(%,) prim gegen p ist, so besteht die 
Beziehung 

(86) rt 

Denn erstens entsteht aus jeder Substitution T, deren Deter- 
minante = 1 (mod. p’) ist und welche den Rest von f (mod. pf) 
nicht ändert, offenbar auch eine Substitution X, deren Deter- 


minante == 1 (mod. p=*) ist und welche den Rest von 


9 (mod. p=@) 
nicht verändert, wenn man in T die Üoefficienten durch ihre 
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Reste (mod. p'=*) ersetzt. — Ist umgekehrt T = (t;,) eine 
der letztbezeichneten Substitutionen und wird ihre Determi- 
nante nach den Elementen irgend einer Reihe entwickelt, so 
wird z. B. 

oT 


Bat! r a 
ne ae ee Talın.e a (mödap ) 
und demnach muss wenigstens einer der Faktoren von 


Yun tin, kn 
z. B. der von t,, durch p nicht theilbar sein. Ersetzt man 
nun die Elemente t;, durch andere ihnen (mod. p’=2) con- 
gruente: 
er x + ni fix 

so wird, wie man auch die Zahlen z,, wählt, dasselbe gelten 
vom Faktor von tıı in der entwickelten Determinante |t;, |, 
feıner wird diese = 1 (mod. p'=*) und (t;,) ebenfalls eine 
der Substitutionen sein, welche y (mod. p'=*) und folglich 


p'-g=f (mod. p') 

ungeändert lassen. Während man aber die n? — 1 übrigen 
Zahlen z,, ganz beliebig (mod. p*) annimmt, lässt sich jedesmal 
auf ganz bestimmte Weise z,, (mod. p“) und also tıı (mod. pf) 
so angeben, dass |t;.|=1 (mod. p‘) wird, dann ist folglich 
(t;,) eine der Substitutionen T. Somit entsprechen zweitens 
jeder der Substitutionen T genau 9” —D« (mod. pf) incongruente 
Substitutionen T. — Aus beiden Punkten zusammengenommen 
entspringt die zu beweisende Formel (36). 

8. Nach diesen Vorbemerkungen suchen wir nun 
zuerst f(p), indem wir unter p eine ungerade Primzahl 
verstehen; {sei > v,„_ı. Daf ganz beliebig in seiner Classe 
gewählt werden darf, wollen wir zur Vereinfachung f als 
charakteristische Form derselben voraussetzen, sodass, wenn 
wieder diejenigen der Zahlen @,, ©, ::-@®,„-ı, welche von 
Null verschieden sind, der Reihe nach 


09, 89,,'''@09,_] 
sind, f einer Congruenz Genüge leistet von folgender Gestalt: 


(37) Fr Dr DR De er DI 
+ pattern. @, (mod. pi); 
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hierbei ist, wenn wieder 9, — 9; _ı = x; gesetzt wird, 
D, — 00,9? + 002 an SE ala. eo 
Demnach darf man auch schreiben: 
(38) few” + pP” :f'(&) (mod. p9), 
wo f (&,) eine Form von a — 1 Veränderlichen ist, für deren 
Invarianten die Beziehungen bestehen: 
Om—ı = Om: 
(m =2,3,.::n—1) 

Ist nun T = (t;,) eine Substitution, welche f(x,) (mod. 7%) 
nicht verändert, so müssen die Elemente der ersten Vertikal- 
reihe Z,,, fa, &uı eine Wurzel der Congruenz 
(39) f(x.) Z «, (mod. p‘) 
sein. Die Anzahl der Wurzeln derselben beträgt nach 1,1) 
vorigen Capitels 

A. pa—n)e-1) 
wenn A die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 


40) za’ tt + ma, =, (mod. p) 


bezeichnet. Ist umgekehrt £,, fı, :''Z%.ı eine Wurzel der- 
selben, so entspricht ihr, wie in nr. 2 gezeigt worden, eine 
unimodulare Substitution, in welcher Z,,,; ty, tuı die erste 


Vertikalreihe bilden und durch welche f(&,) in eine äquivalente 
Form % von der Beschaffenheit übergeht, dass 
vd + Pr f(l&) (mod. Pf) 
und f”(&,) eine Form von n—1 Veränderlichen ist, für welche 
die Beziehungen 
Om—i = Om 
(m=2,3,.::n—1) 
erfüllt sind. Da somit die Gleichungen 
BR are | 
(m=2,3,:::n—]) 
stattfinden und für !=t— o, leicht auch die anderen 
fh, pP) =f(h, pP) 
A) = Af”) (mod. p tn) 


erschlossen werden, so ergiebt sich nach den Sätzen jener nr. 
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die Congruenz 
fü (&,) ee f (ze) (mod. p') 


d.h. man kann auf % eine, die Veränderliche &, nicht be- 
rührende unimodulare Substitution anwenden, durch welche 
f"(&,) in eine Form übergeht, die (mod. p’) den Rest f’(x,') 
giebt. Durch Zusammensetzung dieser Substitution mit der- 
jenigen, durch welche y aus f hervorging, gewinnt man folg- 
lich eine Substitution T mit der ersten Vertikalreihe 


br bo1, To ini, 


welche f (mod. p‘) ungeändert lässt. 

Alle anderen Substitutionen T, welche dieselbe erste 
Vertikalreihe haben, müssen aus dieser einen hervorgehen, in- 
dem man sie mit Substitutionen von der Form U zusammen- 
setzt, die ihrerseits sich als Produkt zweier Substitutionen von 
der Form 


N N 10 >. 0 \ 
SS 
I Ka a 11 Una ı 
darstellen. 


Soll aber T- U den Rest von f (mod. p‘) nicht ändern, 
so darf auch U selbst es nicht, woraus wegen der Form dieser 
Substitution und weil in f(x,) die Coeffieienten der doppelten 
Produkte, welche x, enthalten, durch p‘ theilbar sind, sich 


leicht 
UV=EU=. =U,-ı=0 (mod. p) 


ergiebt; und hieraus wird ersichtlich, dass U dann und nur dann 
den Rest von f (mod. p’) nicht verändert, wenn die Substitution 
(u;,) die Form p”ı. f’ (mod. pf) nieht verändert. Aus diesen 
Betrachtungen folgt, dass zu jeder Wurzel t,,, ty, '*" nı der 
Congruenz (39) soviel Substitutionen T, welche sämmtlich 
diese Zahlen als erste Vertikalreihe haben, gehören, als die 
Anzahl der gedachten Substitutionen (w;,) beträgt d.i. mit 
Rücksicht auf (36) 


pe—D—da . F’ (pen), 
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In Folge hiervon erhält man die Reeursionsformel: 
(1) Fan) = A pen naHaden f(ie), 
Da für eine Form f mit nur einer Veränderlichen A = 2, 
offenbar aber f(p') =1 ist, wäre in vorstehender Formel als- 
dann statt des letzten Faktors — zu setzen. 


2 
Schreibt man nun in analoger Weise 


f I&o) = 0, + 2%. f@ x) (modem 
u. 8. w., sodass 
Da) ED neu put Feen 
(mod. p'=°3,) | 


wird, und bezeichnet man mit A,, A,,---A,-ı die Anzahl 
der Wurzeln der Congruenzen | 
IP PR er 2 Kan? 1.810 
f(&%) HF NE 
art IH: „ 9 Zu Ye 7 
f(&) == dl ee tan 
fr =V(z,) IE: „azbrr —E$ A 
(mod. p) 


resp., so ergeben sich neben der Formel (41) die ähnlichen, 
welche folgen: 


f(p-®) — A, pm 1a tn 21m). fO(p-9-%) 


fa (pa —0,—1) 
— A, _,: par lo, + 1-00. Fe(pies), 
Gleichungen, welche durch Multiplikation unter sich und mit 
(41) verbunden, da ®©,,@,,::: @,,—ı Null sind, die folgende er- 
geben: 


f(#) =A A, Ay: Au-ı 
(43) le en -V)+la—n?—1]0g, 





2 


: Pop 
Ist nun zuerst «x, gerade, so findet sich aus den Schluss- 
formeln von nr. 2 vorigen Capitels, wenn man zur Abkürzung 


#1 
(- 2% 6 a, Pr Po) —9 
p 





setzt, 
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A = p-l1—p : o| 

A lin nee ) 
u) 

As Be: Fer a sl 





n—Hı as 1)? & Er HR: a, A Jh 
A,„-ı=Pp f +8- ( 5 ern 
d. 


i. gleich 2p" "*, 
mithin 
A:A, A, Au 


n(n—1) (n—%)(r—Mm—]1) 


u TE 


1 0 
ORnkTS )- 1.29 
| Be" ( ;) 

p° 


Ist dagegen x, ungerade, so ergeben sich, wenn man 


amt 
(— 1) 2 ER: a9) _, 
| » IT Wrede 


setzt, auf gleiche Weise 























A <p-ilitp el 
A, ph En co; 
A, = m? 1 +p Er 8, (=> a )| 








4, —3 
—ı a (— 1) a ION) 
Au—2 = p" ni EN EN p 1 2 8, . (er zer 1 
a1 
ni (— 1) a (A4—1) 
A„-ı=p #ı Ben | Fr 1 


d. i. gleich 2p"—%, 
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mithin 
Asa SS Re 


n(n—1) (n—H)n—4—1) \ 
SE 1 1 ı 
h 2 2 ; en a SE Fee EL ea 
u 2(1 =) (1 =) (1 ee 


Diese beiden Formeln lassen sich vereinen, wenn man, jenach- 
dem x, gerade oder ungerade ist 








= Er le) Be 
(44) (= ‚Pakt ( 4) & = N ) .p 2 oder =1 


setzt; dann findet sich allgemein 


NEE: 


n(n—1) _ am) —%ı ern. 


ee a 2(1-)(1-5): 





(45) 


Durch Einsetzen dieses Werthes in die Formel (43) er- 
giebt sich die Recursionsformel: 


a(n—1) (n— x) rn —%-—1) 


(46) 0 —2%, \ ’ : 
! fe) (p'=29), 


in welcher zur Abkürzung 


a) (1 5) (1 4) en hi Br) u, 
p 





) IHR? —1]og, 


2 


ui 


gesetzt worden ist. Verfährt man nun bezüglich der Form 
f"»(z,) auf Grund der Congruenz (42) ganz analog, wie auf 
Grund von (37) mit der Form f(x,) geschah, und fährt so 
fort, so gelangt man mit Beachtung der zu Formel (41) 
hinzugefügten Bemerkung ohne weitere Schwierigkeit zu einer 
Formel von folgender Gestalt: 


n—]1 


n(n—1) Br (zZ) a 
3 3 
a Be ne 
wo 


(49) FL) BR RBB Br 





r flo], 
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gesetzt und ®,; aus der Form 8; zu bilden ist, wie ®, 
aus der Form ®.. 

9. Es handle sich jetzt zweitens um die Bestim- 
mung von f(2), wobei t>1-+v,_ı vorausgesetzt wird. 
Auch hier darf man unter f eine charakteristische Form der 
Classe von f verstehen. Man muss aber die beiden Fälle 
unterscheiden, ob 6, =1 oder =2 ist. 

Erster Fall: 6 =1. Die Form f(x,) genügt alsdann 
einer Öongruenz 


BO a Fb ar, (mod: 29), 

in welcher die Üoefficienten «, «@’,--- «=D ungerade sind, 
eine Öongruenz, der man, da die o,; sämmtlich Null sind, auch 
folgende Gestalt geben kann: 

(51) fla,) = un? + 2m -f’(a,) (mod. 2), 

indem man unter f’(x,) die Form 

(52) ee Se + RTV,” (mod. 2%) 

versteht. Soll nın T= (t;,) eine Substitution sein, deren 
Determinante = 1 (mod. 2) und welche f (mod. 2°) nicht ver- 


ändert, so müssen jedenfalls die Elemente 4, %ı,':-t.ı der 
ersten Vertikalreihe die Congruenz 
(53) f(&.) = « (mod. 2°) 


erfüllen und folgende andere Congruenzen: 


&: kıı tın + a . loı ton + ER: + an—Dt,ıbın 
> 2 en Ph 4% + Kr — ar —» £2, 


der 
hıltın + taten +: + nis 0 
en 


u Al 


0 
' (mod. 2) 


und folglich 

(tı == Dhn -H (baı = te, 4 u - — (ai ri ar =>7 I (mod. 2) 
bestehen, woraus hervorgeht, dass die Zahlen 4, ta, "ba 
nicht sämmtlich ungerade sein dürfen. Man überzeugt sich 
nun auf ganz dieselbe Weise, wie im vorigen Falle, wobei man 
sich nur auf nr. 5 statt auf nr. 2 zu stützen hat, dass in der 
That jeder Wurzel der Gongruenz (53) in nicht lauter unge- 
raden Zahlen £,, fi, &.ı eine der Substitutionen T ent- 
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spricht, welche diese Zahlen als erste Vertikalreihe hat. Wenn 
man zudem bedenkt, dass nach nr. 1,2) und nr. 3 des siebenten 
Capitels die Anzahl der bezeichneten Wurzeln gleich 27-942) 
mal der Anzahl YA der Wurzeln der Congruenz 


(54) ea tea + tod? (mod. 4) 


in nicht lauter ungeraden Zahlen ist, gelangt man auf solche 
Weise wieder zur folgenden Recursionsformel: 
(55) fa) — 20-9. X. f72), 

Ist nun zunächst n gerade, so bezeichnet VA die An- 
zahl der sämmtlichen Wurzeln der Congruenz (54), ist also 
(s. die Tabelle in nr. 4 des angeführten Capitels), 

wenn &=--1 ist, gleich 2?” 0, dagegen, wenn e&=— 1 
ist, gleich 





Ha) | Te a DR 


und somit kommt für ein gerades n: 
«a—1 
(562) Fa) = em. 14 e—. EI 2). Fr) 
92 
Ist dagegen n ungerade, so hat man zwei Fälle zu 
unterscheiden, jenachdem 


entweder 
ea +te+.- + td —g 
oder (mod. 4) 


s=a+t«e +... + "Ve 4 « 
ist. Im ersteren Falle bezeichnet wieder A die Anzahl 
sämmtlicher Wurzeln der Congruenz (54), ist also nach der 
genannten Tabelle gleich 


ö 
2(n—1 . 
A NE 
9 2 


im zweiten dagegen ist A gleich dem Unterschiede zwischen 
der Anzahl sämmtlicher Wurzeln und der Anzahl der Wurzeln 
in lauter ungeraden Zahlen, d. i. 
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ö 1 
ln — 
22 AR Ziern) 
2 2 
— 26. I \ (14-5; 
22 2 


Beide Fälle fassen sich zusammen in eine einzige Formel und 
geben für ein ungerades n: 


Ö 
li) 


Verkehr ran \ık & 














(6b) 
3 
Zudem bestehen nach Ende von nr. 4 des siebenten Ca- 


pitels folgende Relationen: 


a—1 a@a—1 @—1 


DER era ai ER Far FE in Ber ae BE > 
welche den Uebergang von der Form f mit » Veränderlichen 
zu der Form f’ mit »n — 1 Veränderlichen vermitteln. Indem 
man nun abwechselnd eine und die andere der Formeln (56a) 
und (56b) verwendet und die Beziehungen (57) für die neu 
entstehenden Formen fortsetzt, wobei man, ohne die Allge- 
meinheit zu beschränken, der Einfachheit wegen annehmen 
kann, dass die ersten u Üoefficienten « von der Form 47 +1, 
die letzten v von der Form 45 +3 sind, gelangt man — 
wie durch den Schluss von n — 1 auf n leicht zu bestätigen 
ist — zu folgendem Resultat: 





n(n—1) 


(58) ()—2 ° fe], 


wo zur Abkürzung 
lee (en) 
2 


gesetzt ist, und, 


wenn ngeradeunde=-1ist,b, = ( E 
1 


” ” ” „ e= — 1 ist, w=1 
35 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 
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wenn n ungerade ist 


ER 
b, — & ER =) 
D) 2 
gewählt werden muss. 
10. Zweiter Fall: o, =2. In diesem Falle, der ein 


gerades » erfordert, darf man für f folgende Congruenz vor- 
aussetzen: 





N 


2 
(60) f(&e) => (2 X + DA,;x;%; 2 20,8; S (mod. 2), 


i=1 
in welcher die Zahlen «;, A; ungerade sind, eine Congruenz, 
der man auch, da die sämmtlichen & gleich Null sind, diese 
Form geben kann: 
(61) fa) E20’ +2 Una + 20,2,” + 2%. %(%) 
(mod. 2%), 
indem man unter f;(x,) eine gerade Form versteht von nur 
n — 2 Veränderlichen, unter denen z,, x,‘ sich nicht mehr 
finden. Soll nun T = (t,;,) eine Substitution sein, deren Mo- 
dulus = 1 (mod. 2%) und welche f (mod. 2‘) nicht verändert, 
so muss die Öongruenz 
(62) f(&) Z 2a, (mod. 2%) 
durch die Elemente Z,,, ty," tuı Ihrer ersten Vertikalreihe 
erfüllt werden; sie können demnach nicht sämmtlich gerade 
Zahlen sein. Bezeichnen aber diese Elemente irgend eine 
Wurzel der vorstehenden Congruenz, so folgt ganz wie in 
nr. 5 des 6. Cap. (vgl. nr. 4), dass durch eine unimodulare Sub- 
stitution, bei welcher jene Zahlen die erste Vertikalreihe bilden, 
und durch eine Reihe von anderen, welche diese Vertikalreihe 
nicht verändern, f(x,) in eine äquivalente Form »(x,) trans- 
formirt werden kann, welche einer Congruenz genügt von der 
Gestalt: 
2, va) ER + Un’ + A, — Ur) +20 FI) 
(mod. 2:+1), 

während 
(63) 2, - f(&e) = (224 Ur) td, U), 

+ 20, : f(&.) (mod. 2:71) 
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ist. Aus diesen Congruenzen folgen, wie in nr. 4, die Beziehungen 


Om (f®) — Om (f), Om (f®) — Om (fz) 


(m=1,2,3,-'-n —3) 


fach, 2‘) 7}; fe (h, 2‘) 
sowie die Congruenz 
If) = Alf) (mod. 2'T71) 


ferner 


und folglich 
f?PSR% (mod. 2%. 

Somit kann man durch eine nur die letzten n — 2 Veränder- 
liehen berührende unimodulare Substitution f®(z,) in eine 
Form f”(z,) transformiren, welche denselben Rest (mod. 2‘) 
giebt wie f,(&,), und folglich wird die frühere Substitution, 
mit der letzteren zusammengesetzt, eine solche sein, deren 
Modulus gleich 1 also auch == 1 (mod. 2%) ist, deren erste 
Vertikalreihe die Zahlen £,,, &,, ::%.ı sind und welche den 
Rest von f(x,) nicht verändert. Jeder Wurzel der Con- 
gruenz (62) entspricht also eine solche Substitution T. 

Ist aber T eine solche, so wird auch jede Substitution 
T- UT eine solche sein, wenn U gleichfalls die Determinante 
== 1 (mod. 2°) hat und f (mod. 2°) nicht verändert. 

Damit letzteres der Fall sei, muss wegen (61) die Con- 
gruenz erfüllt sein: 
(64) 2, U, U -uı =QA, (mod. 2% 


und 


KU, us %n-11) = 2a, (mod. 2%) 
oder 
2,0, + Yu) + (daza - AUNuı? + 2ayfaltgı,‘  Wn—1,1) 
— 4a,a, (mod. 2'71) 
d. i. mit Beachtung von (64) 
(65) (da — U’) u + 2afoltgr, ' Un-11) =4a, a, — U? 
(mod. 2:+1), 

Analoge Betrachtungen wie in nr. 4 und wie wir sie im 
Falle 6, =1 angestellt haben, die jedoch einer Erweiterung 
der nur’ für ungerade Determinanten giltigen Grundlage be- 
dürfen, lassen erkennen, dass jedem Systeme von Zahlen 


Ur, Us, %n—ıı (mod. 2%), welches dieser Congruenz 
35* 
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genügt, in der That eine Substitution U der gedachten 
Art zugehörig ist. Weil aber (s. siebentes Capitel nr. 1, 2) 
Anfang) immer 2”=1 Wurzeln dieser Öongruenz (mod. 2!+1) 
‚ein einziges (mod. 2°) bestimmtes System solcher Zahlen ent- 





spricht, wird die Anzahl solcher Systeme sein, wenn 4’ 


gn—1 
die gesammte Anzahl jener Wurzeln bezeichnet. Aus einer 
Substitution U der gedachten Art erhalten wir aber die anderen, 
demselben Systeme “,,, %1,** "4, —ı,ı entsprechenden vermittelst 
der Formel U. V, wenn darin unter Y eine Substitution 


UHe lnbarl, \ 
O1 a 


a 0 0 # e' mie V1,n—2 


lo 0 Une BE Bucras je Un—2,n— 2) 
verstanden wird, in der die Determinante 
|v.|=1 (mod. 2%) 
ist und welche f (mod. 2%) nicht verändert. Hierzu wird, wie 
leicht aus (61) erkennbar ist, erfordert, dass 
2, UV EN, 2, ı TU =0 
2, U” + 2A U+2a =2a, (mod. 2%) 
2, UI, +U (HM, U+N)+2aM =0 
d.h 
2U=0,N,=0, Hr, =0 (mod.2) 
mithin entweder U=0 oder U = 2‘! (mod. 2‘) sei, und dass 
die Substitution (v;,) die Form f,(#,) (mod. 2%) nicht ver- 
ändere. Jeder Substitution U der gedachten Art ent- 
sprechen daher 2-f,(2°) Substitutionen V von der ver- 
langten Beschaffenheit. 
Aus alle diesem erschliesst man, wenn A die Anzahl der 
Wurzeln der Congruenz (62), A’ die Anzahl der Wurzeln der 
Congruenz (65) bezeichnet, die VORIGER 


(66) fa) = 2A: (9). 


Wäre n=2, so würde /,(2,) eine Form mit Null Ver- 
änderlichen; in diesem Falle aber sieht man leicht, dass, damit 
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1 

U= [E S; ) eine der bezeichneten Substitutionen sei, die 
11 

Congruenzen 


ul, 2U=0 (mod. 2) 
nothwendig und hinreichend sind; es giebt also zwei solche 
U und demnach entsprechen jeder Wurzel der Congruenz (62) 
zwei Substitutionen T, sodass dann 
(66a) Teee24 
gefunden wird. Da man in demselben Falle A’ = 4 findet, 
bleibt die allgemeine Formel (66) auch in ihm giltig, voraus- 


gesetzt, dass man dann den Faktor f,(2') durch % ersetzt. — 

Da aber die Congruenz (62) keine Wurzeln in lauter ge- 
raden Zahlen gestattet, besitzt sie auch keine solchen, für 
welche sämmtliche Ausdrücke 


1 Zu, 
2 





dünn, —1,2,..0n) 


gerade sind. Nach nr. 2 3) des vorigen Capitels findet man 


demnach zunächst 
A BZ 3A . ee 


unter 2A - 2”! die Anzahl der Wurzeln verstanden, welche 


die Congruenz 
(67) fl) = 2, (mod. 4) 
erfüllen, und nach Formel (60) daselbst hat man 


AUT N 03). 


Die Anzahl A’ der Wurzeln von (65) ist nach nr. 1, 2) 
des vorigen Capitels 
A’ — AR—-NE-D.A, 


wenn A’ die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 
(da, —AUY)a?+ 20, Pla, 2-1) =40, 0, — U,” (mod. 8) 


bezeichnet. Diese Congruenz erfordert x, als ungerade Zahl 
also (mod. 8) congruent mit einem der vier Werthe 1,3,5,7; 
alsdann müssen &,,---&„—ı der Congruenz 


alas: a1) 0 (mod) 


550 Achtes Capitel. 


Genüge leisten, welche, wenn unter 4, die Determinante von 
f, verstanden wird, nach nr. 5 daselbst 


9205 „(1 le 9-3 *') 
Wurzeln (mod. 4) hat, mithin findet sich 
äh ba 9 3t) 


A, 
also 


Arne, 4 gr (2) ar 


gn—1 
Durch alles dies gewinnt man endlich die BRecursions- 
formel (66) in folgender Gestalt: 
f(2%) — 4. An —Yit+a—2Nt, e gel, (=) 3 A 
2\o-2 + 
Ar EN (5) 9 3+) (2). 
Da für t>3 
A=(da,n — WU?)- 4, (mod. 8), 


ee) 


In derselben Weise aber findet sich 


so ist 


I en an (i Zu Ei m) 
1 


4(2)2 rt). 


G)-G) 


zu setzen ist, u. s. w., zuletzt nach (66a) 


no) —4- rei “ (= Ye 


und durch Multiplikation der so entstehenden Gleichungen er- 
giebt sich zuletzt 


worın 





n(n—1) 


(68) (2) Da 0 ee 


wenn zur Abkürzung 
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A S 1 1 1 / et 

(63) 721-2? (1 —,;) (1 He) 
92 
gesetzt wird. — 

11. Bevor wir dieses Capitel beschliessen, sei bemerkt, 
dass die Definition des Geschlechts noch auf eine neue Art 
gefasst werden kann. Es lässt sich nämlich, wie Minkowski 
anmerkt*), der Satz, den wir im ersten Abschnitte Seite 127 
nach Smith ausgesprochen und bewiesen haben, auf Formen 
mit beliebig viel Veränderlichen ausdehnen, und man darf 
demgemäss sagen: 

Zwei Formen eines Geschlechts lassen sich immer 
dureh eine rationale Transformation, d.ı. eine solche 
mit rationalen Coefficienten, mit dem Modulus 1 und 
mit einem zu einer beliebig gegebenen Zahl primen 
G@eneralnenner in einander transformiren und sind 
umgekehrt durch diese Eigenschaft als Formen eines 
Geschlechts charakterisirt. 

Auf Grund dieses Satzes und indem er noch den im 
zweiten Abschnitte Seite 369 bewiesenen Satz über reducirte 
Substitutionen zu Hilfe nimmt, hat Minkowski in einer leider 
nur skizzirten Arbeit**) die Bedingungen untersucht, 
unter welchen zwei quadratische Formen mit ratio- 
nalen Coefficienten rational in einander transformirt 
werden können. Ohne dass wir näher hier auf diese Unter- 
suchung eingehen können, sollen doch ihre Hauptresultate der 
Vollständigkeit wegen noch angefügt werden. 

Man darf die Betrachtung auf Formen mit ganzzahligen 
Coefficienten beschränken, denn jeder Form f mit rationalen 
Coeffieienten kann, wenn N der Generalnenner ihrer Coeffi- 
eienten ist, die ganzzahlige Form N”. f zugeordnet werden, 
in welche f durch die rationale Transformation 


® u = N 3 178 


übergeht. Kann also f in f’ rational transformirt werden, 





*) Minkowski, über die Bedingungen, unter welchen zwei qua- 
dratische Formen mit rationalen Coefficienten in einander rational trans- 
formirt werden können, Journ. f. Math. 106. 

**) Ebendaselbst. 
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welcher die Form N’?.f‘ zugeordnet ist, so kann es auch 
N?.f in N’?.f’ und umgekehrt. 

Eine ganzzahlige quadratische Form f mit n Veränder- 
lichen und nicht verschwindender Determinante geht nun aber 
offenbar durch eine rationale Transformation mit nicht ver- 
schwindendem Modulus in eine andere über, bei welcher — 
ausser der Zahl »n und dem Trägheitsindex r — die Gesammtheit 
derjenigen Primzahlen ungeändert ist, welche in der Determi- 
nante in ungeraden Potenzen aufgehen. Setzt man deren Pro- 
dukt, mit (— 1)” multiplieirt, gleich A, so sind also n,r, A 
arithmetische Invarianten mit Bezug auf alle jene Transfor- 
mationen. Ausserdem giebt es aber, bezüglich auf jede unge- 
rade Primzahl p, eine gewisse Einheit C, und bezüglich des 
Modulus 4 oder 8 eine gewisse Einheit C,, welche bei allen 
jenen Transformationen ungeändert bleiben; für alle nicht in 
der Determinante aufgehenden Primzahlen » ist stets C, —1. 
Man nenne 5b das Produkt aller ungeraden Primzahlen, für 
welche (,=— 1 ist, B das Produkt derjenigen von ihnen, 
die nicht in A enthalten sind. Auch diese Zahlen BD, B sind 
mithin Invarianten, bleiben nämlich bei allen jenen Transfor- 
mationen ungeändert. Dann gilt folgender Hauptsatz: 

Zwei Formen mit n Veränderlichen und nicht ver- 
schwindenden Determinanten können dann und nur 
dann rational in einander transformirt werden, wenn 
sie gleiche Invarianten r, A, 5b haben. 

Man beachte ferner, dass beim Uebergange von f zu M.f 
der von quadratischen Faktoren befreite Kern der Determi- 
nante ungeändert gleich A bleibt, falls n gerade ist. Als- 
dann zeigt die nähere Untersuchung, dass eine Einheit (0, 
dann und nur dann für alle Vielfachen M- f gleichen Werth 


hat, wenn p in A nicht aufgeht und (— 1)? : A quadratischer 
Rest von p resp., für p=2, von 8 ist. B, heisse das Pro- 
dukt derjenigen unter diesen Primzahlen, für welche (, = — 1 
ist; mithin ist die Zahl B, ein Theiler von B; sie kann als 
Invariante der Gleichung f=0 bei rationalen Transforma- 
tionen bezeichnet werden. Setzen wir 


Deren 
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wenn n gerade ist, so ist aus dem Werthe der einzigen Zahl 
D sowohl A als B, zu entnehmen, da A wie B, aus lauter 
verschiedenen Primfaktoren zusammengesetzt und prim gegen 
einander sind. 

Ist n ungerade, so giebt es unter allen Vielfachen M-f 
ein einziges, nämlich A - f, dessen Determinantenkern gleich 1 
ist; die diesem Vielfachen entsprechende B-Invariante kann 
als die Invariante der Gleichung f==0 bei rationalen Transfor- 
mationen bezeichnet werden, und wir setzen für ungerade n 


D = dieser B-Invariante. 


Dann folgt aus dem Hauptsatze folgender andere: 

Wenn zwei Formen mit » Veränderlichen und 
nicht verschwindender Determinante in den abso- 
luten Werthen ihrer Zahlen n— 2r und in ihren 
Invarianten D übereinstimmen, so kann jede von 
ihnen rational in ein rationales Vielfache der anderen 
transformirt werden. 

Unter den besonderen Folgerungen aus diesen allgemeinen 
Sätzen, welche Minkowski zieht, seien nur die folgenden 
zwei erwähnt: 

1) Von Null verschiedene rationale Quadratzahlen 
sind darstellbar durch jede nicht wesentlich negative qua- 
dratische Form mit 4 oder mehr Veränderlichen, durch jede 
solche Form mit 3 Veränderlichen, deren Invarianten A, B 
auch bei Formen mit 2 Veränderlichen vorkommen können, 
und durch jede solche Form mit 2 Veränderlichen, deren 
Invarianten A, B auch bei einer Form mit einer Veränder- 
lichen vorkommen können. 

2) Die Zahl Null ist rational darstellbar durch 

jede unbestimmte quadratische Form mit 5 oder mehr 

Veränderlichen; 

durch jede solche Form mit 4 Veränderlichen, deren 
Invariante D nur erste Primzahlpotenzen enthält; 

durch jede solche Form mit 3 Veränderlichen, deren 
Invariante D gleich 1 ist; 

durch jede solche Form mit 2 Veränderlichen, deren 
Invariante D gleich — 1 ist. 
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Die Darstellung durch eine quadratische Form. 


1. Wir wenden uns nunmehr zu einer anderen Betrach- 
tungsreihe. Schon bei den ternären Formen haben wir zu 
bemerken gehabt, dass dort neben der Aufgabe: eine gegebene 
Zahl durch eine solche Form darzustellen — eine Aufgabe, 
die bei den binären Formen die einzige dieser Art ausmacht 
— noch die andere auftrat: eine binäre Form durch eine ter- 
näre Form darzustellen. Noch mannigfaltiger ist die Dar- 
stellungstheorie im Falle der Formen mit n Veränderlichen. 
Geht die quadratische Form 


(1) f(&e) - > Ag 3 Ka KR 
(,ß=1,2,°'-n) 

durch die Substitution 

(2) Lo = QeıYı = Go2Y2 ir IonYn 


Hat @=1,2,::-n) 
ın die Form 


(3) 9%) = > ba Ya Yp 

(,$2=1,2,::'n) 
über, so wird, indem man %,+1, %v,-+23 "'*%„ gleich Null setzt, 
die Form 


(4) Y(Y) = we Da 3 Ya Ya 


(„ß=1,2,-':») 
von v Veränderlichen %,, %, :::%,, welche ein Bestandtheil 
von 9(%,) ist, mittels der Formeln 
(5) = Gp1Yı + Qe2Ya + + IorYr 

((=1,2,-:-.n) 


durch die Form f(x,) dargestellt. Indem man 
v=1,2,3,:::n—1 

setzt, erhält man somit die Darstellung einer Form mit einer 

Veränderlichen — oder, indem man für letztere den Werth 1 

wählt, die Darstellung einer Zahl — dann einer Form mit 

2,3,::.n— 1 Veränderlichen durch die Form f(z,), also 

neben den beiden, bei ternären Formen allein vorhandenen 
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Grenzfällen eine mit der Anzahl der Veränderlichen steigende 
Menge besonderer Fälle. Wir behandeln zunächst den 
allgemeinen Fall: die Darstellung einer Form mit 
v<n Veränderlichen durch die Form f(x,) mit n Ver- 
änderlichen. 

1) Es bezeichne (5) irgend eine Darstellung der Form 
y(Y.) durch die Form f(x,). Die n-v Coeffieienten in den 
darstellenden Formeln geben Entstehung zu den Determinanten 
v'°®" Grades 
(6) PER RI 


in denen hik--- irgend eine Combination von v Zahlen der 
Reihe 1,2,3,-.--» ist. 

Wir nennen die Darstellung eine eigentliche, 
wenn diese Determinanten ohne gemeinsamen Theiler 
sind. 

Setzen wir die Darstellung (5) als eine eigentliche vor- 
aus, so kann man nach nr. 5 des dritten Capitels eine Deter- 
minante Q=|4,|=1 von n.n Elementen bilden, deren 
erste » Spalten die Coefficienten von (5) sind, und ihnen ent- 
sprechend die unimodulare Substitution (2). Verwandelt letztere 
die Form f(x,) in die äquivalente Form g(y,), so bildet offen- 
bar y(y,) denjenigen Bestandtheil der letzteren, welcher nur 
die Variabeln y,, %, 9, enthält: Lässt sich also y(y,) 
eigentlich durch f(x,) darstellen, so giebt es eine mit 
f(z,) äquivalente Form g(y,), von welcher y(y,) ein 
Bestandtheil ist. — Ist umgekehrt g(y,) irgend eine mit 
f(&,) äquivalente Form, von welcher »(,) der nur die Variabeln 


Yı, Ya '°' Yr 

enthaltende Bestandtheil ist, so liefert jede Substitution (2), 
durch welche g(y,) aus f(&,) hervorgeht, mittels der Formeln 
(5) eine Darstellung von y(y,) durch letztere Form und zwar 
eine eigentliche, weil die Zahlen (6), aus welchen die Deter- 
minante ) homogen und linear zusammengesetzt ist, wegen 
Q) = 1 keinen gemeinsamen Theiler haben können. 

Hieraus folgt sogleich, dass äquivalente Formen 
mit n Veränderlichen stets dieselben Formen mit 
v Veränderlichen eigentlich darstellen. Denn, kann 
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y(Y,) eigentlich durch f(x,) dargestellt werden, so ist f(x,) 
einer Form g9(y,) äquivalent, von welcher »(y,) derjenige Be- 
standtheil ist, welcher nur die Variabeln y,, %, : , enthält. 
Ist nun f(x,) äquivalent mit f’(x,), so ist es auch g(Y,), und 
folglich kann, der letzten Bemerkung zufolge, y(y,) auch durch 
f'(&,) eigentlich dargestellt werden. 

2) Ferner sind offenbar zwei äquivalente Formen 
y(yo) und y’(z,) von v Veränderlichen durch f(x,) stets 
gleichzeitig eigentlich darstellbar resp. nicht dar- 
stellbar. Denn, wird mittels der Formeln 
(5) = p1Yı + 92% + + erh 

(=1,2,:::n) 
f(&.) = (Yo), und mittels der unimodularen Substitution 
(7) Yo re Koı?ı + 49282 -F RD + Kovfrv 
0e=12,:::») 
Y(Y) = Y (20), so ist auch 
(#2) = Ye) 


mittels der Formeln 


(8) = Qertı 4 Ra 4 + erh, 
(@=1,2,::.n) 

wenn man setzt: 
(9) doc == Go1%#10 u= Go2%2 0 = ar + Iov%vo- 

((=1,2,.::n;0o=1,2,::.») 
Giebt man in dieser Formel dem Index o irgend welche v 
Werthe h,i,%k,--- der Reihe 1,2,---n, lässt aber o alle seine 
Werthe durchlaufen, so erhält man vv Elemente g,., deren 


Determinante Oi, 12... heisse; nach dem Multiplikations- 
satze für Determinanten ergiebt sich, da | x, | =1 ist, 

@ (v) 
(10) Or Mir Alan 


eine Gleichung, welche lehrt, dass die Darstellung von y’(2,) 
durch f(x,) mit der Darstellung von »(y,) gleichzeitig eine 
eigentliche resp. nicht eigentliche ist. 

3) Die eigentliche Darstellung (8) der Form y’(z,) 
soll der eigentlichen Darstellung (5) der Form y(Y,) 
durch f(z,) äquivalent genannt werden. 

Es giebt so viel verschiedene, einer eigentlichen 
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Darstellung von y(y,) äquivalente Darstellungen von 
y'(2), als es Transformationen jener Form in diese, 
oder Transformationen von y(y,) in sich selbst giebt. 
Da nämlich jede Transformation (7) der Form y(y,) in y’(2,) 
eine mit (5) äquivalente Darstellung (8) liefert, so ist zum 
Beweise der Aussage nur zu zeigen, dass verschiedenen 
Transformationen (7) auch verschiedene Darstellungen (8) 
entsprechen. Da aber die Darstellung (5) von y(y,) durch 
f(x.) eine eigentliche sein soll, so können gewiss nicht sämmt- 


liche Zahlen (6) Null sein; sei also etwa Na 12:..v. von Null 
verschieden; dann bestimmen sich aus den v Gleichungen (9), 
welche o=h,t,k,--- entsprechen, die Üoefficienten 


410, #20, ''* Kvo 

für jeden Werth von :6 in eindeutiger Weise durch die Coeffi- 
cienten g,. und daher können nicht zwei verschiedene Trans- 
formationen (7) die gleiche Darstellung (8) hervorbringen. 

4) Man überzeugt sich ferner leicht, dass die Be- 
dingungen (10), welchen zwei äquivalente Darstel- 
lungen genügen, charakteristisch für sie sind, d.h. 
dass auch zwei Darstellungen äquivalent sein müssen, 
so oft sie ihnen genügen. Denn, da für die eigentliche 
Darstellung (5) die Zahlen a, ..,12...„ ohne gemeinsamen 
Theiler sind, kann man nach nr. 5 des dritten Capitels n(n — v) 
Zahlen 

Go,v+1; Go,v+25 ne Ion 
=1,2,:-.n) 
derart wählen, dass die Determinante Q=|g,| =1 wird. 
Durch die Substitution 
Al) 28 = geiyı + + Gerd + Gar +1 +1 4° Gent 
((=1,2,3,.-.n) 

geht dann f(x,) in eine äquivalente Form g(y,) über, von 
welcher y(y,) derjenige Bestandtheil ist, der nur die Veränder- 
lichen %,, %, :: %, enthält. Erfüllt aber die Darstellung (8) 
die Bedingungen (10), so bilden auch die Gleichungen 


12) = goa2ı ++ Gr» + Qortı +1 ++ Gonn 
((=1,2,3,--:n) 
eine unimodulare Substitution, durch welche f(x,) in eine 
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äquivalente Form g’(2,) übergeht; derjenige Bestandtheil der 
letzteren, welcher nur 2,, 25, 2, enthält, heisse y’(z,). Hier- 
nach sind die Formen g(y,) und g’(2,) auch unter einander 
äquivalent und man erhält eine Transformation 
(13) Yo = Hoıkı 4 %oa2a 4° + %#on2n 
((=1,2,-.-n) 
der ersten in die zweite, wenn man die Werthe (11) den 
Werthen (12) gleichsetzt und die so entstehenden Gleichungen: 


goıyı +2 Gerd For +19 +1 4° GonYn 
Fo Qoıkı + a + Goy2s + Go,’ +1 y+1 — u —+ Ion®n 
=1,2,3,--:n) 


nach den y; auflöst. Aus solcher Auflösung folgt offenbar 


Y% 2, (Hodıe + Role +: + YnoQng)2o + Ag2e, 


ol 
wo A, = ist für 
o=1,2,.:.:v, 


und A, =1 für 
| e=v+1,v+2,...n. 


Daher wird 
(14) A go Qi + TERKER, + 7 Inc Ono 
e@=1,23:.:n;0=1,2,:::») 
dagegen für >»: I 
%o—1 — 


Q : 
a | jenachdem \, > = ist. 
Zudem ist, wenn o>v etwa o=v-+h ist, der Ausdruck 
(14) für %,. nichts anderes als die Determinante Q, wenn in 
derselben die v + h‘® Spalte durch | 


d10, 920, °'" no 
ersetzt wird. In der so entstehenden Determinante können 
jedoch wegen (10) die ersten v Spalten durch die accentuirten 
Elemente ersetzt werden; da alsdann aber zwei Spalten der- 
selben identisch werden, muss 
u) 
sein, wenn 
0 > u, 0 lm 


ist. Die Substitution (13) hat demnach die Form 
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Yı = %,121 + Hy22a +: un Kıvky 
Yv-+1 = Av+1 
Yn = An 


und folglich verwandelt die unimodulare Substitution 


Yo = Hoıkı 4 %oa2a 4° Kov2r 
0=1,2,---" , 
die Form y(Y,) in y’(2,) und diese Formen sind äquivalent. 
Aus (14) endlich erhält man, wenn man 6 festhält, dagegen 
o alle Werthe 1,2,3,---n durchlaufen lässt, » Gleichungen, 
aus denen sich 
ge 0 — 091%10 + Ie2420o 4° Ier%vo 
0=1,2,.:.:n;0=1,2,:-:» 

findet. Diesen Beziehungen zufolge ist in der That die Dar- 
stellung (8) von y’(2,) der Darstellung (5) von y(y,) durch 
die Form f(x,) äquivalent. 

Da somit die Gleichungen (10) die nothwendige wie hin- 
reichende Bedingung für die Aequivalenz zweier Darstellungen 
sind, sieht man sogleich ein, dass zwei Darstellungen, 
welche derselben dritten Darstellung äquivalent sind, 
es auch unter einander sind. 

Identifieirt man insbesondere die Formen y(y,), Y'(2o), 
sodass die Substitution (7) eine Transformation von y(y,) in 
sich selbst darstellt, so lehren die entwickelten Sätze, dass 
sämmtliche eigentliche Darstellungen der Form y(y,) 
durch f(x,) sich in eine Anzahl Complexe vertheilen 
lassen der Art, dass zwei Darstellungen äquivalent 
sind oder nicht, jenachdem sie demselben Complex 
_ angehören oder nicht, und dass in jedem Complexe 
sich so viel Darstellungen befinden, als es Transfor- 
mationen von y(y,) in sich selbst giebt. 

2. 1) Sei nun wieder (5) eine eigentliche Darstellung 
von Y(Yo) durch f(zx,) und (2) die entsprechende unimodulare 
Substitution. Weil f(x,) durch letztere in g(Y,) übergeht, s 
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verwandelt sich nach nr. 7 des fünften Capitels die n — 1' 


Begleitform 
> (n—1) 
Au ER en 


von f(&,) dureh die Substitution 
>’ (n—1) 
nik... = De rst-.. ° Yrst:-: 
rst--- 


in die äquivalente Form 


> (rn —1) 
. ee 2 Ynik--: & Yrst--. 


d. i. in die » — 1" Begleitform von g(Y,), oder, wenn man 
mit %,v diejenigen Indices der Reihe 1,2,3,---n bezeichnet, 
welche resp. in der Combination der »n — 1 Indices hik.--, 


rst--- fehlen, es verwandelt sich die Adjungirte von f(z,): 
(15) F(&,) => A "KuKe 
(#112, 2.207) 
durch die Substitution 
(16) Lg 5; Qs1Yı Ar v2 Ya == 22 + VonYn 


0=1,2,3,..‘n) 
in die Adjungirte 


(17) G (Yo) =D) Dan "Yu Yr 
(wv,ve=1,2,---n) 
von 9(%,). Demnach wird, wenn man %,,%,::-%, gleich O 


setzt, die Form 

(18) I'Yo = 3274 Yu Ye ; 
Wwe=r+1r+2,:::n) 

welche ein Bestandtheil von @(y,) ist, mittels der Formeln 


(19) u = ar +1 Yo 4° RonYm 

((=1,2,3,.-:n) 
durch die Form F(x,) dargestellt, und zwar eigentlich, da die 
aus den Coefficienten der Formeln (19) zu bildenden Deter- 
minanten 
(20) SE or EROR SEITE 
vom Grade n -— v, aus denen die Determinante Q der Glei- 
chungen (16) homogen und linear zusammengesetzt ist, wegen 
Q=W)= 1 ohne gemeinsamen Theiler sind. Setzen wir an 
Stelle der Adjungirten von f(&,) und g(Y,) ihre primitiven 
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Adjungirten oder Be 


1) fe = Duden 


(u,v=1,2,::-n) 


alla ay;) 
(22) re Dh 


(u,v—=1,2,---n) 


und 


(23) 4 (Ye) Tr FETTE en - Fr kr Yo, 
du up=r+1,-- 

so wird offenbar mittels derselben a (19) (yo) 
dureh die Form f(x,) eigentlich dargestellt. Diese 
Darstellung (19) nennen wir der Darstellung (5) ad- 
jungirt. Aus der Reeiproeität der beiden Formen f(x,) und 
I(&.) folgt dann ohne weiteres, dass auch umgekehrt der Dar- 
stellung (19) von x(%,) durch f(x,) die Darstellung (5) von 
y(Y,) durch f(x,) adjungirt ist. Hiernach gehören immer 
eine eigentliche Darstellung einer Form y(y,) mit v 
Veränderlichen durch die Form f(x,) und eine eigent- 
liche — die adjungirte — Darstellung einer Form 
%(Y6) mit n— v Veränderlichen durch die Reciproke 
von f(&,) zu einander. 

2) Nach den Formeln (12) und (15) des ersten Capitels 
besteht für zwei adjungirte Darstellungen (5) und (19) jede 
der Beziehungen: 


(24) een Hi. 


uw) 
wo hik-.-- und h’s --- je zwei (geordnete) Combinationen 
von v und n — v Zahlen bezeichnen, die zusammengenommen 
die ganze Reihe 1,2,3,-:.n Srichönfen; und 


(24a) PA (— N te ak 


zu setzen ist. Diese Beziehungen sind aber für zwei 
adjungirte Darstellungen charakteristisch, insofern 
zwei eigentliche Darstellungen (5) und (19), für welche 
sie stattfinden, auch immer adjungirte Darstellungen 
sind. Dies erkennt man folgendermassen. Sind die Coeffi- 
cienten der eigentlichen Darstellungen (5) und (19) irgend 


welche Zahlen, welche die Bedingungen (24) erfüllen, so wähle 
Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1, 36 
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man nv Zahlen 
Vo1, Qo2, un or 
((=1,2,:-:.n) 
so, dass die Determinante Q = | Q;, | gleich 1 wird, die Glei- 
chungen 
= Beıyı Ft dor + dort tı 4° RonYn 
0@=1,2,3,--‘n) 
also eine unimodulare Substitution bilden. Bezeichnen wir 
mit %, das zu @;, adjungirte Element der Determinante Q, 
so ist auch das System der Gleichungen 
Ko = Koıyı + .. + KovYv + Ko,» +1Yv-+1 + H; 3E, + KonY%n 
(e=1,2,3,-::n) 
eine unimodulare Substitution also ihre Determinante X gleich 
l, und man hat die Beziehung 
(25) KORtE yyae- 0” DT BANR 0 
in welcher Hl " Ü + wie in (24) und & durch die 
Formel (24a) zu bestimmen sind. Da aber die Determinante 
X entsteht, wenn man die in vorstehender Gleichung auf- 
tretenden Unterdeterminanten mit anderen, nur die Elemente 
Xor+1 °" Yon enthaltenden Unterdeterminanten multiplieirt, 
so wird ihr Werth, sobald die Gleichungen (24) erfüllt sind, 
ungeändert bleiben, wenn man die Zahlen x%o1, Xo2, '** Kor 
durch 991, 92, ** * Qe, ersetzt. Demnach wird auch 
% = Ieıyı FT Rh T Kar tidoti T 99T Kon 


((=1,2,3,.-.n) 
eine unimodulare Substitution sein, in welcher die zu 
Kovt1, '"* Kon 


adjungirten Elemente, wie man aus denselben Gründen wie 
bezüglich der Determinante X erkennt, die Zahlen 
dat," Yon 
sein müssen. Die Darstellung (19) ist somit der Dar- 
stellung (5): 
up = QeıYı + 242 +" + AorYr 
@=1,2,-:-n) 
in der That adjungirt. 


OO 
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3. Verbindet man diese Sätze über adjungirte Darstel- 
lungen nun mit denjenigen über äquivalente Darstellungen, so 
erkennt man sogleich die Richtigkeit des Satzes: 

1) Zwei äquivalenten Darstellungen durch f(x,) 
sind stets dieselben Darstellungen durch die Reeci- 
proke von f(z,) adjungirt. Denn bezeichnet 


(26) Lo = Qe1ıYı 4 99292 4° + AerWr 


((=1,2,---n) 


eine eigentliche Darstellung der Form y(y,) und 


(27) re geıdı + 99222 Het: Gov&r 

(=12,:::n) 
eine solche Darstellung der ihr äquivalenten Form y’(2,) durch 
f(&,), welche der ersteren äquivalent ist, so bestehen die Be- 
ziehungen (10). Bedeutet ferner 


(28) Lg > o%. v+1Yr+1 + Tee + VonYn 

@=1,%::-m) 
eine zur ersteren Darstellung adjungirte Darstellung durch die 
 Reeiproke von f(z,), so bestehen die Beziehungen (24); und 
aus der Combination jener mit diesen erschliesst man die 


Gleichheiten 
'(%) (n—v) 
hik-..:12...y IE, 0,;; 3 rv+1,- 


welche lehren, dass die Darstellung (28) auch der mit (26) 
äquivalenten Darstellung (27) adjungirt ist. 

2) Man ersieht endlich auf diese Weise, dass ein- und 
dieselbe Darstellung durch die Reciproke von f(z,) nur 
äquivalenten Darstellungen durch die Form f(&) selbst 
adjungirt sein kann. 

4. Von dem bisher behandelten allgemeinen Falle der 
Darstellung einer Form mit » Variabeln durch die Form 


fe) = 2 Gere 


(,ß,=1, 2, 


resp. einer Form von n — v See durch die Reciproke 
von f(&,) gehen wir nun zu dem besonders wichtigen Grenz- 
falle über, in welchem v —=n — 1 ist. 


1) Eine quadratische Form 
36 * 
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(29) by) =D, DapYays 


(,=4h23°':r—D 
ist eigentlich durch f(z,) mittels der Formeln 
(30) Lo TE G01Yı + Io2Y2 + IK =. Jo,n—1Yn —1 
((=1,2,: ..n) 


darstellbar, wenn vermöge dieser Beziehungen 


f(&,) = bye) 
ıst und die Zahlen 
(31) | ae 
ohne gemeinsamen Theiler sind. Da alsdann eine unimodulare 
Substitution | 
(32) Lo = Ge1Yı lg Ig,n—1Yn—1 = JonYn 
((=1,2,:--n) 
angebbar ist, so verwandelt sich durch letztere f(z,) in eine 
äquivalente Form 
(33) 93H) =D, das Ya Ye, 
(a, d,=1,2,:*-n) 

von welcher b(y,) der von %, freie Bestandtheil ist. Heisst 
B;, das zu b;, adjungirte Element der Determinante B—= |b;,| 
der Form (33), so ist B,„ die Determinante von b(y,). Nun 
ist aber D,n = (— 1)"d_2 Dun also theilbar durch d,_>, 
und so gewinnt man das erste Ergebniss: Durch die Form 
f(&,) können nur solche Formen mit na — 1 Veränder- 
lichen eigentlich dargestellt werden, deren Determi- 
nante theilbar ıst durch d,_s. Setzen wır demnach die 
Determinante von b(y,) gleich (— 1)”d„_s-b, so wirdb = b,,. 

2) Ferner erschliesst man aus nr. 2,1), dass jeder 
eigentlichen Darstellung (20) von b(y,) durch f(&,) 
eine Darstellung der Form 


X(Ye) = Dan: Yu’ 
durch die Reeiproke von f(x,) mittels der Formeln 
N JınYn, IL = da nYn, ut JnnYn 
oder, was dasselbe sagt, eine eigentliche Darstellung 


der Zahl b„„ —b durch die Reeiproke von f(x,) mittels 
der Werthe 
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nt Yin, I, = Yan; WARNT nn 
adjungirt ist; sowie 

3) dass auch umgekehrt jede eigentliche Darstel- 
lung der Zahl b durch die Reciproke von f(&.) einer 
eigentlichen Darstellung einer Form mit n — 1 Ver- 
änderlicehen und der Determinante B,„. durch f(&,) 
selbst adjungirt sein muss. 

4) Nach nr. 5,1) sind äquivalenten Darstellungen 
von Formen mit » — 1 Veränderlichen und der Deter- 
minante D,„ durch die Form f(&#,) stets gleiche Dar- 
stellungen von b durch die Reciproke von f(x,) adjun- 
girt und 

5) nach nr. 3,2) müssen nicht-äquivalenten Dar- 
stellungen solcher Formen durch f(x,) verschiedene 
Darstellungen von b durch die Reciproke von f(zx,) 
adjungirt sein. | 

Hieraus ergiebt sich folgende Regel, um sämmtliche 
verschiedene eigentliche Darstellungen der Zahl b 
durch die Reeiproke von f(z,) zu ermitteln: 

Nach 3) werden sie sämmtlich gefunden, wenn man die 
eigentlichen Darstellungen (30) aller Formen mit n — 1 Ver- 
änderlichen und der Determinante (— 1)’d,_2-b durch f(zx,) 
aufsucht und vermittelst derselben die Zahlen 


Qın; Van, En Chir 


bestimmt. Nach 4) genügt es aber, nur nicht-äquivalente Dar- 
stellungen zu betrachten. Man wähle also von allen jenen 
Formen nur die Repräsentanten eines vollständigen Systems 
nicht-äquivalenter Formen, bilde für jeden von ihnen die Com- 
plexe äquivalenter Darstellungen, deren er fähig ist, und wähle 
aus jedem solchen Complexe nur eine einzige Darstellung. 
Nach 2) erhält man für jede solche Darstellung durch f(x,) 
wirklich eine adjungirte Darstellung von b durch die Reciproke 
von f(x%,), und endlich werden alle diese Darstellungen von b 
nach 5) auch von einander verschieden sein. 

Die Aufgabe, alle Darstellungen einer gegebenen 
Zahl durch eine gegebene Form mit » Veränderlichen 
zu finden, kommt den erhaltenen Ergebnissen zufolge 
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auf die andere zurück: alle Darstellungen einer Form 
mit n— 1 Veränderlichen durch eine Form der erst- 
genannten Art zu ermitteln. 

5. Zur Lösung der letzteren Aufgabe suchen wir vor 
allem die Bedingungen auf, welche die Form (29) erfüllen 
muss, damit sie durch die Form 


f(&) = Si (aß Kr %p 
(,ß,=1,3::.n) 
mit » Veränderlichen eigentlich darstellbar sei. 
1) Wir wissen bereits, dass die Determinante B 
der Form b(y,) durch d„_s theilbar sein muss: 
(34) B= (— 1)’d._2: b. 


Wenn dann b(y,) durch f(x,) mittels der Formeln (30) 
eigentlich darstellbar ist, so giebt es eine unimodulare Sub- 
stitution (32), durch welche f(&,) in die äquivalente Form 
(35) übergeht, deren Determinante 5 heisse. Die Reciproke 


von f(&e): 
flo) =D, a0p ma 2 


(,ß=1,2,--‘n) 

geht durch die Substitution 

(35) Lo > Yo1Yı = Qo2%2 + ae + VonYn 
@=14,2%:::n) 


in die Reeiproke von g(%o): 


(y) =D, Bas Yayı 
(,@®=1,2,:.'n) 


über, und folglich besteht noch folgende allgemeine Beziehung: 


(36) D;, => Au‘ Qui ; Cl 
Aus ihr findet sich insbesondere für b,„ == b die Formel: 
(37) b= (Ren) 


d.h. b ist eigentlich durch die Reeiproke von f(x,) also auch 
durch f(x,) darstellbar, und somit muss 

2) die Zahl b bezüglich jeder in 0,_ı aber nicht 
in b aufgehenden ungeraden Primzahl »,.-ı denselben 
quadratischen Charakter haben, wie die Zahl | 
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lt, 


was folgende Bedingung ergiebt: 


(38) ei) 
Pn—ı = P,—1 wu P2.—1 


Weiter aber erschliesst man aus der Determinantenformel 
0:B 








BD: Ob,„0b,, um Dis 2 b;. TE Verla 
wenn man die ÜCoefficienten 
By: 
a se 
der Reciproken g(y,) einführt und 
0:B oB 
(39) 05,.00;, er ob,, _— dn—3 x Pix 


setzt, was geschehen kann, da der Ausdruck als Unterdeter- 
minante » — 2" Grades von b durch -d„_s aufgeht, die nach- 
stehende Gleichung: 
(— LE | dn—3 Z fr 7: du_3 (bb;, STEE D;. DIS) 
Einfacher hat man 
(40) (— N ; ßix er bb;, DE Di; Us, 
(„e=1,2,-'-n—]1) 
Gleichungen, welche in der Form von Congruenzen auch so 
geschrieben werden können: 
(41) (— 1 Ubi ze Om —1% Pix == Di; b, n (mod. b) 
(,„‚z=1,2,:---n—1) 
und sich in folgende eine Congruenz: 
(— men Or > Dix Yi Yı 
(42) x —=1,2, m —1) 
— (bi nYı + bs nY2 + “og + ER PRPER); (mod. b) 
zusammenfassen lassen. Letztere nimmt, wenn 
(— 1)” OB 


3) Bud Dun N 
BU LOB NSBL) @x=12,-.:n—ı) 
gesetzt wird, diese Gestalt an: 
(44) ln 1° By.) = (bi nYı —+ Ds nY2 + Er + ee: er): 
(mod. b). 
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3) Die. eigentliche, Darstellbarkeit der Form b(y,) 
dureh eine Form mit » Veränderlichen erfordert mit- 
hin die Möglichkeit dieser Congruenz d.h. das Vor- 
handensein von an — 1 Zahlen 


(45) b; N, D> 21:3 ee Di_ 6; 


welche derselben, oder, was dasselbe sagt, dem Systeme 
der Congruenzen (41) Genüge leisten; kurz gesagt: 


— 09-1: B(%) 
muss ein quadratischer Rest (mod. b) sein. 

6. Dem Bewiesenen zufolge entspricht jeder eigentlichen 
Darstellung (30) der Form b(y,) mit » — 1 Veränderlichen 
durch die Form f(x,) mit » Veränderlichen ein System von 
n» — 1 Zahlen (45), welches der Congruenz (44) Genüge leistet. 
Ihre Werthe sind abhängig von der besonderen Wahl der Zahlen 
(46) Mn; Q2n; re Inny 
welche mit der Darstellung (30) zusammen eine unimodulare 
Substitution (32) hervorbringen. Es lässt sich jedoch be- 
weisen, dass die Reste der Zahlen (45) (mod.b) von 
dieser Wahl unabhängig sind. Zu diesem Zwecke ent- 
nehmen wir der Formel (36) die folgende: 


D;. ne > Auv ui a: 
u, d 


und bilden, indem wir sie mit g,; multipliciren, die nach- 
stehende Summe: 


did => (a. De Dar: 


den Beziehungen zwischen den Elementen g;, und ihren ad- 
jungirten Elementen @;, zufolge ist 


DELFRN == roller 


i—=1 
jenachdem u = r oder u 2% r ist, und somit nimmt die vorige 
Gleichung die einfachere Gestalt an: 


SS Qri Din —-, Oro Q, n7 


i=1 
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wofür man schreiben kann: 


n—1 
(47) Irn 0 —, ro d n 2 Ari Din y 


oder, da b,„ = b ist, in Gestalt einer Congruenz: 
n—1 


(48) Dar Qen = 2) gribin (mod. b). 


i—1 
(r=1,2,-*+.n) 


Ist nun p* irgend eine in b aufgehende Primzahlpotenz, 
so ergeben sich aus je a — 1 dieser Congruenzen die Zahlen 
Qın ‘Din, Gen Din, ** * Qnn * Din 
(=1,2:-n—ı1) 
unabhängig von der besonderen Wahl der Zahlen (46) (mod. p*) 
bestimmt, und da die Zahlen Qı„, Qan, *: Qnn nicht gleich- 
zeitig durch p theilbar sein können, wird auch b;, d. i. jede 
der Zahlen (45) (mod. p*) mithin auch (mod. b) vollkommen 
bestimmt sein. Verschiedenen Systemen (46) entsprechen 
daher (mod. b) congruente Systeme (45) oder ein- und 

dieselbe Wurzel der Congruenz (44). 

Durch geeignete Wahl der Zahlen (46) kann man 
aber bewirken, dass die Zahlen (45) irgend ein be- 
liebiger Repräsentant dieser Wurzel werden. Sind 
nämlich 1 
(45) RT EN 
irgend welche bestimmte Zahlen, welche (mod. b) den Zahlen 
(45) congruent sind, so dass allgemein 


Din = D;, + b- m, = Dj -H db, Mm; 
gesetzt werden kann, so entspringen aus den Gleichungen (47) 
die ähnlichen: 


n—1 
Gin Ds - een u Ari hit, 


il 
wenn 
n—1 
Orn = Aırn 7 > | Mi Qri 
tl 
gesetzt wird. Die so bestimmten Zahlen gin, Q&n, :** Qnn Sind 


aber auch ein zulässiges System von Zahlen (46), da, wenn 
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sie in der Determinante |g;, | statt dieser Zahlen gesetzt werden, 
der Werth derselben unverändert gleich 1 bleibt, und ihrer 
Wahl entspricht dann die Auflösung der Congruenz (44) mittels 
der Zahlen (45). 

Diese Ergebnisse lassen sich in dem Ausspruche zusammen- 
fassen, dass jede mögliche eigentliche Darstellung der 
Form b(y,) durch die Form f(x,) zu einer ganz be- 
stimmten Wurzel der Congruenz (44) führt oder — 
nach Gauss’scher Ausdrucksweise — gehört. 

Aus dem zuletzt bewiesenen Punkte geht hervor, dass 
jeder eigentlichen Darstellung der Form b(y,) durch die Form 
f(&,), welche zu einer Wurzel der Congruenz (44) gehört, eine 
Transformation (32) von f(z,) in eine, die Form b(y,) als 
Bestandtheil enthaltende äquivalente Form g(y,) entspricht, in 
deren Reeiproken g(y,) ein beliebig gewählter Repräsentant 
Din, Dany; 6 —ı,n jener Wurzel und die Zahl b,„—=b die 
letzte Zeile (Spalte) des Ooeffieientensystems ausmachen. Jede 
mögliche eigentliche Darstellung von b(y,) durch f(x,), 
welche zu jener Wurzel gehört, muss hiernach er- 
halten werden, wenn man alle Transformationen von 
f(x.) in diese Form g(y,) aufsucht. Offenbar liefert 
aber auch jede solche Transformation eine jener Dar- 
stellungen, indem man in ihr die letzte Veränderliche 
zu Null macht. Und endlich werden verschiedenen 
solcher Transformationen auch verschiedene Dar- 
stellungen entsprechen; denn, bleibt die Darstellung (30) 
sowie auch der Repräsentant bı,„, Dan, --- Dn—ı,n der Wurzel 
der Congruenz (44) ungeändert, so bleiben es sämmtliche 
Zahlen zur Rechten der Gleichungen (47), und da auch b,„ = 
bleibt, können auch die Zahlen g1., Q2r; ‘Qu. und die Trans- 
formation (32) dann keine Veränderung erleiden. 

7. Wir fahren zunächst noch in der Aufsuchung der Be- 
dingungen fort, welche die Form b(y,) erfüllen muss, um 
dureh f(x,) eigentlich darstellbar zu sein, und fragen deshalb 
nach dem Index, nach der Ordnung und nach dem Geschlechte, 
die b(y,) hierfür zukommen müssen. Da jedenfalls d durch 
die Receiproke von f(x,) eigentlich darstellbar sein muss, deren 
erste o-Invariante gleich 6,_; d.ı. bei ungerader Deter- 
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minante gleich 6, ist, dürfen wir b= 6, m setzen, wo 
= +1, m aber positiv ist. Die Anwendungen, welche wir 
von der Theorie der Darstellung durch eine Form zu machen 
gedenken, gestatten uns, m als eine gegen 24 prime Zahl 
vorauszusetzen, und wir halten von nun an diese Vor- 
aussetzung fest. Ferner dürfen wir, da äquivalente Formen 
mit a — 1 Veränderlichen stets gleichzeitig durch f(x,) eigent- 
lich darstellbar sind resp. nicht darstellbar, die Form b(y,) 
ganz beliebig in ihrer Olasse, z. B. als charakteristische Form 
derselben gewählt denken. 

1) Wird dann unter D, diejenige Unterdeterminante von 
Bb==|b;,| verstanden, die aus den ersten m Zeilen und Spalten 
gebildet ist, sodass 

Beni Id, Bi — Don = lb 
also 

12 ED a ER RE ) 
von demselben Vorzeichen ist wie b, so werden die Zahlen 
B,, B;, Da —ı, D. von Null verschieden sein. Demnach 


kann nach der Formel von Jacobi 





3 Vi Yu ı I 
BB 
1 1.23 n—2, n—1 n—in 
gesetzt werden. Y,, Ys, -:: Y„ bedeuten reelle lineare Funk- 
tionen von %,, Ya, ''"Yn. Die Anzahl der negativen Glieder 


zur Rechten ist der Trägheitsindex der Form g(y,) also, da 
diese mit f(x,) äquivalent ist, gleich r. Aus gleichem Grunde 
lässt sich 


Y. 2 57% n—1 
b(y%) Ra 12 a B,B ar u ERHER 
setzen, wo jetzt Y,, Y5,--- Yn—ı reelle lineare Funktionen 


von Y, Ya, ***"Yn—ı bedeuten. Ist r’ der Trägheitsindex dieser 
Form b(y,), d.i. die Anzahl der negativen Glieder zur Rechten, 
so ergiebt sich sogleich = r’ oder r=r’-+ 1, jenachdem 
b positiv oder negativ ist. Soll also die Form b(y,) durch 
f(x) eigentlich darstellbar sein, so muss ihr Träg- 
heitsindex r’ gleich z oder r— 1 sein, jenachdem b 
positiv oder negativ ist. — In dem besonderen Falle, in’ 
welchem = 0 also f(x,) eine positive Form ist, kann 
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den zweiten Werth nicht haben, also hat r’ den Werth Null, 
b muss positiv und die Form b(y,) eine positive Form sein. 

2) Bei der Feststellung der Ordnung der Form b(y,) 
halten wir die Voraussetzung fest, dass die Determi- 
nante 4 von f(z,) ungerade sei. Mitd, werde der grösste 
gemeinsame Theiler aller Coeffieienten von b(Y,), mit d„_, der 
grösste gemeinsame Theiler aller Unterdeterminanten h‘® Grades 
ihrer Determinante B, mit 


[4 ’ ’ 
‚01, 9," 9n—2 
[2 


T 
’ G ‚ 
6,, 09, On—2 





N, by.) 
die Ordnung der primitiven Form = ” bezeichnet. Dann be- 
0 


steht für den numerischen Werth d,_s der Determinante B 
die Gleichung 
(49) dn_g = U Mrd: Od n—3 „On er 
aus welcher zunächst die Invarianten 6; leicht zu er- 
schliessen sind. 

Ist nämlich erstens o, =1, der ungeraden Determinante 
4 wegen also auch 6,, 6,, ':-6,_ı gleich 1, so ist nach der 
b(Y,) 
über m gemachten Annahme die Determinante der Form ne 

0 

ungerade, und folglich sind, 

wenn n gerade also » — 1 ungerade ist, nothwendig 

6, — 6, Ze 
also 
=, =, 62 — 3; 

wenn dagegen n ungerade also an — 1 gerade ist, können 

auch 
LE an 
sein. — Ist dagegen zweitens 6, —=2 also der ungeraden 
Determinante 1 wegen n gerade und 
o,=]1, 6,= 2, ,=1l,.-.,.-=1, 

so können durch f(x,) und folglich auch, wenn b(Y,) durch 
f(&,) darstellbar ist, durch b(y,) nur gerade Zahlen dargestellt 
werden. Nun wird sogleich gezeigt werden, dass d, nicht 


| byo) 
gerade sein kann, also sind auch durch ER nur gerade Zahlen 
0 
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darstellbar und somit ist 6, = 2. Ferner folgt aus (49), wenn 


2”m die höchste in o,, aufgehende Potenz von 2 bezeichnet, 
die Beziehung 


(n — 2)o, + (n —3)o, +: +2,34. =|1 
d. h. die Werthe 
EN El me ie A 0, 1 a 


sämmtliche Invarianten o,,0,,---0,—3 also sind ungerade, 
0„— 2 das Doppelte einer ungeraden Zahl. Hieraus ergeben 
sich nach nr. 6 des sechsten Capitels sogleich folgende Werthe 
der Invarianten 6;: 


’ 


BI 2, 0 ir +... 3 = 2 und 6, = j! 
d. i. 
25 —0,,0, = 9° = 6n—35, On—2 = 09n—2. 

Wir haben noch zu zeigen, dass d, nicht gerade 
sein kann. Ginge aber 2 in d, also in sämmtlichen Coeffi- 
cienten von b(y,) auf, so wäre auch jede der Grössen 

cB 
(50) 32. re m—3 “ Bir 
1% 
also, da d„_s3 ungerade ist, jede der Grössen ß;, durch 2 theil- 
bar, ebenso wegen (49) die Zahl b, und somit folgte aus der 
Congruenz (44), dass auch jede der Zahlen 


db; 2) Den, et Den 


durch 2 theilbar wäre; mithin lieferten die Congruenzen (48) 
die folgenden: 





Dar Qen = 0 (mod. 2), 


r=1,2,.-'n) 


welche unmöglich sind, denn die Determinante derselben ist, 
als Determinante der Reciproken f(x,), ebenso ungerade, als 
der Voraussetzung nach die Determinante von f (2e), die Grössen 
Qın, Yan,‘ Qnn müssten also, obwohl sie keinen gemeinsamen 
Theiler haben können, gleichzeitig gerade sein. 

Genau die gleichen Erwägungen führen zu dem 
Ergebnisse, dass weder d, noch eine der Invarianten 
0,,0,°'"%—3 durch eine in m (also in b aber nicht in I) 
aufgehende Primzahl p theilbar sein kann. In der 
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That müsste solche Primzahl in allen Unterdeterminanten der 
Determinante B vom Grade n — 2 und folglich auch in allen 
Zahlen (50) und, weil nicht in d,_s, in allen Zahlen ß;, auf- 
gehen, was in Verbindung mit dem Umstande, dass die Deter- 
minante der Form f(z,) ebenso wie 41 prim ist gegen m, auf 
gleiche Weise wie zuvor die Behauptung erweist. 

Da dies für jede in m enthaltene Primzahl gilt, 
schliesst man aus der Gleichung (49), dass o,_s durch 
&06,m = b theilbar sein muss. 

Nun bedeute 9 irgend eine in d„_s also nicht in 6,m 
enthaltene Primzahl und pm, pPm die höchsten in d,, d„ resp. 
aufgehenden Potenzen derselben. Aus (49) ergiebt sich so- 
gleich 
On 2 = n2- 

Ferner muss unter den Unterdeterminanten n“" Grades von 
B eine, und demnach auch diese eine unter den Unterdeter- 
minanten n‘®" Grades von D genau durch Yon —1 aufgehen. 


Ihre Subdeterminanten sind durch 
p’m—2 — pm —2t° 


theilbar, wo Ö eine nicht-negative Zahl bezeichnet. Nach der 
Anmerkung auf 5. 316 geht daher die Unterdeterminante selber 
durch pm —ıTr° auf, mithin muss 


ZERSEN, = Omi . Ö 


sein. Hat man folglich bewiesen, dass &%n_ı = O&m_ı Ist, SO 
muss d=( und folglich auch &%"-2 = &m—a2 sein. Da nun 
bereits 0,_2 = 0%, erhalten worden ist, findet sich allgemein 
Om = Om, Insbesondere also %, =,=0 d.h. d, ist durch 
keine in d„_a aufgehende Primzahl theilbar. 

Weil aber jede etwa in d, aufgehende Primzahl noth- 
wendig entweder 2 oder eine der in m oder in d„_s enthaltene 
Primzahl sein müsste, erkennt man aus den erhaltenen Er- 
gebnissen, dass d, =1 d.h. dass b(y,) eine primitive 
Form sein muss. Nunmehr folgt aus der für jede in d„_s 
enthaltene Primzahl abgeleiteten Gleichheit 


Om = Om; 


(m=1,2,:::n—2) 
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dass jede solche Primzahl in o,„ ebenso oft aufgeht wie in 0„; 
der Gleichung (49) zufolge und weil 0,_s durch o,m theilbar 
ist, bestehen aber die Invarianten 0,', 0,,-- - 0„_3 ebenso wie 
die Invarianten 0,, 0,, 0,3 nur aus solchen Primzahlen, 
folglich müssen offenbar 
a Be HR Ar ARBRENE 
und endlich 
ee One Mi 

sein. 

Aus alle diesem ergiebt sich endlich, dass die 
Form b(y,), wenn sie dureh f(x,) eigentlich darstellbar 
ist, nur eine primitive Form der Ordnung 


(I) O3 DIR Qual On HE 
0,1, 09, ° ' On 3, On-2 


oder, falls na ungerade und 6, —1 ist, auch eine solche 
der Ordnung 
(II) O1, 09, °°* On—35 n—gEb 
BEL Z 
sein kann. | 

Hiernach lehrt die Beziehung (50), dass die Grössen ß;, 
bis auf das Vorzeichen die Coeffieienten der zu b(y,) reeci- 
proken Form mit n — 1 Veränderlichen sind. Jenachdem näm- 
lich z oder — 1 der Index von b(y,), jenachdem also b 
positiv oder negativ ist, wird ß(y,) oder — ß(Y,), d.h. &: B(y,) 
wird die Reciproke von b(y,) sein. 

3) Mit Rücksicht auf die festgestellte Ordnung der Form 
b(y,) ist nun leicht einzusehen, dass auch das Geschlecht 
derselben durch dasjenige der Form f(x,), durch welche sie 
darstellbar sein soll, zugleich bestimmt ist. Zur Vereinfachung 
denken wir wieder Db(y,) als eine (mod. 251) charakte- 
ristische Form der Classe, für welche (nr. 16 des sechsten 
Capitels) &ß(y,) bei umgekehrter Reihenfolge der Veränder- 
lichen auch eine (mod. 2b) charakteristische Form ihrer 
Classe ist. Heisst b(y,) die so genommene Form &ß(Y,), so 
nimmt die Congruenz (44) die Gestalt an: 


(Ha) — 29.1.6) = (diam-ı + denn at + 91,1)? 
(mod. b). 
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Nun ist die Ordnung von b(Y,) 


(Ia) On RED OR a 
0n—2, On—3, "09, ©, 

oder 
2, 1, a 


jenachdem b(y,) von der Ordnung (I) oder (I) ist. Da im 
ersteren Falle die erste o-Invariante gleich 1, im letzteren 
Falle aber 1b ungerade ist, wird der Rest von b(y,) (mod. b) 
in beiden Fällen die einfache Gestalt haben 


RE EEE RK) 
(51) OR s nes i (mod. 54), 


VPRRIESERENN, 


in welcher b,_ı prim ist gegen DA. In Folge hiervon wird 
die Congruenz (44a) gleichbedeutend mit dem Systeme der 
Congruenzen 

— 8,1 =b5 (=12---n—|) 
und 


0=b;,8,n (62x) (mod. b), 


die ihrerseits dasselbe besagen wie diese: 





Di Per Dan BIN ee fin + = 0 

hr =bh  -=bi: =0 
a 2 es ; (mod. b). 
(52) — ET bill 22 Debug 


Wir ziehen hieraus sogleich den für die Folge wichtigen 
Schluss: dass die Anzahl der Wurzeln oder incongru- 
enten Lösungen b;„, Dar, 9,1. der Congruenz (44) 
oder (44a) ebenso grossist, wie die Anzahl der Wurzeln 
der Congruenz (52) und folglich, falls sie lösbar ist, 
und wenn ß die Anzahl der verschiedenen ungeraden 
Primzahlen bezeichnet, aus denen die Zahl b besteht, 
gleich 2° ist. | 

Bezeichnen wir weiter, während m <n — 1 ist, für die 
charakteristische Form b(y,) mit o,d„-—ıb„ diejenige Unter- 
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determinante m'°” Grades, die aus den ersten m Zeilen und 
Spalten ihrer Determinante B gebildet ist, so sind die Zahlen 


(83) bi, b,, Mn a 


nicht nur zum Modulus 25.7 sondern auch jede zu den beiden 
benachbarten prim; für m = n — 1 findet sich 


(53a) b,—ı = (—- 1)e. 

Wird in gleicher Weise für die Form g(%,), welche b(4,) 
als Bestandtheil enthält, diejenige Unterdeterminante m*®” Grades, 
welche aus den ersten m Zeilen und Spalten der Determinante 
D gebildet ist, mit 6,dn-ı 9m bezeichnet, so findet sich, so 
lange m <n — 2 ist, 

Om Im = Om Öm; 
während 
(54) EN a: 
ist. Mithin stimmen, wenn b(y,) zur Ordnung (I) gehört, die 
Zahlen 
I1> Ian" In—2 


mit den Zahlen (53) überein und sind, wie diese, sowohl jede 
zu den zwei benachbarten, als auch gegen 2b 4 prim; gehört 
aber b(y,) zur Ordnung (Il), so hat man 


(ur 2b,, 9 = by, 95 = 255, In. = 2b, 3; 


da aber jetzt bA1 ungerade ist, sind diese Zahlen wenigstens 
wieder prim gegen b1. Die Zahlen 

(55) Ihr 923 ° ° * In—2, In—ı 

sind also stets gegen / und jede zu den zwei benach- 
barten prim. 

Nun ist zwar die Form 9(y,) nieht nothwendig eine 
charakteristische Form (mod. 24) der Olasse von f(z,), aber 
die Zahlen (55) sind gleichzeitig durch sie und ihre primitiven 
Begleitformen eigentlich darstellbar, und folglich bestimmen 
die quadratischen Charaktere derselben nach den einzelnen 
resp. in 0,, 0, °*"0,n—ı aufgehenden ungeraden Primzahlen 
die Einzelcharaktere, welche der Form g(Y,) oder dem Ge- 
schlechte von f(z#,) bezüglich dieser Primzahlen eigen sind, 
ihre Hauptcharaktere. Andere Charaktere kommen aber, 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 37 
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da 1 als ungerade vorausgesetzt wird, dem Geschlechte 
von f(z,) nicht zu, falls 6, —1 ist. 

Ist 6, = 2 also n gerade, ebenso wie b, so treten noch, 
entsprechend den 6-Invarianten mit geradem Index, Supple- 
mentarcharaktere auf. In diesem Falle aber ist die Form 
b(y,) von der Ordnung (I), und weil sie als charakteristische 
Form (mod. 20.4) gedacht wurde, wird g9(Y,) einer Congruenz 
genügen von folgender Gestalt: 


Di Mel bin 
AU, 24, 0 SEEN = 0 ba n 
watt 99 °::20,W, 0 bn-3n% (mod.4), 
LO TR re ne RL 
0.7.0. 0 =) 02 2.0 20,0 ee 
bi N ba n b; 2. n Be ent De 
wo 
RE a 0: 


ungerade Zahlen sind. Bemerkt man nun, dass die Form 
2ax + 2Ux,2, + 2ax,? + 2binCın + 2bonXo&n + Dann 
durch die unimodulare Substitution 
vw —yt hmm, %—=Y Tr hy, 


In > Yn 
ın dıe Form 


2ay, + 2Ayy + 2ay? + 2bınYyıYa + 2benYoYn + Dan Yu 

übergeht, in welcher 

bia=2ah +Mk + bı. 

ben = Ah +2ak + bb, 
ist, so lassen sich, da die Determinante 

| 2a.2a — W 
ungerade ist, die ganzen Zahlen h, k so wählen, dass 
bin =0, ben =O (mod. 4) 

wird; und indem man dies Verfahren zu wiederholten Malen 


zur Anwendung bringt, führt man g(Y,) in eine äquivalente 
[4 .. 
Form 9’(y,) über, welehe der Congruenz 
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20, A; O0... - rel 0 
Hr DrHDRRHUHE Shi 0 

g.(Y.) = 0 0 0 2a, AM, 00 (mod. 4) 
00.0. (RER 2A Deo 
DEMO ....0- 0008288 
U AR a Re BE 


Genüge leistet und wo nun y wegen 0, —=2 gerade und Pß 
wegen der ungeraden Determinante 1 ungerade sein muss. 
Man sieht, dass diese Form ein Hauptrepräsentant für die 
Classe von f(x,) ist. Demnach sind*®) die supplementären 
Charaktere des Geschlechts von f(x,) die Werthe der Symbole 
92 —1 RA—1 I H—1 


DENE ,DE =D, 


’ 
I—1271 IhM—2—1 


...(— 1) 2 — (— 1) 2 

Andererseits kommen der Form b(y,) zunächst als Haupt- 
charaktere diejenigen quadratischen Charaktere zu, welche 
die Zahlen (53) mit Bezug auf die resp. in 0,, 0, * "2 
aufgehenden ungeraden Primzahlen besitzen, sowie ausserdem 
noch die quadratischen Charaktere der Zahl b„_s mit Bezug 
auf die Primfaktoren von b. Gehört nun erstens b(y,) zur 
Ordnung (I) und ist o, —1, so hat b(y,) keine weiteren Einzel- 
charaktere; jene aber, welche sich auf die Primfaktoren von 
O4, 09, °*'0n—2 beziehen, sind, da die Zahlen g,, 9," In—a 
in diesem Falle mit den Zahlen (53) übereinstimmen, gleich 
den entsprechenden Charakteren des Geschlechts von f(x,); 
und diejenigen der Zahl 


(97) DE = De nt 

mit Bezug auf die Primfaktoren von b sind wegen der aus 
(44) entspringenden Congruenz 

(58) — 9-1: (— 1 Bn-1,n- ı = In-ı,n (mod. b) 
gleichwerthig mit den quadratischen Charakteren der Zahl 
(— 1j’+1.0,_ı bezüglich derselben Primfaktoren, also durch 





(56) 


*, S. die Anmerkung 3. 467 zu nr. 13 des sechsten Capitels. 


31° 
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die Ordnung der Form f(z,) vollkommen bestimmt. — Ist 
o—=2, so gilt für die Hauptcharaktere von b(y,) das eben 
Gesagte, aber, weil in diesem Falle für b(y,) eine Congruenz 
von der Gestalt: 


2a" 198 0 RN 0 
ER 
U) =I0 0 0:::.20,W, 0 [ (mod. %) 


RO ee Mi 
OKOANO sin. Drake 


besteht, treten zu ihnen noch die Supplementarcharaktere 
»—1 et a 

(59) (— DAS, (1) ee 

hinzu; diese sind jedoch den entsprechenden Charakteren (56) 

gleich also ebenfalls durch das Geschlecht von f(x,) mit- 

bestimmt. | 
Gehört aber zweitens b(y,) zur Ordnung (I), so gilt 

noch immer bezüglich der Haupteharaktere von b(y,) im wesent- 

lichen dasselbe wie vorher, nur dass an Stelle der Gleichung 

(57) die andere: 





(57) 2b.—2 7 Ps, n—1 
zu setzen ist und dass die Charaktere der Zahlen (53) mit 
Bezug auf die Primfaktoren von 0,, 0,, 0, nicht mehr 


denjenigen der Zahlen (55) gleich, aber doch dureh letztere 
wesentlich bestimmt sind. Den Supplementarcharakteren 


But | &n—3 71 


(59°) FETT N) MEET ZI 
entsprechen zwar jetzt keine Charaktere der Form f(&e); da 
jedoch in diesem Falle 
2a, 4, 0 ...0 0 
W200 Ol | 


By) a ee ir | 


011 0 Or, WM 
Or 


gesetzt werden kann, sind die bezeichneten Charaktere ver- 
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mittelst der Congruenzen 
dgm—ı * Dam = (— 1)" (mod. 4) 
durch die Form f(x,) ebenfalls völlig bestimmt. 

Und somit gelangt man, die sämmtlichen, bezüglich der 
Form b(y,) angestellten Betrachtungen zusammenfassend, zu 
folgendem Endergebnisse: 

Damit eine Form b(y,) mit »— 1 Veränderlichen 
durch die primitive Form f(x,) mit » Veränderlichen 
und von der Ordnung 

A  ! 


T, 
. 61, 99, ° * On—2, In—1 


eigentlich darstellbar sei, muss sie eine Determinante 
haben von der Form 
= 1)’ du? b, 


wo die quadratischen Charaktere von b der Bedin- 
gungsgleichung (38) unterworfen sind, wenn b=so,m 
gesetzt wird und m prim gegen 2A ist, und muss in 
derselben Voraussetzung eine primitive Form sein, 
deren RKeciproke, mit — 20,-ı multiplicirt, quadra- 
tischer Rest von b ist, und sie kann zudem nur einem 
— im Falle eines ungeraden » und wenn 5, =1 ist, 
nur zwei — durch das Geschlecht von f(z,) völlig be- 
stimmten Geschlechtern von Formen angehörig sein, 
die als die Geschlechter I‘, und Ixm, entsprechend den Ord- 
nungen (I) und (II), bezeichnet werden mögen. 
8. Umgekehrt seien 
01, 0, une On— 2, 9n—1 
gegebene ungerade Zahlen, 
din = 0," 05" 77... 00 10% 
RA=123,--nr—1) 
und 1=(— 1) -d,._ı; ferner si b=som, we=-l, 
s=1 oder 2 und m >0 prim zu 24, endlich 7’ =r oder 
tz — 1, jenachdem 5 positiv oder negativ ist. Man betrachte 
die Ordnung O': 


[4 


T ? 
61, 09, °* ' On—3, On—2 
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von Formen mit » — 1 Veränderlichen. Damit sie wirklich 
vorhanden sei, müssen die o-Invarianten durch nr. 6 des sechsten 
Capitels bestimmte Werthe haben, insbesondere, wenn 6 =1 
und » ungerade ist, entweder 
Pe PR ER 2 Aa 
oder 
0,,—,23.60, — 1, 0, = 2u. Ge 

sein. 

Gesetzt, sie existire dann wirklich und b(y,) sei 
eine (primitive) Form dieser Ordnung, also ihre Deter- 
minante 
(— 1)" du-2:.db= (— 1)’d,_2b, 
so lässt sich zunächst aus den voraufgehenden Be- 
trachtungen schliessen, dass nur ein ganz bestimmtes 
Geschlecht von Formen mit » Veränderlichen und 
den letzten beiden d-Invarianten d,_s, d„_ı vorhanden 
sein kann, durch deren Formen eine eigentliche Dar- 
stellung von b(y,) denkbar ist. Denn, sei f(x,) eine 


solche Form, deren Ordnung 


‚ ‚ ’ ’ ’ 
0, y 0, ge ie On—3 5 On— 2; On—1 
4 4 ’ ’ ' 
6, ’ 6, #5 6n—3;5 0n—25 On—1 


heisse, so muss zunächst 8 = r und die Ordnung 0’ mit Be- 
zug auf f(x,) entweder eine Ordnung (I) oder eine Ordnung 
(Il) sein. Man schliesst in beiden Fällen 

[2 4 ’ 

0, = 0,9 0, On—2 — n—2 
also wegen 
Ka ee p) ' Br. ’ 48T a ’ 
dn—ı om 0,” . O0," ae ed eh En 0, at. On—2 n—1 
auch 
O1. la 

ferner im ersten Falle 


’ [4 


4. — 0, Wi fauiir Gn_2 = On—2, 
womit zugleich auch 6,_ı völlig bestimmt ist, weil die o- 
Invarianten der Form f(z,) der ungeraden Determinante wegen 
entweder nur sämmtlich gleich 1, oder abwechselnd gleich 2 
und 1 sein können; das Erstere wird eintreten, wenn n» und 
b ungerade sind. Im zweiten Falle, der sich nur ereignen 
kann, wenn » und b ungerade sind, müsste 6,’ =o=1 sein 
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und somit würden sämmtliche 6-Invarianten der Form f(x) 
gleich 1. Da somit der zweite Fall, sobald er möglich ist, 
zu derselben Ordnung führt, wie der erste, steht zunächst die 
Ordnung der Form f(x,) vollkommen fest. 

Dann aber ergeben sich auch nach der obigen Ausein- 
andersetzung aus den Charakteren der Form b(y,) sämmtliche 
Charaktere der Form f(x,) unmittelbar, mit Ausnahme der- 
jenigen Hauptcharaktere, welche auf die Primfaktoren von 
0„—ı bezüglich sind, sowie des im Falle 6,’ = 2 auftretenden 
supplementären Charakters 

In—2a1 
(pn 

Indessen bestimmen sich die supplementären Charaktere 
(56) nach nr. 14 des sechsten Capitels durch einander und so 
wird auch dieser durch die übrigen unzweideutig definirt sein; 
bezüglich der Primfaktoren p„—ı von 0,—ı aber besteht die 
Bedingungsgleichung 





b eV. ; I ar &rs 17° BR: 
er) 2 3) er ( Pa—ı ): 
sodass auch diese Einzelcharaktere der Form f(x,) durch die 
Form b(y,) völlig bestimmt sind. 


Wird nun vorausgesetzt, dass für jede in b auf- 
gehende Primzahl g die Bedingung 


ee 


erfüllt, dass also 











(— 1y+10,_ıb„_2 quadratischer Rest von b 


sei, so ist das bezeichnete Geschlecht von Formen 
mit » Veränderlichen auch wirklich d.h. eine Form 
eines solchen Geschlechts thatsächlich vorhanden. 
Beim Nachweis dieser Behauptung darf man wieder b(y,) als 
eine (mod. 2b_1) charakteristische Form ihrer Classe voraus- 
setzen. Alsdann besteht für die mit b(y,) bezeichnete Form 
die Congruenz (51), aus welcher 


b._1ı = &- (— 1) Ba = 8: (— 1)°b„_s (mod. b) 


hervorgeht. Der gemachten Voraussetzung zufolge wird also 
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— &0,—10„—ı quadratischer Rest von b 


mithin die Congruenz (52) und in Folge davon auch die Con- 
gruenz (44a) oder diese andere: 


(60) u ER B(y.) == (Dınyı + D2 „%3 + sie ur Dam 1) 
(mod. b) 
auflösbar sein. Seien nun die Zahlen 
Dis D2n, Fa De 


irgend eine bestimmte Wurzel dieser Oongruenz, so giebt 
es ihr zufolge für jede Combination i,x aus der Reihe 


1, 2,3, n—1 
eine ganze Zahl b,,, welche der Gleichung 


(61) (— 1702-1: Ba — 5b din — Din dan 

genügt, und für jede solehe Combination wird 
bu=bi, 

sein; ausserdem- werde b,; = b;,, D„..„ = b,. gesetzt und 

(62) Dee P; 


Man bestimme nun die Zahlen 
bz1 — bi n3y b„2 ee ben, Be Daseı rg D 1 
durch die » — 1 Gleichungen: 
d 








(63) Pızbnı + P2xbn 2 + org: = De = ke 1 : ir e 0,5 
na BE 

und die Zahl b,„ durch folgende Gleichung 

d,.” 

(64) b; Or + D2nban + 2 + Dr#Das Ir d ,’ 

wo dn—1, dn_2; dus durch die Grössen 0,, 0,,°*-O.n ı ın 


gleicher Weise wie früher bestimmt gedacht werden. Wir 
wollen den Nachweis führen, dass die so definirten Zahlen 
bestimmte ganze Zahlen sind. Indem wir die »-gliedrige 
Determinante 

(65) d.|— B 

setzen, erhalten wir die Beziehung 


02B oB 
m d on“ iX 
Ob, 0b;, ob,, k Piz, 
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folglich ist die Determinante der Gleichungen (65) bis auf 
eine Potenz von d„_s, welche als Faktor hinzutritt, die Ad- 
jungirte der Determinante B also von Null verschieden und 
folglich liefern jene Gleichungen für die Grössen 

Dn1, Öna, + On—ı,n 
jedenfalls bestimmte endliche Werthe. Man kann die Glei- 
chungen aber auch folgendermassen schreiben: 


oB 





(63a) (— 19 i ob,, — im—2° Yen 
(“=1,2,:::n—|1) 
und aus 
öB 5 Ä 
Beer ee) das b 
findet sich wegen (62) 
2. naBr" 
(63b) (— 1)7- Abm 5 Dear Un. 


Vermittelst dieser Formeln erhält man aus (64) für die 
Determinante B den Werth 
Bb=4= (— Dede) ik 
Vergleicht man folglich die Gleichung (61) mit der Deter- 


minantenformel 


so erschliesst man für jede Combination i,x der Reihe 
1,2,---n—1 
noch folgende Formel: 


b 
(63) (— 4 : — im—2° Dir. 
In Folge der Gleichungen (63 a, b, c) finden also die nach- 


stehenden statt, in welchen : je eine Zahl, i,h jede Combi- 
nation zweier Zahlen der Reihe 1, 2,3,---» bedeuten: 


b;ıdzı + biebna + + bindan = 0 





64 d,_ 
Non baıbaı + biebia + + dub = d y 
Denkt man nun 2 zunächst als eine der Zahlen 1,2,» —1, 


so zeigen diese Gleichungen, dass 
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ganze Zahlen sind; weil aber die Zahlen b,.„, Der, ::: D.—ı,n 
wegen der Congruenz (44) mit b keinen gemeinsamen Theiler 
haben (denn eß(y,) ist als Reciproke von b(y,) eine primitive 
Form), muss auch die Zahl b;. d.h. jede der Zahlen b,,, 
Dan," du—ı,n eine ganze Zahl sein. Nimmt man daher jetzt 
in den Gleichungen (64a) «= n an, so beweist man aus ihnen 
auf gleiche Weise dasselbe auch noch für die Zahl b,n. 

Durch diese Betrachtung ist aus der Form b(y,) eine 
andere primitive Form 


(65) I) = > Daß Ya Ya 

(a, =1,2,::'n) 
mit ganzzahligen Coeffieienten hergeleitet worden, deren letzte 
d-Invariante d,„_,ı ist. Die Formeln (63a, b, ce) zeigen zudem, 


da die Zahlen 
b; N by, ger Dr in, Ins —’d 


ohne gemeinsamen Theiler sind, dass d,„_s die vorletzte d- 
Invariante von 9%) ist. Somit ist 


(66) 3) = I bapYays 

(,ß=1,2,:-:n), 
ihre Reeiproke. Da die erstere dieser Formen die Form b(Y,) 
als Bestandtheil enthält, ist b(y,) eigentlich durch sie darstell- 
bar und deshalb ist 9(%,) eine Form des anfangs bezeichneten 
ganz bestimmten Geschlechts, dessen wirkliche Existenz da- 
durch bewiesen ist. 


9. Nachdem wir diesen Punkt festgestellt haben, wenden 
wir uns nun zu der Frage, inwieweit die in nr. 7 ange- 
sebenen Bedingungen, welche die Form b(y,) erfüllen 
muss, um durch f(x,) eigentlich darstellbar zu sein, hierzu 
auch ausreichend sind. 

Nehmen wir also an, Db(y,) sei eine primitive Form mit 
n — 1 Veränderlichen, welche jenen Bedingungen genügt also 
dem durch f(x,) völlig bestimmten Geschlechte Igı — oder 
auch, falls es zulässig ist, dem Geschlechte Im — angehört. 
Den Voraussetzungen gemäss ist die Congruenz (44) auflösbar 
und hat 2% Wurzeln, wenn b durch 8 verschiedene ungerade 
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Primzahlen theilbar ist. Man gelangt mithin genau wie vorher, 
wenn Di„, Dan, D,—ı„ irgend eine dieser Wurzeln be- 
deuten, zu einer Form g(y,), von welcher b(y,) ein Bestand- 
theil ist, und in deren Reciproken g(y,) die Zahlen 

Din, Dan, 2: lin, Dan = b 
die letzte Zeile (Spalte) des Coeffieientensystems ausmachen. 
Das Geschlecht von g9(y,) kann kein anderes sein, als das der 
gegebenen Form f(x,)., Man erhält so, den verschiedenen 
Wurzeln der Congruenz (44) entsprechend 2? Formen g(Y,) 
des Geschlechts G@ von f(x,). Da nun nach nr. 6 jede eigent- 
liche Darstellung von b(y,) durch die Form f(x,) zu einer 
bestimmten der 2° Wurzeln gehört, und, wenn 

tee 

diese Wurzel ist, die entsprechende Form g(Y,) mit f(#,) äqui- 
valent sein muss und die zu der Wurzel gehörigen Darstel- 
lungen aus den Transformationen von f(z,) in 9(Y,) gefunden 
werden, ergiebt sich folgende Regel, um alle etwa vor- 
handenen eigentlichen Darstellungen von b(y,) durch 
f(&,) zu ermitteln: 

Man stelle für jede Wurzel der Congruenz (44) die in der 
vorher angegebenen Weise bestimmte Form g(y,) von » Ver- 
änderlichen auf. Es giebt dann keine eigentlichen Dar- 
stellungen von b(y,) durch f(x,), wenn f(&,) keiner 
dieser Formen äquivalent ist. Ist dagegen f(x,) einer 
von ihnen, derjenigen etwa, welche der Wurzel 

Din, Dan, Dn_1,n 

entspricht, äquivalent, so giebt es Darstellungen von b(y,) 
durch f(x,), welche zu dieser Wurzel gehören, und sie werden 
sämmtlich, jede einmal, gefunden, wenn man alle Transfor- 
mationen von f(&,) in jene Form 9(y,) aufsucht und die letzte 
Veränderliche in ihnen gleich Null setz. Wird dies bezüg- 
lich aller der 2? Formen ausgeführt, denen etwa f(x,) 
äquivalent ist, so erhält man die sämmtlichen über- 
haupt möglichen eigentlichen Darstellungen der 
Form b(y,) durch die gegebene Form f(x,) und jede 
von ihnen (vgl. (47)) einmal. 

Man erkennt hieraus, dass die vollständige Lösung der 
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Aufgabe, alle möglichen eigentlichen Darstellungen der Form 
b(y,) mit » — 1 Variabeln durch eine Form f(x,) mit n 
Variabeln zu finden, die Lösung zweier anderen voraussetzt: 
1) zu entscheiden, ob f(&,) einer Form 9(y,) äquivalent ist 
oder nicht, und 2) im ersteren Falle alle ganzzahligen Trans- 
formationen jener Form in diese letztere zn ermitteln. Soweit 
diese beiden Aufgaben überhaupt seither ihre Erledigung ge- 
funden haben, werden sie im dritten Theile dieses Werkes ge- 
löst werden, auf welchen somit hier zu verweisen ist. 

In demselben Theile wird auch der Nachweis geliefert 
werden, dass die Anzahl der Classen aller Formen eines ge- 
sebenen Geschlechts endlich ist. Demnach ist es möglich, 
sämmtliche Classen durch eine endliche Anzahl von Formen 
zu repräsentiren, indem man dazu aus jeder Olasse eine Form 
nach Belieben herausgreift. Ein System solcher repräsen- 
tirender Formen heisst ein Formensystem des Ge- 
schlechts. — Handelt es sich nun darum, alle etwa 
vorhandenen eigentlichen Darstellungen einer Form 
b(y.) nieht sowohl durch eine bestimmte Form f(x,), 
sondern durch alle Formen eines Formensystems eines 
gegebenen Geschlechts @ zu ermitteln, so wird zunächst 
festzustellen sein, ob die Form b(y,) die zu solcher Darstel- 
lung erforderlichen Bedingungen (S. 581) erfüllt. Ist dies der 
Fall, so hat man offenbar nur ein Formensystem 


(67) fı (&o); f(&e); fs (&e); me 

des Geschlechts @ aufzustellen und nun für jede Form 
dieses Systems das Verfahren durchzuführen, das wir 
soeben bezüglich der Form f(x.) auseinandergesetzt 
haben. 

10. Hiermit verbinden wir die in nr. 4 gegebene Regel 
zur Ermittelung aller eigentlichen Darstellungen einer Zahl 
durch eine Form f(z,) und lösen die Aufgabe: sämmtliche 
verschiedenen eigentlichen Darstellungen einer Zahl 
b durch die Repräsentanten eines gegebenen Ge- 
schlechts von Formen mit %» Veränderlichen zu finden. 
Wir denken uns vor allem das Formensystem dieses Geschlechts 
aufgestellt. Da jedem gegebenen Geschlechte ein anderes ent- 
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spricht, dessen Formen zu denen des ersteren reciprok sind, 
darf man die Repräsentanten des gegebenen Geschlechts ©: 


(68) he), Tele), Is&e), *° 


als die heciproken der Iepräsentanten 


(69) h(%); f2(%e), f,(%); De 


eines bestimmten anderen Geschlechts G auffassen, wenn 
man bedenkt, dass zwei äquivalenten Formen auch zwei äqui- 
valente reciproke Formen entsprechen und umgekehrt. Soll 
nun unsere Aufgabe überhaupt lösbar, nämlich b durch irgend 
eine Form der Reihe (68) eigentlich darstellbar sein, so ist 
durchaus erforderlich, dass 5 durch o,_ı d.h. unter der 
Voraussetzung einer ungeraden Determinante 7 durch 
6, theilbar: 
= £6,M 

sei; wır nehmen diese Bedingung für erfüllt an und beschränken 
uns dann auf den Fall, wo m prim ist gegen 24. Ferner 
müssen der Zahl b diejenigen quadratischen Charaktere zu- 
kommen, welche durch das Geschlecht © bedingt sind, sodass 
für jede in 0„_—ı (der ersten o-Invariante dieses Geschlechts) 
aufgehende Primzahl p„_-ı die Bedingungsgleichung (38) 


rk er 


erfüllt sein muss. Nach der innr. 4 gegebenen Regel werden 
dann sämmtliche eigentliche Darstellungen dieser Zahl b durch 
die Formen (68) gefunden, wenn man die adjungirten eigent- 








lichen Darstellungen aller Formen mit » — 1 Veränderlichen 
und der Determinante (— 1)’d,_s-b durch die Formen (69) 
ermittelt. Da aber nach den letzten Untersuchungen nur die- 
jenigen Formen mit n — 1 Veränderlichen, welche einem resp. 
zwei durch das Geschlecht © oder @ vollkommen bestimmten 
Geschlechte Ixı) resp. In und Itın angehören, einer Darstellung 
durch die Formen (69) fähig, andererseits nach eben jener 
Regel nur die Darstellungen nicht äquivalenter Formen zu 
berücksichtigen sind, braucht man nur die vorhandenen 
Repräsentanten des Geschlechts I resp. der zwei Ge- 
schlechter In und Ikın in Betrachtzu ziehen. Ist dann 
b(y,) irgend einer dieser Repräsentanten und eß(Y,) die 
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zugehörige Reciproke, so gehört jede eigentliche Darstellung 
von Db(y,) durch die Formen des Geschlechts @ zu einer 
Wurzel der Congruenz (44). Den 2° Wurzeln 


Die; Den, an Det 
derselben entsprechend giebt es 2? Formen 


(70) 9, (Ye), I2(Ye), * * * 928 (Ye) 

des Geschlechts @, welche Db(y,) als Bestandtheil enthalten. 
Jede von ihnen, 9;(Y,), muss einem der Repräsentanten (69), 
etwa /,(2,) äquivalent sein, demjenigen nämlich, durch welchen 
— und durch welchen allein — b(y,) eigentliche Darstellungen 
gestattet, die zu der 9;(y.) entsprechenden Congruenzwurzel 
oehören; und man erhält sämmtliche eigentliche Darstellungen 


(71) Dg = QoıYı + Ie2Ye + "+ Ion—19n—1 
(=1,2%,:-:n) 
von b(y,) durch diesen Repräsentanten, welche zu der der 
Form 9;(y,) entsprechenden Wurzel gehören, wenn man sämmt- 
liche Transformationen 
Lo = Ae1Yı ur Go2Y2 Ze Jo,n—1%n—1 4 JonYn 
(=1,2,3,---n) 
von fal&e) in Ii(Ye) aufstellt und die letzte Veränderliche %, 
in ihnen gleich Null setzt; die Menge derselben ist also gerade 
so gross, wie die Menge der Transformationen der Form f,(&,) 
in sich selbst. Diese eigentlichen Darstellungen (71) von b(Y,) 
durch f,(2,) zerfallen aber in Complexe äquivalenter Darstel- 
lungen, deren jeder so viel Darstellungen enthält, als b(y,) 
Transformationen in sich selber gestattet, und man erhält alle 
der gedachten Wurzel der Congruenz (44) entsprechenden 
eigentlichen Darstellungen von b durch die Form f,(z,), wenn 
man aus jedem solchen Complexe äquivalenter Darstellungen 
von b(Y,) durch f,(&,) nur, eine Darstellung (71) wählt und 
dann 
(72) RAN! d2 — Glan 2 a AR 
setzt. Wird dies für jede Form b(y,) des Geschlechts In resp., 
wenn das Geschlecht IXım zulässig ist, auch dieses letzteren 
Geschlechts und für jede der ihr entsprechenden Formen (70) 
in gleicher Weise zur Ausführung gebracht, so muss man nach 
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nr. 4 und: 6 sämmtliche eigentliche Darstellungen der Zahl b 
dureh die Repräsentanten (68) des Geschlechts &, jede einmal, 
erhalten. 

11. An die Darstellungstheorie knüpft sich die 
Frage, ob die als denkbar bezeichneten Geschlechter 
von Formen mit » Veränderlichen auch wirklich vor- 
handen sind d.h. thatsächlich Formen enthalten. Jedes 
denkbare Geschlecht der Ordnung ©: 


045 99, On 2; m—1 
T, 
915 09, °°* On—2, On—1 


wird durch die Werthe gewisser Einheiten definirt, welche 
gemäss der Möglichkeitsbedingung d. i., wenn man 


(73) (— ylaltrer-» TI) a nl 


et 


setzt, gemäss der Gleichung 


(74) I]J-1! 


von einander abhängig sind. Es fragt sich mithin, ob, 
wenn man diese Einheiten in beliebiger Weise so 
wählt, dass letztere Bedingung erfüllt ist, es wirklich 
ein Geschlecht von Formen mit » Veränderlichen 
giebt, deren Einzelcharaktere jenen Einheiten gleich 
sind. Wir verfolgen diese Frage hier ausschliesslich für den 
Fall, wo die Determinante der Formen ungerade und die erste 
6-Invariante gleich 1 ist, da für andere Fälle eine breitere 
Grundlage erforderlich wäre, als sie im Vorigen entwickelt 
worden ist; in dem gedachten Falle ist sie zu bejahen. Die 
Zahlen e,„ sind dann mit den Invarianten 0, identisch, also 


v(o,n— 1) 
(75) BET 1 ; wa 1 , i 
-— I; A + I 40m TS 


Gesetzt, f(z,) wäre eine Form des fraglichen Ge- 
schleehts und f’(y,) eine (mod. 21) charakteristische Form 
ihrer Classe, so würde man vermittelst der letzteren die Aus- 
drücke, welche als Einzelcharaktere bezeichnet.wor- 
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den sind, bilden können. Da 6, = 1 vorausgesetzt ist, sind 
diese Ausdrücke nur die folgenden Hauptcharaktere: 


2) © 


(m=1,2,:::n—1) 
bezüglich aller in o„ aufgehenden Primfaktoren p„. Setzte 
man die letzte Veränderliehe in f’(,) gleich Null, so ent- 
stände eine Form b(y,) mit n — 1 Veränderlichen, deren erster 
Coefficient ungerade, deren erste 6-Invariante also gleich 1 
wäre, und diese Form wäre durch f’(y,) also auch durch f(&,) 
eigentlich darstellbar. Nennt man ihre Determinante 

(* 1)’ dn—2 b, 
so ergiebt sich 

(— 1, _3b =.6,_1ıdn—3 Ban: 

woraus, da 6,_ı —=1 ist, hervorgeht, dass 

= (App, 
also zu 27 prim ist. Daher entspräche dem hypothe- 
tischen Geschlechte @ der Form f(&,) (nach den Aus- 
einandersetzungen in nr. 7) ein anderes zugleich mit ihm 
vorhandenes bestimmtes Geschlecht Iıy von Formen 
mit »— 1 Veränderlichen, derjenigen Formen mit n — 1 
Veränderlichen nämlich, deren Determinante 

(— 1) dub 
ist und welche eigentlich durch das Geschlecht von f(z,) dar- 


stellbar sind. Diesem Geschlechte kämen folgende Cha- 
raktere zu: die Charaktere 


9-9 © 
Pın Pn 
(m=1,2,--:n — 2) 


bezüglich aller in o„ aufgehenden Primfaktoren p,, und ausser- 
dem die Charaktere 


- ET) 0) 


bezüglich aller in b aufgehenden ungeraden Primfaktoren q. 
Nennt man r’ den Index des Geschlechts In nnd setzt 
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» v'(o,n — 2) 
I 40m — (on + a — 1)(-eb +1) 
IE En 
nee use 2) 
so wäre ® 


(76) u8 | 


die Möglichkeitsbedingung, welche dem Geschlechte IX, ent- 
spricht, und man beweist leicht die Gleichheit 


(7) DIES, 
In der That, da die Zahlen b,, b,,---b„—sa und (— 1)”b 


mit den Zahlen f/', fs, : : fan—2, fa —ı übereinstimmen, da ferner 


RB ea a | Gm 1yanao, iR, 
)=-( b EL FEN ): 


nach dem verallgemeinerten Reciprocitätsgesetze also 


9-42) 


on —ı+D+ md d-1-0+7Z 





Dee 
: 2 





Rt 
(eye 
gesetzt werden darf, so ergiebt sich zunächst 


v(o,n — 2) 
n—2 { n—2 
ew) 1 ’ pr 
an 3 1) (On —+ 1) en vs re Ent a 16 
(mod. 2) 


und sodann 


IT-II:-»E 
Ist nun e=1 also 7’ —=1r, so ist T — | l. Ist dagegen 
e=—|1, so ist !=r-—1; gleichviel aber, ob r gerade 
oder ungerade ist, findet sich auch in diesem Falle 


TB>U 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 38 


11) IE 
+ 5]+ ce 
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Andererseits, wenn das Geschlecht Im wirklich 
vorhanden ist, während b eine gegen 27 prime Zahl ist, 
die der Bedingungsgleichung (38) genügt, deren Charaktere 
bezüglich der Primzahlen p„_ı also mit den entsprechenden 
Charakteren (C') übereinstimmen, so erkennt man aus nr. 8 
auch das Vorhandensein des Geschlechts @. Denn, ist 
dann b(y,) eine beliebige Form des Geschlechts In, so folgt 
aus jener nr., dass es eine Form g(%,) giebt, welche nach 
der über b gemachten Annahme dem vorgeschriebenen 
Geschlechte @ angehört. 

Hieraus ist zu schliessen: Werden die Charaktere (CO) 
für Formen der Ordnung O ganz nach Belieben so gewählt, 
dass die Möglichkeitsbedingung (74) erfüllt wird, so werden 
die Charaktere (0°), (C”) für Formen mit n — 1 Veränder- 
lichen, der Gleichung (77) zufolge, auch der Möglichkeitsbe- 
dingung (76) Genüge leisten. Nimmt man daher als bereits 
bewiesen an, dass bei Formen mit » — 1 Veränderlichen, deren 
Determinante ungerade und deren erste o-Invariante gleich 1 
ist, jedem Systeme von Einzelcharakteren, welches mit der 
Möglichkeitsbedingung verträglich ist, wirklich ein Geschlecht 
solcher Formen entspricht, so ist das Geschlecht In wirklich 
vorhanden. Alsdann aber giebt es, wie zuletzt bemerkt, auch 
ein bestimmtes ihm entsprechendes Geschlecht @ von Formen 
mit n Veränderlichen und den vorgeschriebenen Charakteren, 
d.h. es ist auch für Formen mit » Veränderlichen, deren 
Determinante ungerade und deren erste o-Invariante gleich 1 
ist, gezeigt, dass jedem mit der Möglichkeitsbedingung 
verträglichen Systeme von Einzelcharakteren ein 
wirkliches Geschlecht entspricht. Da dieser Umstand 
aber bei ternären Formen früher als zutreffend erkannt wor- 
den ist, steht er hiernach allgemein fest. — 

Derselbe Satz gilt auch für den Fall einer geraden ersten 
o-Invariante und ist auf ähnlichem Wege zu erweisen. 
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1. Von nun an setzen wir r=( d.h. die Formen mit 
n Veränderlichen, die wir untersuchen, als bestimmte und zwar 
positive Formen voraus. Da die Determinante immer von 
Null verschieden gedacht wird, lässt sich nach nr. 11 des 
fünften Capitels jede solche Form f(x,), mit einer von Null 
verschiedenen ganzen Zahl M multiplieirt, auf die Gestalt 
bringen: 
(1) M fa) = m X’ m; X’ +: + mLr, 
in welcher m,, m,, -:- m, positive ganze Zahlen und 

X, X,, An 

homogene lineare Funktionen von &,&%,*'''% mit ganz- 
zahligen Coefficienten sind. Aus diesem Umstande ist bereits 
am Schlusse des fünften Capitels der Satz gewonnen, dass nur 
eine endliche Menge von Darstellungen einer Zahl m durch 
eine positive Form f(&,) d. ı. nur eine endliche Menge ganz- 
zahliger Lösungen der Gleichung 


(2) fa) = m 


vorhanden ist. Hieraus folgt weiter: eine positive Form 


f(®g) _— > in Wi Cy 
1: 


besitzt nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Trans- 
formationen in sich selbst. Denn, ist 


(3) Lo — A61Yı + QoaYa + + QonYn 
@=12,...n) 

eine solche Transformation, so muss 
f(@ )= Mi 


sein, d. h. die Zahlen 
Qıi, Qi, **" Aniy 
welche die i° Spalte im Üoeffiecientensysteme der Substitution 
(3) ausmachen, liefern eine Darstellung von a;; durch die 
Form f(&,). 
38* 
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Mithin lassen die Elemente jeder einzelnen Spalte in der 
Substitution (3) nur eine endliche Menge von Werthsystemen 
zu, und umsomehr kann die Anzahl der Substitutionen (3) 
selbst nur eine endliche sein, da jene Werthsysteme, um eine 
solche zu bilden, noch der Bedingung |g;, | = 1 Genüge zu 
leisten haben. | 

Insbesondere ist für die Form 


fa) = tt 
die Anzahl ihrer "Transformationen in sich selbst 
gleich 
nt 2 
In der That, wenn die Gleichungen (3) eine solche dar- 
stellen, so müssen die ganzen Zahlen g;, folgenden Bedin- 
gungen genügen: 


(4a) ti tt m] 


W=1,2,r- *n) 
und 


(4b) gıiQır + 92:92» 4° + rin. 
dx») 

Die Bedingung (4a) erfordert zunächst, dass von den Zahlen 
Y1i, ei, *** Qu; nur eine einzige, etwa g,,;, von Null verschieden, 
gleich + 1 sei, in Folge davon zeigt dann (4b), dass g9,. für 
jeden von i verschiedenen Werth x gleich Null ist. Demnach 
ist in der Determinante |g;,| in jeder Spalte sowohl, wie in 
jeder Zeile nur ein einziges von Null verschiedenes Element 
und dieses muss — 1 sein. Alle möglichen Fälle dieser Art 
werden offenbar erhalten, wenn man das von Null verschiedene 
Glied der ersten Zeile an irgend einer ihrer n Stellen wählt, 
dann das von Null verschiedene Glied der zweiten Zeile an 
irgend einer der übrigen » — 1, das der dritten Zeile dann 
an irgend einer der übrigen n — 2 Stellen u.s.w. Dies giebt 
1.2.3--.n verschiedene mögliche Fälle; in jedem von ihnen 
kann man jedes der von Null verschiedenen Glieder sowohl 
gleich + 1 als gleich — 1 wählen, ausgenommen das letzte, 
dessen Vorzeichen so gewählt werden muss, dass der Werth 
der Determinante + 1 wird. So erhält man für jeden der 
möglichen Fälle 2”-1 Combinationen und folglich, wie be- 
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hauptet, 
22—1.1.2.3-..n 
Transformationen der Form f(x,) in sich selbst. 

2. Die endliche Anzahl aller ganzzahligen Trans- 
formationen der beliebigen Form f(x,) in sich selbst 
werde hinfort durch £(f) bezeichnet. Für äquivalente 
Formen f und f, ist diese Anzahl dieselbe. Denn, ver- 
wandelt sich f in f, durch die Substitution 8 und folglich f, 
in f durch die inverse Substitution S-! und ist F’ jede Trans- 
formation von f in sich selbst, so wird das Produkt S-!1F8 
eine Substitution F, sein, durch welche f, in sich selbst über- 
geht, und alle solche Substitutionen liefern, die Anzahl der F\ 
derjenigen der F' also gleich sein. 

Ist ferner f die Reciproke von f, so besteht gleich- 
falls die Gleichheit 
(5) MEN), 
denn jeder Transformation von f in sich selbst entspricht nach 
nr. 7 des fünften Capitels eine Transformation von f in sich 
selbst, und umgekehrt. 

Nun werde der Werth 2. als Maass der Form 
f(&,) definirt. Der voraufgeschickten Bemerkung zufolge 
wird das Maass einer Form zugleich das Maass jeder ihr äqui- 
valenten Form sein und folglich auch als Maass ihrer Classe 
angesehen werden können. Man nenne ferner, wenn irgend 
ein Complex von Classen gegeben ist, die Summe ihrer Maasse 
das Maass ihres Complexes. Z. B. ist dann das Maass einer 
Ordnung oder eines Geschlechts von Formen die 
Summe der Maasse aller in dieser Ordnung resp. 
diesem Geschlechte enthaltenen Ölassen; sind also 


Ö ka), hd: 
irgend welche Repräsentanten der Ordnung oder des Geschlechts, 
so wird die auf alle diese Repräsentanten erstreckte 
Summe 


(7) De 


% 


das Maass der Ordnung resp. des Geschlechts sein. Da 
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das reciproke Geschlecht durch die Reciproken der Formen 
repräsentirt werden kann, welche Repräsentanten des gegebenen 
Geschlechts sind, muss zufolge der Gleichung (5) das Maass 
eines Geschlechts stets demjenigen des reciproken 
Geschlechts gleich sein. 

Wird ferner eine Zahl m durch die Form f(x.) 
dargestellt, so soll das Maass der Form zugleich das 
Maass dieser Darstellung heissen. Ebenso, wenn m 
durch einen Complex mehrerer Formen oder mehrfach durch 
dieselbe Form dargestellt wird, soll das Maass dieses Com- 
plexes das Maass der verschiedenen Darstellungen von m 
heissen; gestattet also z. B. m durch die Repräsentanten (6) 
der Reihe nach »,, 73, %3,°:- verschiedene Darstellungen, so 


wird > das gesammte Maass dieser Darstellungen sein. 


Wenn dagegen eine Form mit n — 1 Veränderlichen 
durch eine Form mit n Veränderlichen dargestellt 
wird, so soll als das Maass dieser Darstellung das 
Produkt aus den Maassen beider Formen aufgefasst 
werden. 

Man denke sich z. B. die sämmtlichen eigentlichen Dar- 
stellungen der im vorigen Capitel (s. nr. 10 desselben) mit b 
bezeichneten Zahl durch die Repräsentanten eines gegebenen 
Geschlechts &© von Formen mit »% Veränderlichen, das dem 
Geschlechte @ mit den Repräsentanten (6) reciprok ist. Zu 
diesem Zwecke bedarf man der Repräsentanten eines bestimmten 
Geschlechts Ir (eventuell zweier bestimmten In und IX) 
von (positiven) Formen mit an — 1 Veränderlichen; ihre Anzahl 
sei y. Jedem dieser y Repräsentanten b(y,) entsprechen, wenn 
ß die Anzahl der Primfaktoren von b bezeichnet, 2? Formen 
9:(Y.) des Geschlechts @ und jeder einzelnen von diesen ent- 
sprechend erhält man so viel verschiedene eigentliche Dar- 
stellungen von b durch eine der Formen 


(ae), @e), 
etwa durch f,(z,), als die Menge aller Transformationen von 
f.(&,) a g:(@yo), d.i. £(f,), getheilt durch die Menge aller 
Transformationen der Form b(y,) in sich selbst, welche {(b) 
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heisse, beträgt, also 


t(f,) 
| eb) | 
Das Maass dieser eigentlichen Darstellungen von b ist mithin 
Ag 1 


TOR AT) 
und folglich das Maass aller der eigentlichen Darstellungen 
von b, den sämmtlichen Formen g9;(y,) entsprechen, 


Hieraus folgt für das Maass sämmtlicher eigent- 


gleich : ne 
lichen Darstellungen von b durch die Repräsentanten des Ge- 


schlechts & der Ausdruck 

: 1 

(8) 20. >; t(b)? 
b 


wenn diese Summe auf sämmtliche » Repräsentanten des Ge- 
schlechts Ixı, (resp. der beiden Geschlechter IXı und Im) er- 
streckt wird, d. ı. kürzer, der Satz: 

Das Maass sämmtlicher eigentlichen Darstellungen 
der Zahl b durch die Repräsentanten des Geschlechts 
& von Formen mit n Veränderlichen ist gleich 2° mal 
dem Maasse des Geschlechts In (resp. der beiden Ge- 
schlechter Im und Icm) von Formen mit na — 1 Ver- 
änderlichen. 

Da bezüglich jeder der 2? Formen g9;(y,) die Form b(y,) 
so viel eigentliche Darstellungen durch eine Form f,(x,) des 
Geschlechts @ besitzt, als diese Form Transformationen in 


3 i 1 
sich selbst hat, also £(f,), zugleich aber der Bruch oa 


das Maass jeder solchen Darstellung bezeichnet, so ist -—,- er das 
Maass eigentlichen Darstellungen von b(y,) durch f,(&,) 


und 2P. = das Maass aller eigentlichen Darstellungen der 


Form b(y,) durch die sämmtlichen Repräsentanten des Ge- 
schlechts @. Im Hinblick auf den Ausdruck (8) ergiebt sich 
folglich das Resultat: 

Das Maass aller eigentlichen Darstellungen der 
Zahl b durch die Repräsentanten des Geschlechts © 
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ist zugleich das Maass aller eigentlichen Darstellungen 
der Formen, welche das Geschlecht In (resp. die zwei 
Geschlechter Im und Im) repräsentiren, durch die 
Repräsentanten des Geschlechts @. 

Wir haben in der Theorie der ternären Formen den ein- 
fachsten Fall des ersten dieser Sätze nach Gauss schon kennen 
gelernt. In der That bilden die positiven ternären Formen 


? . . . 
von der Ordnung ( { ‚) nur eine einzige Classe, als deren 
7 


Repräsentant die Form 

(9) ++ 

angesehen werden kann, sie bilden also auch nur ein einziges 
Geschlecht @. Da die Form (9) mit ihrer Reciproken iden- 
tisch ist, so stimmt auch das reciproke Geschlecht © mit @ 
überein. Ist demnach b eine positive ungerade Zahl, welche 
> 1 gedacht werde (sonst aber keine Bedingung weiter zu 
erfüllen hat, da die Bedingungsgleichung (38) des vorigen 
Capitels ausfällt), so entspricht dem Geschlechte @ ein be- 
stimmtes Geschlecht IXn eigentlich primitiver, eventuell auch 
ein Geschlecht IXm uneigentlich primitiver positiver binärer 
Formen mit der Determinante db; letzteres jedoch fällt aus, so- 
bald b=1 (mod. 4) vorausgesetzt wird, da es uneigentlich- 
primitive binäre Formen mit einer solchen Determinante 
nicht giebt. Heisst demnach A die Anzahl aller eigentlichen 


Darstellungen von b durch die Form (9), sodass ee 


das Maass derselben ist, so findet sich, da £(b) für jede der 
binären Formen b(y,) gleich 2 ist, 
A 


ER Birk BEREITEN NG. 
a also A—5 ar: 


y bezeichnet die Classenzahl des Geschlechts In oder auch 
des Haupt-Geschlechts eigentlich-primitiver Formen der Deter- 
minante b — wir erhalten also genau die Gauss’sche 
Formel (8. 139). 

3. Als nächstes Beispiel werde auf gleiche Weise die 
Darstellung einer positiven ungeraden Zahl b durch 
eine Summe von vier Quadraten betrachtet. — Die qua- 
ternären Formen der Ordnung 
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nel 
nl A 
bilden wieder*) nur eine einzige Classe, als deren Repräsentant 
die Form 
(10) tw ta +t a 
betrachtet werden darf; sie bilden also auch nur ein einziges 
Geschlecht G, das mit seinem reciproken Geschlechte © iden- 
tisch ist; somit kann (10) auch als Repräsentant des letzteren 
angesehen werden. Ist nun b eine positive ungerade Zahl, so 
kommt, da n gerade ist, nur das Geschlecht In der Ordnung 


r>= 


Tu0 
e r) in Betracht. Die. Charaktere (CE), (0) — s. letzte 
> 


nr. des vorigen Capitels — dieses ternären Geschlechts redu- 


eiren sich auf die Werthe des Ausdrucks (:) -- —) für 


die in b aufgehenden Primfaktoren q, wo b, = Pß,,, eine durch 
die Reeiproke ß(y,) von b(y,) darstellbare Zahl ist. Wendet 
man also zur Bestimmung des Maasses M dieses ternären Ge- 
schlechts die Eisenstein’sche Formel an**), so ist in letzterer 
B—ßrk=(, 


2-1) (Med: )--1 


zu setzen, die auf die Buchstaben r und ® bezüglichen Pro- 
dukte in derselben fallen aus und man erhält 


a Niere Rlniira) 


Ist nun wieder A die Anzahl aller eigentlichen Darstel- 
lungen der Zahl b durch die Form (10), so ist ihr Maass 
gleich A dividirt durch die Anzahl der Transformationen, 
welche (10) in sich selbst verwandeln, d. i. durch 


23.1-2:.3-4= 8.24. 


Dem Satze der vorigen nr. zufolge ist andererseits dieses Maass 
gleich 2%.M und somit wird, wenn, in Primzahlpotenzen zerlegt, 





*) 8. Abschnitt II. 
=) 8. Seite .191. 
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(12) b= gr £ gg" re 

ist, die Anzahl A der eigentlichen Darstellungen der 
positiven ungeraden Zahl b als Summe von vier Qua- 
draten | 

(13) A — 80,4. 42 2) @ 20 

Diese Formel ist auf arithmetischem Wege, der, wie man 
sich leicht überzeugt, mit dem hier dargestellten durchaus 
gleichbedeutend ist, zuerst von Eisenstein hergeleitet worden *). 
Es giebt ähnliche Formeln auch für den Fall, dass die dar- 
gestellte Zahl gerade ist, und sie können in analoger Weise 
hergeleitet werden, doch bedarf es dazu einer Erweiterung der 
hier gegebenen Grundlage. 

Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen ist 
für eine Zahl 2b dreimal, für eine Zahl 4b zweimal 
so gross wie zuvor, während man sogleich erkennt, dass 
eine durch 8 theilbare Zahl keine eigentliche Darstellung als 
Summe von vier Quadraten zulässt, da letztere, wenn sie nicht 
sämmtlich ungerade sind also eine Summe = 4 (mod. 8) geben, 
zu je zweien gerade und ungerade sein, also eine Summe == 2 
oder 6 (mod. 8) geben müssten. 

Will man auch die uneigentlichen Darstellungen von b 
in Betracht ziehen, so muss man die eigentlichen Darstellungen 
aller Zahlen zählen, welche aus b durch Division mit einer 
Quadratzahl hervorgehen, also die Form haben: 


b’— qm. ga—ih..., 
wo 9, jeden der Werthe 0, 1,2,--- E49; g, jeden der Werthe 
O2 A [=] u. s. w. haben kann. Die Anzahl der eigent- 
lichen Darstellungen dieser Zahl b’ wäre 

A=8. (hPa AT) Kae ren 
wo jedoch, falls z. B. h, eine gerade Zahl ist, für den Werth 
= der entsprechende Faktor gleich 1 zu setzen ist, da 





*, Eisenstein in dem Aufsatze: über die Vergleichung von 
solchen ternären quadratischen Formen, welche verschiedene Determi- 
nante haben. 


| 
| 
| 
i 
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für diesen Werth von g, die Zahl b’ den Primfaktor q, nicht 
mehr enthält. Offenbar ist sonach A’ nichts anderes als das 
allgemeine Glied in der Entwickelung des Produktes 


la 4) Be) te) 
Be a httsumithst) 


und folglich ist die Summe aller A’, bezogen auf die sämmt- 
lichen Zahlen b’ einschliesslich der Zahl b selbst, gleich diesem 
Produkte d. i. einfacher gleich 


Öder: Die Anzahl aller (eigentlichen und uneigent- 
lichen) Darstellungen einer ungeraden Zahl als Summe 
von vier Quadraten ist gleich der 8-fachen Summe 
aller ihrer Theiler*). 

Jede gerade Zahl N kann gleich 2?*. b oder gleich 2?* . 2b 
gesetzt werden, wo b ungerade ist. Um ihre sämmtlichen 
eigentlichen oder uneigentlichen Darstellungen zu zählen, muss 
man die eigentlichen Darstellungen aller derjenigen Zahlen ab- 
zählen, welche aus N durch Division mit einem quadratischen 
Theiler entstehen. Ist zunächst N = 2?*.b, so erhält man 
auf solche Weise die Zahlen 2?”.b’, wo h<x; von diesen 
sind aber nur die Zahlen b’ und 4b’ eigentlicher Darstellungen 
fähig, deren Anzahl für jene gleich A’, für diese 24’, zu- 
sammen also 3A’ beträgt. Die Anzahl sämmtlicher Darstel- 


lungen von N ist mithin 3 BD A’. Ist zweitens N = 22*.2b, 
so sind nur diejenigen auf die gedachte Weise aus N ent- 
stehenden Zahlen, welche die Form 2b’ haben, eigentlich dar- 
stellbar und zwar auf 3A’ verschiedene Arten, also ist auch 
jetzt die Anzahl aller Darstellungen gleich 3 >, Ar 


Man findet mithin diesen Satz, welcher dem vorigen er- 
gänzend zur Seite tritt: Die Anzahl aller (eigentlichen 


®) Ueber eine andere Herleitung dieser Formel nach Hermite 
(J. £. M. 47 sur la theorie des formes quadratiques, Second M&moire, am 
Schlusse) s. Abschnitt II, 
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und uneigentlichen) Darstellungen einer geraden Zahl 
als Summe von vier Quadraten ist gleich der 24fachen 
Summe aller ihrer ungeraden Theiler. Man findet in 
Eisenstein’s Abhandlung „Neue Theoreme der höheren Arith- 
metik“ eine Reihe von Sätzen derselben Art, welche sich auf 
die Darstellung durch andere einfache quaternäre Formen be- 
ziehen; sie können sämmtlich aus denselben Principien ge- 
wonnen werden, wie der soeben ausführlich hergeleitete Satz*). 

4. Schon vor Eisenstein hat Jacobi aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen, nämlich durch Vergleichung der 
Formel (35) S. 106 und (7) 8. 184 seiner fundamenta nova 
theor. funct. ellipticarum den Satz gewonnen, der als einfacher 
Fall in dem angeführten enthalten ist: Das Vierfache 4m 
jeder positiven ungeraden Zahl gestattet soviel Dar- 
stellungen in der Form 

? + wW+v+ w? 

mittels positiver ungerader Zahlen £,u,v,w, als die 
Summe der Theiler von m beträgt. Später gab er 
(Crelle’s J. ££ M. 12 5. 167; vgl. Bd. 5) einen elementaren Be- 
weis dieses Satzes, der, wie Dirichlet sich ausdrückt**), eine 
Uebertragung der Umformungen ist, welche Jacobi, um den 
Satz zu finden, mit seinen Reihen vornehmen musste. Di- 
richlet selbst hat, indem er sich vorbehielt, den Satz im Zu- 
sammenhange einer allgemeineren Theorie, die leider nicht 


*, Liouville hat in seinem Journal 2. ser.t.5 und 6 für die 
Anzahl der Darstellungen von Zahlen durch einige andere quaternäre 
Formen von einfacher Gestalt (ohne Beweis) Formeln mitgetheilt: 


t.5 p. 147 für die Form x? —+ y? + 3(2? + #9) 


t. 5 P- 269 ” „ 7 0? + y? br 2 (2? RB t?) 
t.5 p.805 „ » ” u? + y° H 4(2? Fi: t) 
tb. 6. p225 5° 5 »„ 2° + y? + 2° + 2t? und 


+2 +2 +) 
er: „ .@+y?+ 2? + 81? und 
x? + 2y? + 42? + 812, 
S. bezüglich des Beweises derselben eine Arbeit von Pepin in Liouv. 


J. des Math. 4. ser. t. 6, sur quelques formes quadratiques quaternaires, 
**) 8. Liouville’s J. des Math. 2. serie, t. 1, p. 210—215. 


t. 6 p. 324 





Positive Formen. Vom Maasse derselben. 605 


mehr von ihm veröffentlicht worden ist, herzuleiten, wenigstens 
dem Jacobi’schen Beweise eine classische Darstellung ge- 
widmet, welche seine arıthmetisch-algebraische Grundlage ins 
hellste Licht setzt, und die wir uns nicht versagen können, 
hier aufzunehmen. 

Vor allem bemerke man, dass die ungeraden Lösungen 
der Gleichung 


(14) Aim—=-t?W+o+ u 


offenbar sämmtlich gefunden werden, wenn man auf alle Weise 
2m durch die Formel 


(15) 2m=p+4qg 


in zwei positive ungerade Summanden zerlegt und dann die 
Gleichungen löst 
(16) »=t+u, = uw. 

Nun folgt aus allgemeineren Sätzen der Lehre von den 
binären quadratischen Formen*), dass die Anzahl der Lösungen 
der Gleichung 2p=t? + u? dem ÜUeberschusse der Anzahl 
derjenigen Zerlegungen 9 = ad in zwei positive Faktoren, bei 
denen «==1 (mod. 4), über die Anzahl derjenigen, bei denen 
a=3 ist, gleich ist. Giebt man also je nach diesen Fällen 


dem Zeichen ö den Werth + 1 oder — 1, so ist Do die 
Anzahl Lösungen der ersten der Gleichungen (16), und ebenso 


> e die Anzahl Lösungen der zweiten von ihnen, wenn 


e= 1 oder — 1 gesetzt wird, jenachdem in der Zerlegung 
q—= be der Faktor b=1 oder =3 (mod. 4) ist; die Summen 
sind auf die bezeichneten Zerlegungen zu erstrecken. 

Das entwickelte Produkt 


N, 
wird offenbar eine Summe von Einheiten n sein, welche + 1 
oder — 1 sind, jenachdem «a — b theilbar oder nicht theilbar 
ist durch 4, oder auch — da man unschwer erkennt, dass von 
den beiden Zahlen a — b, c + d stets eine aber auch nur eine 
durch 4 aufgeht — jenachdem e + d nicht theilbar oder theil- 


*) 8, Analytische Zahlentheorie S. 114. 
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bar ist durch 4 Nun giebt jenes Produkt die Anzahl Lösungen 
der Gleichung (14), welche einer bestimmten Zerlegung (15) 
von 2m entsprechen. Die gesammte Summe 


DAL: 


gebildet für alle verschiedenen Zerlegungen 
(17) 2m=ad-- be, 
wird demnach die Anzahl sämmtlicher Lösungen der 
Gleichung (14) in positiven ungeraden Zahlen 4u,v, w 
repräsentiren. 

Die Zerlegungen (17) können in zwei Arten unter- 
schieden werden: in solche, bei denen «=D, und solche, 
wo sie verschieden von einander sind. Offenbar kann man in 


Folge davon 
Da=D1+2 2 


setzen, indem man die erste Summe auf die Zerlegungen der 
ersten Art, die zweite auf diejenigen der zweiten Art erstreckt, 
in denen etwa a >b ist. 

Dies vorausgeschickt, führen wir durch die Gleichungen 


a—=c«@+1)+dae+2) 
I» —= ct: +d(e +1) 

ce =alk& +1) — biz +2) 

“= —ac+b(c +1), 

in welchen « ganzzahlig gedacht wird, neben den positiven 
ungeraden Zahlen a,b,c,d vier andere offenbar ungerade 
Zahlen a,b’, c’,d’ ein, von denen sogleich einleuchtet, dass 
(19) ad +b’e =ad-+ be 

ist. Sollen sie aber auch positiv sein, so folgt aus den Be- 
ziehungen 


e=(a—b)\« +) —b, d=b—-(a—b)e, 
dass (a — b)x dasjenige Vielfache der geraden Zahl a — b 
sein müsse, das unmittelbar unter b liegt; für « darf dann 
also nur ein einziger bestimmter Werth gewählt werden, der 
Null oder positiv ist also auch a’, b’ zu positiven Zahlen 
macht, während noch 


(18) 
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(20) a —b=c+d 

also a >b’ ist. Aus dieser Betrachtung geht hervor, 
dass jeder Zerlegung 

2m =ad- be 

der zweiten Art durch die Gleichungen (18) eine ganz 
bestimmte Zerlegung derselben Art zugeordnet ist, 
die von der ersteren verschieden sein muss, weil sonst 
a—b=c-+.d wäre, was einer zuvor gemachten Bemerkung 
zufolge unmöglich ist. Geht man nun auf dieselbe Weise von 
a',b’, ce’, d’ aus mittels der Gleichungen 


a" —=c(« +) +d(& +2) 
b"—=cx+d(a +1 
21) Be. 
ce =a(&e +1) — be’ +2) 
d’=—ax+b(a +1) 
zu einer neuen Zerlegung über, so ist, wie bemerkt, der hierzu 
dienende Werth von x’ nur ein einziger. Da man aber durch 
Auflösung der Gleichungen (18) 
a=c(e +) +d(c-+2) 
b=cce+d(@ec-+]) 
c=a(«+1)—b(e-+2) 
d=—az+b(ce +1 
findet, die Formeln (21) also für «€ —= x Zahlen 
br br ee ed 
der gesuchten Art liefern, so erkennt man, dass der Zer- 
legung a’, b’, c’, d’ wieder die ursprüngliche Zerlegung 
a,b,c,d zugeordnet ist. 
Demnach setzt sich Din” aus Paaren von Einheiten zu- 
sammen, von denen die eine der Zerlegung 
2m=ad-+bec, 
die andere der Zerlegung 
2m = a’d’ + b’ec 
entspricht; diese jedoch sind der Beziehung (20) wegen ein- 
ander entgegengesetzt und folglich 
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Da — (). 


® ‚ 
Zn= 2; 
wo jede Einheit 7’ wegen a=b eine positive ist, Dr ist 
also gleich der Anzahl der Zerlegungen 
(22) 2m =ald- ce). 


Hier bedeutet die ungerade Zahl a irgend einen Theiler von 


Man erhält daher 


B 2m... . 
m, daher d -+ c jede Zerlegung von —- in zwei ungerade Sum- 
m . . . 
manden; da es solcher Zerlegungen —- giebt, ist die Anzahl 


jener Zerlegungen (22) gleich der Summe aller Zahlen — 


d.i. gleich der Summe aller Theiler von m, w. z. b. w. 

5. Der Fall, welcher sich nun zuerst darbietet, wenn man 
diesen Betrachtungen weiter nachgeht, ist die Darstellung einer 
positiven ungeraden Zahl b als Summe von fünf Quadraten 
oder durch die Form 


(23) fa)’ + + +24 %% 
Auch hier wieder kann diese Form als Repräsentant der ein- 
zigen Ulasse sowie des einzigen Geschlechts @ von Formen 
angesehen werden, welche in der Ordnung 

Deeager 
) a 5) 


vorhanden sind*). Die Reciproke der Form (23) ist ihr 
wiederum gleich, und somit diese Form auch Repräsentant 
des reeiproken Geschlechts ©. Die ungerade Zahl ist keinen 
Bedingungen zu unterwerfen, da die Bedingung (38) vorigen 
Capitels von selbst erfüllt ist. Ist sie beliebig gewählt, so 
kommen bezüglich ihrer Darstellungen durch die Form (23) 
die Geschlechter Ir und IXım der beiden Ordnungen 
dael,D Kaule „D 


untc 


! 2,1,2 


in Betracht. Das erstere ist stets vorhanden (s. nr. 11 


A 





*) 8. Abschnitt III. 


4, 
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des vorigen Capitels), das letztere jedoch, wie vor allem 
gezeigt werden muss, nur dann, wenn b von der Form 
8» +5 ist. In der That darf man die mit b(y,) bezeichnete 
Form als charakteristische Form (mod. 85.1) ihrer Classe vor- 
stellen, sodass, wenn sie der zweiten Ordnung angehört, sie 
einer Congruenz von der Gestalt 

2a, DE20 

A, 20,0, 0 
(24) b(Ye) nee 2a’, Y’ (mod. 8) 

BEOp N 728: 


und folglich die entsprechende Form g(y,) der Congruenz 


2a Ed: 

ul AR SE RE 7? 

BERUMEIE 824% | 

bis des bis Dis bi 

genügen würde. Man sieht hieraus, wie ın nr. 7 des vorigen 

Capitels, dass 9(y,) einer Form g’(y,) äquivalent ist, für 
welche 


2a, A, Ö, 0, .) 


(mod. 8) 


2m. 0,2 ,05M0 
RR EAITT ARE, 
ee >00 720 UR, Or Nmod. 8) 
U 0 7200 
BR EEE 
ist. Da diese Form der Form (23) äquivalent sein muss, ist 


ihre Determinante und demnach b ungerade; ferner giebt es 
eine Substitution 


X = QeıYı + QoaYa + "+ 905%; 


0=12,3, 4, 5) 
durch welche f(x,) in 9’(y,) übergeht, sodass folgende Con- 
gruenzen erfüllt sind: 
91:915 + 92:95 + + 9:95 = 0 
tet tim t 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 39 
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also auch 


94,9: > gu =) 
und 


91:(915 = 1) r g2:(Qe5s — 1) + dr -I- 95:(955 re 1) =) (mod. 2), 


@=1,2,3,4) 


Congruenzen, denen man als fünfte die selbstverständliche 


9595 — 1) + 9595 — 1) + :::+ 9595 — 1) = 0 (mod. 2) 


‚|=1 ist, hervorgeht, 
dass 95, 055°" " 95, Sämmtlich Anker sein müssen. Da aber 


95 +95 +: :+95 =D (mod. 8) 
ist, muss bD=5 (mod. 8) und wegen der Beziehungen 
A=1,B=b, 41=B-b (mod.8) 


auch b=5 (mod. 8) sein. — Dass diese Bedingung aber 
für die Existenz des Geschlechtes Imauch ausreichend 
ist, ersieht man daraus, dass alsdann die Möglich- 
keitsbedingung 





(25) (— ul (De. (1 


erfüllt ist. In der That ist 7 =r=(, ferner wegen (57) 
und (58) vorigen Capitels 


er (er ee 
b—1 #®—1 


el 


0,3 


endlich 
v'(o, = (b, -—D+>6 +6, DO 
+76 —-1),—1) 
+46 -196 —)); 


aus (24) aber folgt d),=— 1 (mod. 4), daher wird, wenn 
b=5 (mod. 8) vorausgesetzt wird, 


v’(0,35)=1 (mod. 2) 
also die Gleichheit (25) erfüllt. 
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Nennen wir nun M; und Mır die Maasse der beiden Ge- 
schlechter Zi, und Icım und A die Anzahl aller eigentlichen 
Darstellungen von b durch die Form (23), so ist, da die Menge 
der Transformationen der Form in sich selbst 

2.1.2.3-.4-5 = 1920 


rs 


1920? 
andererseits gleich 2? - Mı resp. gleich 2? - (Mi + Mi), jenach- 
dem b von einer der drei Formen 8» + 1,3, 7 oder von der 
Form 8n +5 ist. Man findet also je nach diesen beiden Fällen 


(6) A=1920.2%.Mı oder 1920 - 2% - (Mr -+ Mn). 


6. Alles kommt darauf an, die Maasse Mı resp. Mır zu 
bestimmen. 

Wir suchen zuerst Mi. Es handelt sich dabei um 
dasjenige Geschlecht der Ordnung 


15182 
(9) Kt a D 
dessen Repräsentanten Db(y,), die als charakteristische 
Formen (mod. 254) gedacht werden dürfen, die auf die 


verschiedenen Primfaktoren qg von 5b bezüglichen 
Einzelcharaktere 
| b, —0, —1 

(2% ee 
haben. Das Maass eines jeden quaternären Geschlechts hat 
Smith in seiner Arbeit über die Darstellung einer Zahl als 
Summe von fünf Quadraten durch völlig analoge Betrachtungen 
bestimmt, als sie zur Ableitung des Maasses ternärer Formen 
nach seinem Vorgange von uns angewandt worden sind. 
Grösserer Einfachheit sowohl als grösserer Mannigfaltigkeit 
wegen ziehen wir hier jedoch vor, die Methode zu befolgen, 
welche zu gleichem Zwecke Minkowskı verwendet hat und 
welche sich an die Art anschliesst, wie Dirichlet die Anzahl 
der Geschlechter binärer Formen bestimmt hat. 

Wir schicken dieser Untersuchung eine Hilfs- 
formel voraus. — Seien y(m) und (m) zwei zahlentheo- 


retische Funktionen, welche, während p jede Primzahl, m, m, 
3% 


beträgt, das Maass jener Darstellungen einerseits gleich 
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aber irgend welche positive Zahlen bedeuten, die zu einer 
gegebenen Zahl N prim sind, folgenden Bedingungen Genüge 


leisten: 
b(mm,) = Y(m)db(m,), v(p) num. <1, li 
Fmm,) = P(m) Em), Po) = Be DR 
Das Produkt 


es) [Il +U +) +U+rD)FR) +) 
» 
werde auf alle in N nicht enthaltenen Primzahlen » bezogen. 
Da man wegen P(p*) = P(.p)* seinem allgemeinen Gliede den 
Ausdruck 
1- DPD 
1 —- FD)d ya FlD) 


geben kann, lässt es sich in folgender Form darstellen: 


ed | 1 
HN = 1 oo 


1 2 
I I BP EID 


wo man nun, so lange og >0 ist, die Produkte durch conver- 
gente Reihen ersetzen und, indem man jede der Summationen 


auf alle positiven gegen N primen Zahlen m erstreckt, schreiben 
darf: 


(28a) 














D Em) Dy (m) P (m) 
nt (m)? - um)? 





Führt man andererseits in (28) die Multiplikation aus, so wird 
das allgemeine Glied der Entwickelung 


Ile + vo): wm) 
sein, wenn unter m wieder jede gegen N prime positive Zahl 
verstanden, die Multiplikation im ersten Faktor aber auf alle 
Primfaktoren von m erstreckt wird. Somit geht durch Ver- 
gleichung der beiden Ausdrücke (28), (28a) die Gleichung 


D 7m) - DY (m) P (m) 
29 i (m) ==: 2 2 Eee 
29 ZI la +0): vn) SZ 


m 


hervor, welches die gedachte Hilfsformel ist. 
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Man betrachte nun sämmtliche Classen der Ordnung (O) 
und denke diese durch irgend welche (mod. 2b 4) charakte- 
ristische Formen b(y,) repräsentir. Das Geschlecht jedes 
dieser Repräsentanten b(y,) wird, wenn q,, 99, '"g5 die ver- 
schiedenen Primzahlen sind, aus denen b besteht, durch die 
Werthe + 1 oder — 1 charakterisirt, welehe den Einzel- 
charakteren 

b, 
(2) 


(30) DRHRE 


oder auch, falls m irgend eine durch die Reciproke ß(y,) von 
b(y,) darstellbare zu 2b prime Zahl bedeutet, den Symbolen 


m m m 
(31) Eee) 
zukommen. Die Anzahl der möglichen Combinationen dieser 
ß Einheiten beträgt 2° und jeder von ihnen entspricht auch 
wirklich ein Geschlecht der Ordnung (OÖ). Zum Beweise dient 
die Bemerkung, dass die beliebige Wahl der Combination 
einzig durch die Möglichkeitsbedingung, d. ı. im vorliegenden 
Falle durch die Gleichung 


(— 1)v’ 03. (*) At 


beschränkt ist; da aber neben den Hauptcharakteren (30) 
keine supplementären vorhanden sind, kann man x%’(o, 5) 
(mod. 2) beliebig und folglich auch so wählen, dass, nachdem 
die Werthe für die Charaktere (30) beliebig genommen wurden, 
diese Gleichung erfüllt ist. Somit zerfällt die Ordnung (0) 
in 2° wirklich vorhandene Geschlechter; In ist von ihnen 
dasjenige, für welches die Werthe der Charaktere (30) durch 
die Formel (27) bestimmt sind; diese so bestimmten, dem Ge- 
schlechte Ir, charakteristischen Werthe der Charaktere (30) 
seien 

(32) Ey, eg, &p- 


Man setze alsdann 


BO (it) + +) 


und betrachte folgende Summe: 
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m) b) 1 | 
ws) > t(b) an Dez ü 
in welchem Ausdrucke die äussere Summation auf sämmtliche 
Repräsentanten b(y,) der Ordnung (O0), die innere jedoch, bei 
welcher ß(y,) die Reeiproke des jedesmaligen Repräsentanten 
bedeutet, auf alle ganzzahligen Werthsysteme 


Yı, Ya, Ya, Ya 
ohne gemeinsamen Theiler bezogen werden soll, für 
welche ß(y,) prim wird gegen 2b. Zunächst geht nun aus 
einer allgemeinen Formel, die später bewiesen werden soll*), 
hervor, dass die letztere Summe für ein gegen Null conver- 
girendes g einen von der speciellen Form ß(y,) unabhängigen 
festen Grenzwerth hat: 


(34) | lim DI rn FA 





wo 
An? re at 
(34a) 1 == 158, EI yo 2% 
q 1: er 
q 
und 


- 24 


zu setzen ist, während die Multiplikation sich auf alle Prim- 
faktoren q von b bezieht. Da andererseits &(b) verschwindet, 
sobald irgend eins der Symbole (30) einen von der entsprechen- 
den Einheit (32) verschiedenen Werth hat, die Form b(y,) 
also einem von Ixn verschiedenen Geschlecht angehört, dagegen 
®(b)—= 2° wird, wenn sämmtliche Symbole (30) den ent- 
sprechenden Einheiten (32) gleich sind, also b(y,) eine Form 
des Geschlechts I\y ist, so findet sich offenbar aus (35) ein- 
facher: 

(35) S=2f#.Mı-L. 


7. Andererseits kann man die Summe $, da sie, so lange 
oe>0, nach Dirichlet’schen Sätzen absolut convergent ist, 


*) Siehe nr. 10 Anmerkung. 
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nach den wachsenden Werthen ordnen, welche die Formen 
ß(y,) darin erhalten. Diese Werthe sind die sämmtlichen 
positiven zu 2b primen ganzen Zahlen. In der That erhalten 
die Formen ß(y,) bei der Summation (33) nur solche Werthe; 
um aber sich zu überzeugen, dass auch jede solche Zahl m 
durch eine der Formen ß(y,) dargestellt erscheinen muss, be- 
denke man, dass die Charaktere 


m mM m 

pe 
nothwendig mit den Einzelcharakteren eines bestimmten Ge- 
schlechts der Ordnung (0) übereinstimmen müssen; diesem 
Geschlechte von Formen mit 4 Veränderlichen — es heisse @’ 
— entspricht ein bestimmtes Geschlecht Im von ternären 
Formen mit der Determinante m, welche durch dasselbe eigent- 
lich darstellbar sind, auch ist es nach nr. 11 des vorigen Ca- 
pitels ein wirkliches, für das also thatsächlich Repräsentanten 
vorhanden sind, und somit muss nach nr. 10 des vorigen Ca- 
pitels m durch einen der Repräsentanten ß(y,) des zu @ reci- 
proken Geschlechts eigentlich darstellbar sein. Denken wir 
uns demnach die Summe 5 nach den wachsenden Werthen m 
welche positiv und gegen 2b prim sind, geordnet. Da ihr 
allgemeines Glied auch folgendermassen geschrieben werden 
kann: 

1 (m) 1 (m) 


TOR Bu? r?8 20) met2e 


wenn m die durch ß(y,) dargestellte Zahl ist und 


TEEN TERN EN Eee) 


gesetzt wird, und da rn das Maass dieser Darstellung be- 


(b) 
deutet, so geben sämmtliche Glieder, für welche die Formen 
ß(y,) den gleichen Werth m haben, zusammengenommen 
5 (m) 
m? +29 
m durch die Reciproken derjenigen Formen, welche das Ge- 
schlecht @’ repräsentiren. Wird also dieses Maass M(m) ge- 
nannt, so geht die Summe (33) in die einfache Gestalt über: 


mal dem Maasse aller eigentlichen Darstellungen von 
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(m) «Mm 
mt? 





Zur Ermittelung von M(m) muss dem Geschlechte @” qna- 
ternärer das Geschlecht Ixı ternärer Formen 


3 
C(2e) = > Ciy if 
1 


an die Seite gestellt werden, dessen Ordnung 


(37) ) 


und dessen Charaktere, wenn c, analog definirt wird, wie b,, 
die Werthe der Symbole 


n alas 


für die u verschiedenen Primfaktoren 9,, Pg, '''P. von m 
sind; c, darf hierbei durch irgend eine zu 9; prime Zahl x 
ersetzt werden, welche durch die Reciproke von c(2,) darstell- 


bar ist, sodass 
LE NN 
2) 


Die Eisenstein’sche Formel für das Maass eines ter- 
nären Geschlechts liefert daher für das Maass des eben be- 
zeichneten folgenden Ausdruck: 


1 eb m b\ 1 

er) ) 
und folglich 

m 17. b\ 1 
nl ) ICH) 
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (36) ergiebt sich 
Mr el ia & (m) \ | 

0 sine >(n (' 2 (m) m!t2o 3 (! anlın )). 
die letztere Multiplikation auf alle Primfaktoren des jedes- 


maligen m erstreckt. Nun zerlegt sich ö(m) durch Entwicke- 
lung seines Produktausdrucks in 2% Summanden von der Form 





+ 9); wo @ jeden Theiler des Produkts 9, gg oder 
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jeden solchen Theiler von 5b bedeutet, der aus lauter ver- 
schiedenen Primfaktoren besteht. Dementsprechend zerfällt 
auch 5 in ebenso viel Summanden, deren jeder einzelne fol- 
gende Form haben wird: 


Li» ven: ‚ 
(40) 75 im.o 7, — ;, lim.0T%,, 


wenn man setzt: 


n-I(DTTC+@H) 
-Z(ETIEHH) 


Mm 





(41) 


Zur weiteren Umformung verwende man die voraufge- 
schickte Hilfsformel (29), indem man in derselben unter N 
die Zahl 2b versteht. Die linke Seite dieser Formel wird dann 
identisch mit 7,, wenn man 

m 
9) 


mit? 


v(m) = ke i (m) = 


m) m’ 
setzt, Funktionen, welche offenbar die dort vorausgesetzten 
Bedingungen erfüllen, und ebenso wird sie identisch mit 7, 


wenn man 
(1 
m/ \Q 


m!r20 


d(m) = (2) = Y(m) = 


m’ 


setzt, wovon dasselbe gilt wie vorher. Folglich kann man 
den Formeln (41) auch diese Gestalt geben: 


RE 1 > ] ne) 1 
Q m! 120 m Q m? 20 
9 > 1 
mtl rg) 
T/’ m Q/ m! 120 Q m? 2 
9 > J 1 
mtirg) 


Im letzteren Ausdrucke kann 
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() 9) - (mh ur (2) 


gesetzt werden, wo Q, die Zahl bQ, getheilt durch das grösste 
in bQ enthaltene Quadrat, also auch einen Theiler von b be- 
deutet, der aus lauter verschiedenen Primfaktoren besteht. »So- 
nach wird 


b—1 Ede 








db—1m—1 
Se I 
Q,/ mit2e Y/ m2t20 
05 NT 1 "a Dee 
Zu ALTO) 


Diejenigen in diesen Ausdrücken auftretenden Summen nun, 
welche die Potenzen m?t+??, mtt?® enthalten, sind absolut 
convergente Summen auch noch, wenn eg =( gesetzt wird, 
und nähern sich daher, der Theorie der Dirichlet’schen Reihen 
zufolge*), bei unendlicher Abnahme von o bestimmten end- 
“ lichen Grenzen; insbesondere convergirt der gemeinsame Nenner 
gegen die, auf alle positive zu 2b prime Zahlen m erstreckte 


Summe en welche auch durch 


15 1 

sell) 
ersetzt werden darf, wenn man die Multiplikation auf alle 
Primfaktoren von b bezieht. Die in 7, auftretende Summe 


PAdımen 
U mit2e 
aber convergirt**), so oft Q von 1 verschieden ist, gleichfalls 
gegen eine endliche Grenze und folglich ist dann 

lim.e T,= 0; 

e=0 
dagegen wird für Q=1d.ı. für das erste Glied der Ent- 
wickelung von ®(m) 


p(2 @ı 
lim. 0 > 
m! + 2 


0=V 





und folglich 





*, S. Anal. Zahlenth. Abschnitt III. 
**) Vgl. Anal. Zahlenth. Abschnitt II und nr. 4 des Abschn. IX. 
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lim. oT, 2er e leder 
. < a 116-2 8 


gefunden*). Ebenso convergirt die in 7, auftretende Summe 





Sn, 
Q,/ mit2e 


nur dann gegen eine endliche Grenze, wenn nicht 
d—1 
1)? =1didb=1 (mod.4 und Q, —1 

ist. Versteht man aber unter R? das grösste in b aufgehende 
Quadrat und setzt b= P- R?, so entspricht der Annahme 
Q, = 1 die Annahme bQ oder PQ- R? gleich einem Quadrate 
d. h. die Annahme ( = P, welcher entsprechend das Produkt 
der Einheiten (32), das in dem betreffenden Gliede der Ent- 
wickelung von ö(m) sich findet, wegen (27) gleich 


en | 
aller 
also bei der Annahme b=1 (mod. 4) gleich 1 ist. Von 
diesem einzigen Falle abgesehen ist folglich 


während man Mn diesem Falle 


km o ni ee. DE 
0=0 s 4b N RT NN 1) 
findet. 


Setzt man demnach die Summe 5 aus ıhren 2? verschie- 
denen Bestandtheilen (40) zusammen, so erhält man endlich 
folgendes Resultat: 

Ist b=3 (mod. 4), so ist 


ER PATE. 
zn [Je % & 


*, 8. Anal. Zahlenth. Seite 83 Formel (21). 
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ist aber b=1 (mod. 4), so ist 


s_ oh, BAU 
900 s: I It -,) 


Werden nunmehr diese beiden Werthe von $ mit dem 
zuvor auf anderem Wege gefundenen Werthe (35) verglichen, 
so ergiebt sich das Maass des Geschlechts Im oder 
die Grösse Mı, nämlich 

wenn b=3 (mod.4) ist, 


| 1 b%r b\ 1 
(42a) MD 
wenn aber b=1 (mod. 4) ist, 
NH BY 
aan) Ma De 


die hier auftretende Summation umfasst alle positive gegen 
2b prime Zahlen). 





*) Auf gleichem Wege, wie das Maass M, gefunden wurde, kann 
das Maass auch für jedes Geschlecht quaternärer Formen bestimmt 
werden. Man findet insbesondere für das Maass eines Geschlechts von 
Formen der Ordnung 


! ( 013 05 2 
ee 
mit lauter ungeraden Invarianten den nachstehenden Ausdruck: 


— 0, fs — 0, 0, 0. u: 
i F 1 Ne) en | (% N 
PLA cn Ne 
1 getr+4 1 
92 2 5) 
A 


CHIC 


Heesi9 Ile 


Qı3 Q123 ; Iı2a 

1 (>) 1 

2 m/ m? 
Darin bezeichnet g, alle nur in der zweiten der Invarianten 0,, 0,, 0, 
aufgehenden Primzahlen, q,, die in o0,, 0, aber nicht in o, aufgehenden; 


analoge Bedeutung haben 9,,;, 9, während g,,;, die allen drei Inva- 
rianten gemeinsamen Primzahlen bezeichnet; die Produkte sind auf 
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Durch eine analoge Betrachtung bestimmt man das Maass 
Mır des Geschlechts IXın, so oft dasselbe vorhanden ist, d. h. 
wenn b=5 (mod. 8) ist, findet sich 


— Mir = „5° een. 


Daher ist für diesen Fall 
Is u hie 

(44) Mı + Mu 5° 190° DAHr: 

Und somit wird mit Rücksicht auf (26) nachstehender 
Satz gewonnen: 

Die Anzahl aller eigentlichen Darstellungen als 
Summe von fünf Quadraten beträgt für Zahlen b von 
einer der beiden Formen 8% + 8,7 


& 160 - b" b\ 1 
a u Dr 
für Zahlen b von der Form 8x +1 


E 80 - b" b\ 1 
a) Ana De 
und für Zahlen b von der Form 8x +5 


(450) A 


Eine Betrachtung ähnlich derjenigen in nr. 3 des achten 
Capitels lässt unschwer erkennen, dass die Darstellungen einer 
Zahl b = 8% + 5 als Summe von fünf ungeraden Quadraten 
und die Darstellungen der Formen b(y,) aus dem Geschlechte 
Ir adjungirt sein müssen. Demnach muss die Anzahl der 














diese einzelnen Categorieen zu erstrecken. Ferner ist ı die Anzahl aller 
in 0,, # die Anzahl aller in o,, A die Anzahl aller in o, aufgehenden 
Primzahlen und & ist gleich 


; : a +D (+14 03) 
:e+a-4e+c-9 ) 


oder gleich 1, jenachdem o, 0, =1 oder 3 (mod. 4) ist. 

Vgl. zu dieser Formel Smith’ Abhandlung sur la representation 
des nombres par une somme de cing carres (M&m. pres. par div. Sav. 
Etr. t. 29), in welcher das Maass eines Geschlechts quaternärer Formen 
auch für die hier übergangenen Fälle gerader Formen und Determi- 
nanten gegeben wird. 
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eigentlichen Darstellungen einer Zahl b von der Form 
8x +D als Summe von fünf ungeraden Quadraten 


Ar = 1920 .D2P Mır 
d.rı. 


(454) er I 


sein. 

Hiernach wäre A, — 4, = 4, die Anzahl der eigent- 
lichen Darstellungen einer Zahl b von der Form 8x +5 als 
Summe von fünf Quadraten, die nicht sämmtlich ungerade 
sind; bei Darstellungen von Zahlen der drei anderen Formen 
S#+1,3,7 sind die fünf Quadrate niemals sämmtlich un- 
gerade. Demnach kann man auch folgenden Satz aufstellen, 
indem man die verschiedenen Formeln in eine einzige zusammen- 
zieht: Ist b irgend eine positive ungerade Zahl, so ist 








die Anzahl ihrer Darstellungen als Summe von fünf 
nicht sämmtlich ungeraden Quadraten gleich 


b 
(46) 2 (3 _ ea ne) Da. 

Letztere Formel bleibt sogar auch für gerade Zahlen in 
Geltung*). 

8. Wir wenden uns nunmehr zur Ermittelung des 
Maasses für ein beliebiges Geschlecht positiver qua- 
dratischer Formen mit »n>4 Veränderlichen, indem 
wir uns dabei aber wieder auf den einfachsten Fall ungerader 
Formen mit einer ungeraden Determinante beschränken. Man 
kann zu diesem Behufe die bisher besprochenen Methoden ver- 
wenden, indem man von Formen mit » — 1 Veränderlichen 
zu solchen mit » Veränderlichen aufsteigt und dabei passend 
für ein ungerades » die bei den ternären, für ein gerades n 
die bei den quaternären Formen benutzten Wege einschlägt. 
Jedoch folgt man bei dieser allgemeinen Untersuchung besser 
derjenigen Methode, welche Minkowski zuletzt**) an- 
gegeben hat, weil dieselbe auf sehr schöne und instructive 


*) 8. Minkowski, m&m. sur la theorie des formes quadratiques, 
p- 164. 

*#*) Minkowski, Untersuchungen über quadratische Formen, 
Acta math. 7. 
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Weise die Bedeutung der einzelnen Theile lehrt, aus 
welchen sich der Ausdruck des Maasses zusammen- 
setzt. Die Ueberlegung, aus welcher diese Methode 
entspringt, ist die folgende. 

Mit f(N) haben wir die Anzahl aller Substitutionen T 
bezeichnet, deren Modulus = 1 (mod. N) ist und welche den 
Rest von f(z,) (mod. N) nicht verändern. Wie wir nun die 
reciproke Anzahl der Substitutionen, deren Modulus gleich 1 
ist und welche f(z,) selbst nicht verändern, das Maass der 
Form f(&e) oder ihrer Classe genannt haben, so liesse sich 


entsprechend als das Maass derselben (mod. N) bezeichnen, 


1 
f(N) 
und da diese Grösse für alle Formen desselben Geschlechts 
nach den für sie abgeleiteten Formeln unveränderlich ist, ver- 
muthen, dass sie für das Maass des Geschlechts eine 
Bedeutung habe. Solche Vermuthung wird fester begründet 
durch die Bemerkung, dass die Anzahl aller Formen in der 
Classe von f(x,) ein Vielfaches von der in nr. 6 des achten 
Capitels mit N bezeichneten Anzahl sein muss. In der That, 
jede Form der Classe von f(x,) lässt (mod. N) einen der 
N Reste 9,, 9, 9; f(x.) selbst etwa den Rest g,; mit 


nz f(&e), hi, 1 Ar 
mögen die sämmtlichen Formen der Classe von f(x,) bezeichnet 
werden, welche = g, (mod. N) sind. Ist dann S; eine uni- 
modulare Substitution, welche f(x,) in eine mit 9; (mod. N) 
congruente Form f; verwandelt, so haben die unter einander 
verschiedenen Formen 
fi, fi, fi, LER 

welche aus f,, /, fi ,::: resp. durch die Substitution S; her- 
vorgehen, ebenfalls (mod. N) den Rest g;, ausser ihnen ist 
aber in der Classe von f(x,) keine Form weiter vorhanden, 
welche ihn hätte. Denn, wäre noch g eine solche, also = g; 
(mod. N), so würde daraus durch die Substitution $;7! eine 
mit: g, (mod. N) congruente Form der Classe also eine von 
den Formen f,, fi, fi , ::: hervorgehen und somit @ mit einer 
der Formen fi, fi, fi , :;- übereinstimmen. Da sonach jedem 
der Reste g,, 95, 9x gleichviel Formen der Classe zugehören, 
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ist ihre gesammte Menge ein Vielfaches von IX, in dem Sinne, 
dass sie in W Complexe zerfällt, deren einzelne Formen sich 
eindeutig entsprechend coordinirt werden können. Ist dies 
aber der Fall, so zeigt der im achten Capitel gegebene Aus- 
druck (32) für die Anzahl X, dass die Anzahl der Formen in 
jeder Classe des Geschlechts in dem eben bezeichneten Sinne, 


welches auch N sei, den Faktor — und folglich zugleich 





KN) 
mit den Faktoren FE 5 = En die sämmtlichen Faktoren 
1 1 1 1 
a FreT> FIR» As Fr 
haben wird, unter 9 N ungerade Primzahl verstanden. Da 
ferner das Maass - 5 der Classe von f(x,) das Verhältniss 


zwischen der unendlichen Anzahl der Formen in der Classe und 
der gleichfalls unendlich grossen Anzahl aller unimodularen Sub- 
stitutionen ist, so wird sich jener Umstand auf das Maass des 
Geschlechts übertragen und somit die Grössen (47) als wesent- 
liche Faktoren des Ausdrucks dieses Maasses erwartet werden 
dürfen. 

Dies ist nun in der That zutreffend, denn der 
Ausdruck für das Maass M eines Geschlechts lautet 
allgemein folgendermassen: 


„en 
u ee 


die hierin auftretende ee ER sich auf sämmt- 
liche Primzahlen 2, 3,5, 7,11,--- in natürlicher Reihenfolge 


und es ist zu setzen: 
n--1 








Kae! [ 0,,n—h) 
h=1 
ee 
et + 
Ca — 2 n(n--1) ): 





rg) 
2 


*) S. die letztangeführte Arbeit von Minkowski, wo dieser Aus- 
druck ohne Einschränkung für jedes Geschlecht von Formen mit n Ver- 
änderlichen bewiesen wird 


ei u 
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Vor allem soll gezeigt werden, dass dieser Ausdruck einen 
endlichen Werth darstellt. Hierzu bemerke man die bekannte 
Gleichung 


in welcher die Multiplikation zur Linken den gleichen Umfang 
hat wie in (48). Schreibt man kurz $8,, statt der Summe 
zur Rechten, so geht die Gleichheit 


1-8&,[[ (' a) 


q2 


und daraus die allgemeinere: 





SE NEN 


2 


et 96-5) 


hervor. Indem wir diese mit der Gleichung (48) multiplieiren 
und zur Abkürzung 


rn 
(49) | f[a] : ce. E(q) 


setzen, bringen wir jene Gleichung in folgende Gestalt: 








2 
(50) Me 1 8@ 
Nun zerfallen die sämmtlichen Primzahlen g in drei Cate- 
gorieen: die Primzahl 2, die in / aufgehenden, welche D heissen 
mögen und deren Anzahl nur eine endliche ist, und die un- 
endlich vielen nicht in 27 aufgehenden Primzahlen, die mit 
p bezeichnet werden sollen. Für jede solche Primzahl p ist 
in der Formel (49) des achten Capitels A—= 1 zu setzen und 
man findet nach (44) und (47) daselbst 
wenn n ungerade ist, 
E (2) Se 15 


Bachmann, Zahlentheorie, IV, 1. 40 
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wenn n gerade ist, 


1 
E(p)= ET 
2 
Yi (Se) 7 
pP us 
p° 
da 0-4," == 49 (mod. p) gefunden wird. Hiernach 


ist im ersteren Falle 


IE»=t 
-2( „® ne) 3: 


Pi EtE "aN\ 1 m? 
a: 


wenn die Summation auf alle positive gegen 27 prime ganze 
Zahlen m erstreckt wird. Ferner ist bekanntlich 


ım letzteren 


Ile» -[[ 














a iD rer aa 


wo B, die x Bernoulli’sche Zahl bedeutet, sodass 
1 1 1 
B=5, Bu B=3*- 
ist. Führt man diese Werthe in die Formel (50) ein, so geht 
sie nach den einfachsten Eigenschaften der I’-Funktionen in 
folgende Gestalt über: 
wenn n gerade ist: 
ERBE DER 
#-(4). 37 Va 


n 06,06,°.:6 
2 








n—1 


IIro.2()4 
m 


wenn n ungerade ist: 
| n—3 BB: BB, 
iAz22 we E(2 
si a)’ an 
er 


(dla) 





in 
cm en | in 
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Ausdrücke, welche, nur aus einer endlichen Anzahl von Fak- 
toren bestehend, selbst endliche Werthe darstellen. Für den 
Fall ungerader Formen mit ungerader Determinante ist das 
Produkt 6,6, ---6,_, durch Eins zu ersetzen. 

9. Um jetzt aber diese Ausdrücke auch als die für das 
Maass des Geschlechts giltigen zu erweisen, bestätigen wir sie 
vor allem für den Fall ternärer Formen. Der betreffende Aus- 
druck lautet in diesem Falle folgendermassen: 


M=B:0%:E(Q): II 2», 


wo d die verschiedenen in / == 0,?0, aufgehenden Primfak- 
toren bezeichnet. Diese unterscheide man nun in die Prim- 
faktoren q,, welche nur in o,, in die Primfaktoren q,, welche 
nur in 0,, und in die Primfaktoren q,., welche gemeinsam in 
0,,0, aufgehen. Dann kann man zunächst schreiben: 


M—=B,:00:E0): |] E@W): | l&w: II E@.), 


während allgemein 
1-4} 
E(iq) = ——- 
= 
ist. Wenn nun 
1) qg=q, ist, so hat man für einen Hauptrepräsentanten 


des Geschlechts (mod. 9,‘) die Congruenz 
f zer” + lex? + a”’x”?). 
Man hat also, um die Formeln der nr. 8,9 des achten Capitels 
anzuwenden, A=2, f|,]= 2%, PB; zu setzen, und da 
— aa”\1 
%=1, BR—-1—( < )—; 
endlich, wenn 0, — q”: . e, gesetzt wird, 





60, = ae” (mod. g,) 


e)-e2)-Ei>) 


gefunden wird, kommt 


also 








2W-}. est Hi) 
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2) It g=9, so erfüllt ein Hauptrepräsentant des Ge- 
schlechts (mod. q,‘) die Congruenz 


frz — x -1- PAR A 2 + gs , ax da} 
S 2, 
also ıst 


a e]—28,%,—2(1 ler Pi) 


VB 





folglich wird, da aa’ =f,o, (mod. 2 ist, 
9\ 1 
E@)—; Earl q, = llsal 


3) Ist g= 9), So besteht für einen Hauptrepräsentanten 
des Geschlechts (mod. q,) die Congruenz 


fi =en dx u age — get R ax”? 
A=35, fig] = ABB; PB; —4 
E(q,) = al ar 


g13 
4) Ist endlich g=2, so ist, da n —= 3 ungerade ist, 


= 2) te 





also ıst 


und somit 


somit 
2 Ö 
E)=-+1+2)-°4, 
wo man nun mit Rücksicht auf den Ausdruck der Einheit Ö 
sowie auf die Möglichkeitsbedingung (86) des sechsten Capitels 
ohne Mühe die Uebereinstimmung von d mit der in der ersten 
Abtheilung mit # bezeichneten Einheit feststellt und dann für 
M folgende Gleichung findet: 
BEE uf I ah 
M— 0%: —, (! = en n) 


9ı 


II6+ 29 


worin x, A die Anzahl der Primfaktoren bedeuten, aus denen 
resp. 0, und 0, bestehen, eine Gleichung, die bis auf ver- 
schiedene Bezeichnung der entsprechenden Grössen mit der in 
der ersten Abtheilung gefundenen Eisenstein’schen Formel 
(5. 191) vollkommen identisch ist. 

Verfährt man in gleicher Weise, so überzeugt man sich 
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auch für quaternäre Formen der bezeichneten Art von der 
Uebereinstimmung der in der Anmerkung gegebenen Formel 
für das Maass derselben mit der aus (öla) für n=4 sich 
ergebenden Gleichung 


M— 25: 0%0%0%: 22): | | 20-2 (2)0: 


Zum allgemeinen Beweise der Formeln (5la) und (ölb) 
bedienen wir uns des Schlusses von n — 1 auf n: wir setzen 
voraus, ihre Richtigkeit sei bereits erwiesen für die Geschlechter 
ungerader Formen mit ungerader Determinante und mit n — 1 
Veränderlichen, und zeigen, dass sie dann auch gelten für 
solche Formen mit » Veränderlichen; da sie für ternäre (und 
quaternäre) Formen der bezeichneten Art erwiesen sind, gelten 
sie dann allgemein. Die zu diesem Zwecke anzustellende 
Untersuchung beruht nun wieder auf den Dirichlet’schen 
Methoden und nimmt einen ganz ähnlichen Gang, wie in den 
bereits erörterten speciellen Fällen. 

Sei ein bestimmtes Geschlecht @ von positiven Formen 
der bezeichneten Art mit » Veränderlichen gegeben, indem 
sowohl die Ordnung 


ae Sn 1 


1 a u | 


? ? 

als auch die Charaktere desselben, letztere so, dass die Mög- 
lichkeitsbedingung erfüllt wird, bestimmt gegeben werden. Sei 
41 die Determinante der Formen dieses Geschlechts und R 
eine später zu bestimmende gegen 24 prime ganze Zahl. Unter 
den Formen des Geschlechts lässt sich dann eine (mod. 84 R) 
charakteristische Form @ aussuchen, ihr erster Coefficient, der 
prim ist gegen SIR, heisse «. Sind © die ungeraden Prim- 
faktoren von I und D ihre Anzahl, sind ebenso r die unge- 
raden Primfaktoren von R und r ihre Anzahl, so wird die 
Zahl & in Bezug auf jeden von ihnen sowohl, als mit Bezug 
auf die Moduln 4 und 8 bestimmte quadratische Charaktere 
haben: 


(62) ne en) 


Da nun die Olassen eines Geschlechts nach jedem Modulus, 
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wenn ihre Formen in passender Reihenfolge gedacht werden, 
die gleichen Reste lassen, so kann man aus jeder derselben 
eine Form auswählen, welche (mod. 81.R) congruent ist mit . 
Die so gewählten Repräsentanten seien 


(53) h fe, fs, 172 


f irgend einer von ihnen. Man betrachte alsdann fol- 
gende Summe: 


(54) sed — 





n ’ 
> 4+0o 
ES 
indem man sie über alle Werthsysteme &,, &, --- &. erstreckt, 
für welche, wenn 
f(&) = m 


gesetzt wird, die Zahl m prim gegen 8/R und von gleichen 
quadratischen Charakteren mit Bezug auf 4 und 8 und die 
Primfaktoren von IR ist, wie «; doch darf nicht 


(55) edel (mod?) 
sein. 

Der Vorschrift zufolge ist m von derselben Linearform 
8% + 1,3,5, 7 wie « und nach jedem Primfaktor p von AR 


: —ı1 . 
einem ‚unter en bestimmten Resten (mod. p) congruent, 


und folglich gestatten die Zahlen m 


ITes)r- 

p 
bestimmte Reste u (mod. 84/R), wenn p® die höchste in AR 
aufgehende Potenz von p ist, und die sämmtlichen gedachten 
Werthsysteme $&; sind die sämmtlichen Lösungen der Con- 
gruenzen 
(56) f&)=u (mod. 8AR), 


welche die Öongruenzen (55) nicht erfüllen. Nun stimmt nach 
den Auseinandersetzungen des siebenten Capitels die Anzahl 
der incongruenten dieser Lösungen für jedes der bezeichneten 
u mit der der gleichartigen Lösungen der Congruenz 


(57) f(&) = « (mod. 84R) 


überein, welch letztere dem Produkte der Mengen der ebenso 
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gearteten Lösungen der Congruenzen 


f&) = « (mod. 8), f(E) = « (mod. p®), -- 
gleich ist. Den Formeln jenes Capitels entsprechend findet 
man die Anzahl der Lösungen der ersten dieser Congruenzen 
gleich 237-1). A,, wo 
für ein gerades n: 





a—1i 
2 
(58a) u a a een 
——1 
92 


für ein ungerades n: 


(58b) 4 ( learn Si) 
SE 


ist. In gleicher Weise findet man für die Anzahl der (mod. p®) 
inecongruenten Lösungen 8; dieser Art für die zweite jener 
Congruenzen p®r—-D. A,, wenn p"—-14A, die Anzahl solcher 
Lösungen für die Congruenz 

(59) f&) = « (mod. p) 

bezeichnet. Hiernach wird die Anzahl der (mod. 8/R) in- 
congruenten Werthsysteme &,, welche die Congruenz (57) 
oder (56) aber nicht die Congruenzen (55) erfüllen, 


gary-.]] A, 


sein, wenn sich die Multiplikation auf jede in 84/R ent 
haltene Primzahl bezieht. Dies gilt für jeden der Reste u; da 
aber offenbar, wenn w’, u” zwei verschiedene Reste (mod. 84.R) 
bezeichnen, auch die Werthsysteme &;, welche den zugehörigen 
Congruenzen 
f&) = w, f&) = u” (mod. 8AR) 

genügen, verschieden sein müssen, so repräsentiren die sämmt- 
lichen bei der Summe (54) in Betracht kommenden Werth- 
systeme &; (mod. 84.R) genau 


A= | Jr. gamym |] A 


d. ı. einfacher 


(60) 2.8arr. I] 41-4) 4,) 
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verschiedene Restsysteme oder sie sind in einer ebenso grossen 
Anzahl A von Systemen arıthmetischer Progressionen 


(61) & =8AR- X, tv, | 
= BAR - #0, = BAR: Dein 


enthalten, welche sie offenbar auch erfüllen. 
Zur Abkürzung sei eine frühere sehr bequeme Bezeich- 
nung hier wieder eingeführt. Bezeichnet 9 sämmtliche Prim- 


zahlen, aus denen eine Zahl N zusammengesetzt ist, so heisse 
(N), das Produkt 
(62) Mr): 
auf alle jene Primzahlen q erstreckt. 

10. Man fasse nun in der absolut convergenten und daher 
von der Anordnung der Glieder unabhängigen Summe $ die- 
jenigen Glieder zusammen, bei welchen die 8, je einem der 
A Systeme arithmetischer Progressionen angehörig sind, be- 
trachte mithin zunächst nur die über sämmtliche Werthsysteme 
&;, von der Form (61) erstreckte Summe 
(63) De 

fie)" 
indem man unter v,, %,:+-©, feste, unter X,, X, X, 
aber sämmtliche positive und negative ganze Zahlen versteht. 
Denkt man diese Summe nach den wachsenden Werthen des 
Nenners geordnet, bezeichnet mit £ eine beliebig wachsende 
positive Grösse und mit 7 die Anzahl derjenigen Glieder der 
Summe, bei welchen 


ist, so ist nach dem fundamentalen Dirichlet’schen Satze*) 
(64) lim. 9, — lim. 4, 
00 —tes, 


falls der letztere Grenzwerth existirt. Das Zeichen 7 bedeutet 
aber auch die Anzahl der Werthsysteme &; von der Form (61), 


welche, wenn 


*) S. analyt. Zahlenth. 8. 68. 
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(65) fE) =D) aupbu$; 
(,ß=1,2,:- .n) 


gesetzt wird, der Ungleichheit 


5a a 
PH | 





2 = 
„P=1h23:'n) 
genügen; setzt man daher 
6: _8AR 2 
(66) Na ea relinnn 1 € rs 
gu gr gm 


so bedeutet 7 die Anzahl der „Netzpunkte“ n., welche der 
Ungleichheit 


(67) =: AN <A 


(,ß=1,2,::''n) 


genügen, und somit wird, einem anderen Dirichlet’schen 
Satze*) zufolge 








2” 
d. i 
. 4 1 
er 
sein, wenn die Integration über alle n,, 9, 7. erstreckt 


wird, welche die Ungleichheit (67) erfüllen. Nach bekannter 


Formel**) hat das n-fache Integral und folglich auch lim. = 
einen endlichen Werth, durch dessen Vergleichung mit (64) 


Eu Inge 


(84R)" v4 nn 210-2. (n Zr 2 |” = -)) 


2 











(68) lim. S,— 
0=0 





und folglich allgemeiner mit Rücksicht auf (60) 


AR, 1 
(69) lim Sn ne I] 4 


90 





*) S. analyt. Zahlenth. S. 438 Formel (74). 
**) 8. ebendas. S. 446 Formel (92). 
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gefunden wird, wo zur Abkürzung 
|, 


gesetzt worden ist. 
Vergleichen wir jetzt mit der Summe $ die Summe 


(71) So 


in welcher die Werthsysteme 8; diejenigen in $ auftretenden 
Werthsysteme 8; bezeichnen, welche keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Ist &/ ein solches Werthsystem, also nicht 


(72) =, =. =E =1 (mod. 2), : 


und ist 
f&)=m, 

also m’ prim zu 84/R und von gleichen quadratischen Cha- 
rakteren wie «, ist ferner d irgend eine zu 8J/R prime Zahl 
und &;=d$;, so wird in 

f(&) = ma? m 
die Zahl m prim gegen 8AR sein und ebenfalls gleiche qua- 
dratische Charaktere haben wie «, und es kann nicht 


(73) ‚==. =&=1 (mod. 2) 
sein, mithin ist &,, &,-:--&, eins der in 5 auftretenden Werth- 
systeme. Ist umgekehrt 


E; a dEE & Te ie 3% Eu 3 (der 
ein solches in 5 auftretendes Werthsystem, welches den grössten 
gemeinsamen Theiler d hat, so muss der letztere prim gegen 
SAR sein, da m es sein soll, die Zahlen 8/ sind alsdann ohne 
gemeinsamen Theiler und 





(70) 


— 6 





Mm 

a? 

also von gleichen quadratischen Charakteren ist wie «, und 
da die Congruenzen (73) nicht stattfinden, können es auch 
nicht die Congruenzen (72), mithin ist 8,7, 8, ---&, eins der 
Werthsysteme, auf welche sich die Summe S’ bezieht. Hieraus 
ergiebt sich offenbar, dass sämmtliche bei $ in Frage kommen- 


[(&) = m‘, wo m’—= 
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den Systeme &; aus sämmtlichen bei S’ auftretenden Systemen 
&/ gefunden werden, wenn man letztere mit sämmtlichen gegen 
84R primen Zahlen d multiplieirt. Und somit gewinnt man 


die Beziehung 
, 1 
BER porn 


lım. Man S'- 2 


e=0 


folglich 


oder, da diese Summe auf alle zu 3/R primen Zahlen zu er- 


strecken und 
> 121 vi, 1 J | 1 
g" -. 1 


Kl. 





ist, 

(74) Ines mA). 
e=0 0o=0 

Nach (69) geht hieraus die Gleichung hervor: 


EA), 1 
en = 5. 84m sr 14) 





5 


*) Der Grenzwerth (34) kann ganz ähnlich wie derjenige von $’ 
direkt gefunden werden, er ergiebt sich aber auch aus der Formel (75), 
wenn man darnn—=4 R=1, 4=b? also d=ß setzt und die Form 
f(&;) mit der Form ß(y 0) identificir. Man bemerke, dass die Charaktere 


e alsdann ausfallen, die Charaktere (&) aber nur das Geschlecht 


der Form PWy, ) feststellen also jeder durch sie dargestellten Zahl zu- 
kommen; das andererseits offenbar, um ZL zu erhalten, die Summe 5’ 
für jede der vier Combinationen zu bilden ist, Vatehe die Symbole 





nn 
TEE eo gestatten. Für jede von ihnen findet man 


3 ß e, (8b) 1 j 
ins’ =+. reale: 
5, (8b, 4.29% 5 
wo q die Primfaktoren von 2b zu durchlaufen hat. Da aber jeder un- 
gerade Primfaktor q nur in der ersten Invariante von ß(y,) aufgeht, 


findet man nach den Formeln nr. 1 und 2 des siebenten Capitels das 
entsprechende Ami: Dagegen ist 





a—1 





A, =1+ (8 — 1) ——— 
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Die bisherige Betrachtung hat sich auf irgend eine der 
Formen (53) bezogen und zeigt, dass der Grenzwerth der mit 
5’ bezeichneten Summe für sie alle ein- und derselbe ist. 
Wird demnach in dem Ausdrucke: 


=: BEE IE 
10) s- Dr 2 2m: 25 mer. 


die Summation auf die sämmtlichen a ei ausgedehnt, 
welche zu Repräsentanten des gegebenen Geschlechts gewählt 
worden sind, so findet sich, da die gleich-ausgedehnte Summe 


Dar u das Maass M dieses Geschlechts ausdrückt, sogleich 
folgende Formel: 


. HR WARS 1 
(77) lines S, 84R), atttıya | | 4A,:M. 


0—0 





11. Zur Bestimmung von M bedarf es nunmehr nur noch 


eines zweiten Ausdrucks für denselben Grenzwerth lim. $, und 
9=0 


man gelangt zu einem solchen durch eine andere Anordnung 
der Glieder der absolut eonvergenten Reihe $, indem man 
nämlich stets diejenigen ihrer Glieder zusammenfasst, in denen 
f(&’) ein- und denselben Werth m hat. Dadurch geht der 
Ausdruck (76) in folgenden über: 


(78) Ss 2 M(m) 


utg 


wo die Summation alle BR zu 84JR primen Zahlen m 
umfasst, welche die gleichen quadratischen Oharaktere haben 


wie «. Offenbar ist 
Mm) = 25: rn > 





also die Summe der Werthe von A,, welche den vier Combinationen 


entsprechen, gleich 4. Endlich ist e, = u Hiernach findet man 


a DE | 


BEA S DN a 





was mit der zu beweisenden Formel (34) offenbar in Uebereinstim- 
mung ist. 
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wenn man unter m(f) die Anzahl derjenigen Lösungen der 
Gleichung f(&/) = m versteht, welche ohne gemeinsamen Theiler 
sind und die Congruenzen (72) nicht erfüllen, und wenn man 
die Summation auf alle Formen f der Reihe (53) erstreckt; 
diese Grösse stellt mithin das Maass all’ derjenigen eigent- 
lichen Darstellungen von m durch die Repräsentanten des Ge- 
schlechts @ dar, für welche die Congruenzen (55) nicht statt- 
haben. Nun entspricht dem Geschlechte @ der Formen mit 
n Veränderlichen ein bestimmtes, stets vorhandenes Geschlecht 
In, eventuell auch noch ein Geschlecht IXın von Formen mit 
n — 1 Veränderlichen, welche durch die Formen des zu @ 
reciproken Geschlechts & mit den Invarianten 


On—15 n—2, '"* 0, 9 
YEr A a a LT 
eigentlich darstellbar sind, und den Darstellungen dieser 
Formen sind die Darstellungen der Zahl m adjungirt. Doch 
überzeugt man sich durch eine ähnliche Ueberlegung, als sie 
in nr. 3 des achten Capitels (s. auch Formel (45d)) angestellt 
worden ist*) dass Darstellungen der Zahl m, welche den Con- 
gruenzen (55) nicht genügen, und Darstellungen einer Form 
des Geschlechts IYrı adjungirt sein müssen. Mit Rücksicht 
hierauf ersieht man aus der Betrachtung in nr. 10 des vorigen 
Capitels, dass 
(79) M (m) = 2“ . M 
ist, wenn u die Anzahl der Primfaktoren von m, und M das 
Maass des Geschlechts In bezeichnet, dessen Invarianten 
O1, O2 
Er 1 1 
sind; man darf aber M zugleich auch als Maass des reciproken 
Geschlechts auffassen, dessen Invarianten 


? 


03 Oder Omi 
er] 
sind. Nimmt man daher an, wie es geschehen sollte, dass der 


*) Vergl. dazu Minkowski mem. sur les formes quadratiques 
S. 126—128, 
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behauptete Ausdruck für das Maass eines Geschlechts bei 
Formen mit » — 1 Veränderlichen schon erwiesen sei, und 
setzt zur Abkürzung 

n—1 nl 


A: | 0 2 — NE ae 


h=2 h=2 
bezeichnet ferner mit b(y,) einen Repräsentanten des Geschlechts 
IT, mit ß(y,) die Receiproke desselben, und setzt dann für 
irgend eine Primzahl » 
1 1 1 
( =) (i = (' :{:]=) 
ee ne N 20 a 
PL»] 
so ist m”? . 4° die Determinante von ß(y,) und es ergiebt 
sich für M nachstehender, mit (50) gleichgebildeter Ausdruck: 


N — 


n—2 
a a varssır ar we 
2 


wo die Multiplikation auf sämmtliche Primzahlen p 
erstreckt werden muss. 

Diese Primzahlen können in drei Categorieen 
unterschieden werden: in die Primzahlen q,, welche in 
Sm4AR nicht enthalten sind, in die Primzahlen q,, aus denen 
m besteht, und in die Primzahlen qg, aus welchen 8/R zu- 
sammengesetzt ist. Ist nun 

1) p eine in 8mAR also auch in der Determinante von 
ß(y.) nicht aufgehende Primzahl q,, so folgt nach nr. 8 des 
achten Capitels 

wenn n gerade also n — 1 ungerade ist, 


[4 
E (9) le 
wenn aber n ungerade also n — 1 gerade ist, 


n—1 —1 


b Pate n2 4? 1 
E(q)= (Biete) - 


Yn 





wofür man auch, da 

BER 0R  a 007 I 
I=o"'d 
ıst, 
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n--1 —1 


p EN 1 


2 











1 
schreiben darf. Man findet somit ım ersteren Falle das 
auf alle Primzahlen der ersten Categorie erstreckte Produkt 


II E (4) 2 l, 
! ; 
, Fre Warm AaR\Tıt 

IrW-2 (ee) =e 

h 2 
wenn die Summation nach h auf alle positive zu Sm4dR? 

prime Zahlen erstreckt wird. 

Ist 2) p eine der Primzahlen 9,, so hat ein Hauptrepräsen- 


tant des zu Iyr reciproken Geschlechts (mod. 9‘) — und man 
darf ß(y,) als solehen annehmen — die Gestalt 


By)=ßf ty? ++ BR TIyrT9?) (mod. 9‘). 
Hieraus folgt 


0) BB'B"- rd —=(T,)? 4° (mod. q,) 


2 


im zweiten Falle 











Da aber die Form b(y,;) mit der Determinante d„_2:m eigent- 
lich darstellbar ist durch das Geschlecht ©, dessen letzte In- 
variante o, ist, muss für ihre Reeiproke (vgl. (44) des vorigen 
Capitels) 


— 0: Be) 
ein quadratischer Rest (mod. m) also auch (mod. g,) und folg- 
lich auch 

ERBE 0,ß 

a 


sein. Zusammen mit (80) folgt hieraus für ein gerades n: 


er 


Der Formel (49) des achten Capitels gemäss findet sich 
demnach 





pls] = 2 QUD;; 


hier ist für ein gerades n 
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n 


1 —nD?arR\ ı 
R (! er u) ; 1 7 (Ser) n—2 


zu setzen und somit 











ra 


’ 1 I myR EL 
E()=+ +‘ ) — 1; 








Ga 
2 





dagegen ist für ein ungerades n 


a—=1, ltr 


‚ 1 
E'() re, 


Je nach diesen beiden Fällen wird daher 


also 


n 


1 1 ARE 
Hr@-4 11) 


oder 
5 1 
J I E (93) 


Sei endlich 3) p einer der Primfaktoren g von 8AR. Da 
die Repräsentanten (55) des Geschlechts @ der (mod. 84.R) 
charakteristischen Form @ congruent vorausgesetzt sind, darf 
man sie auch als Hauptrepräsentanten nach einer beliebig hohen 
Potenz g’ annehmen, gleichviel also, ob g=2 oder eine un- 
gerade Primzahl ist, 


e 0 0 Be 
Ra U BT) 
(81) [= 0) (0 ge tong” ... (0 





(40 0) EUR get ton R ar —2) 
(mod. 4%) 
setzen, wo « dieselbe Zahl bedeutet, wie bisher. Daraus folgt 
für die Reciproke f die Congruenz 
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Br—» get ten —1 0 (are. 0} 0 
0 pr 2 get ten 2 (at) 0) 
0 0 2 B’ ger 0) 
9) 0) 02:20 ß 


(mod. g!=®n—2), 


in welcher die Zahlen ß, ß’,---, wie in nr. 16 des sechsten Ca- 
pitels zu bestimmen sind. Setzt man nun in f die erste Ver- 
änderliche gleich Null, so entsteht eine Form mit n — 1 Ver- 
änderlichen, welche eigentlich durch sie dargestellt wird; die 
Determinante dieser Form findet sich ohne Schwierigkeit gleich 
d„—2 -4,,, wenn qa,, den ersten Coefficienten von f und d,_» 
dasselbe für die Form f bezeichnet, was d„_> für die Form f; 
da a,, ohne gemeinsamen Theiler mit 87/R also auch ohne 
gemeinsamen Theiler mit der doppelt genommenen Determi- 
nante von f ist, muss jene Form mit » — 1 Veränderlichen 
primitiv sein und ist somit ein Repräsentant b(y,) des Ge- 
schlechts I(y. Nun findet man aber mit Rücksicht auf die 
Bestimmung der Zahlen ß,-ß’, -- - für die Reciproke der Form 


Bee get ton, (Maas: 0) 
AD 0 0... B’gei 0 
0 00 B 


(mod. q’=?n—2) 
folgende Congruenz, in welcher t’ <1t: 
«0 De 
a)=«: 5 ? kr an 5 R (mod. gt =), 
0.0 Ö-.- get ten —ı ar —D 


Schreibt man demnach statt der Congruenz (81) 
die folgende: 


; 1 ‚ 
fi.) = au + q9 —f®(@,) (mod. q'), 
so stellt f'’(x,) einen Hauptrest des zu Im reciproken 


Geschlechts (mod. g’ =") dar. 
Auf Grund der Formeln (41) und (49) BE (55) und 


Bachmann, Zahlentheorie. IV, 1. 
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(59) des achten Capitels überzeugt man sich nun, dass für 
alle in 87/R aufgehenden Primzahlen qg, ob sie gerade oder 
ungerade sind, die Gleichheit 


flal = 4, f® [a] 
erfüllt ist, wenn A, die in nr. 9 angegebene Bedeutung be- 
wahrt. Daraus aber findet man, 
wenn n gerade ist, 


E'(q) rg A, r E(g), 

wenn n ungerade ist, 
A, 2 
E()= RER, 


n—1 


2 
Dem entsprechend ist für ein gerades n 


IlE© -[]A4 E(q), 


für ein ungerades n 


IlE®= en 


(St 





Die Einsetzung der Werthe von «,_ı und 8, und 
die Zusammenfassung der erhaltenen hesultate führt 
endlich zu dem Ergebnisse, das folgt: 

Ist n gerade, so wird 

EL. RELIHRG Br 


M-4-4)" 5 V@-] [420° IT. 


wo q dieselbe Bedeutung hat wie in der Formel (77) und f | 
zur Abkürzung steht für das über die Primfaktoren ‘von m 
erstreckte Produkt 





N 


—D?AaRN\ 1 
1el: 1+( » = n—2 |? 
» 2 
folglich 


lim.s—2.(2) ° 


y 2 








ee er I] 42 


Ar ODE ; 
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Durch Vergleichung mit der Formel (77) ergiebt sich 
demnach, wenn man zur Vereinfachung berücksichtigt, dass 


n 
n—?2 er 
nn Ferne 


N 





&n1-2:.8-..77 


ist, folgender Ausdruck für M: 


n—4 BB — 9 
Bo 9 V8% : DM ISART Ss, II: 
BUT (9) 





n 


er _—_ 
- Jim. 02 ker ID) 
Nun ist 
Il Ez®@=-2&:] [20 :[] Eo, 


wenn wieder ö die Primfaktoren von /, r diejenigen von R 
durchläuft, und da AR prim ist zu 27, findet man 
n —] 

CN" 4 


n 
1 
D 23 


E)—|1—( 


also 
zes: 


IIeo= Er EEE 
Scnam)ı 


h 
h? 





Se 


wo die Summation nach m über alle zu 2/7, die nach A über 
Hier- 


alle zu 24 R? prime positive Zahlen zu erstrecken ist. 


nach ergiebt sich endlich: 
n—4 B,B,.--B,_s 
-.ya.2@) | |2@ 


N 





Sa. 
et] u, 
m? 


(82) 


AlZ 
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wenn 





N 
($AR), 1 > 1a M 
,„ a2tttr.g | G;3 Wo Ve 
5 h? 


(83) R 
1 (— 1)? ARTE 
2 


gesetzt wird. 
Ist aber n ungerade, so wird 


Lee: n—2 
m? > : 


M— (5) Nr ne yo @AR),_ 




















q hat wieder dieselbe Bedeutung wie in der Formel (77) und 
zur Abkürzung steht >; für die auf alle positive zu 8m 4 R? 


prime Zahlen h bezogene Summe 


n—1 


B> = 152 = A 
h n—1 
2 


h 








Hiernach ergiebt sich 











eE B, RB; en: PB: IT4,%@ 
Dee A,E@ 
lim. S—. (5) =. ER. GAR), 

e 2 


WISH) 


und nun durch Vergleichung mit (77) und mit Rücksicht auf 
die Beziehung 


n—l1 











und wenn man endlich beachtet, dass in diesem Falle E(r) = 1 
ist, folgende Gleichung für M: 
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nGBEBN ER 
2 


n—1 


——-r:VRE@Q)[|EO Mo, 


2 








ey) M=(5) 





wenn man 














1 SARNEBAR) IE US M 
9et+d+tr (SIR), N 
\ .. m 
um. 2, mite > ( h 2) n—i 


setzt. 

12. Vergleicht man diese für gerade und ungerade n er- 
haltenen Formeln nun mit den behaupteten Formeln (51a) 
und (5lb), so kommt, wie man sogleich sieht, der 
Nachweis für die Giltigkeit der letzteren auf den 
anderen hinaus, zu zeigen, dass in beiden Fällen die 
mit M, bezeichnete Grösse gleich 1 ist. Um dies noch 
zu leisten, wobei man sich nach dem für ternäre und qua- 
ternäre Formen schon Bewiesenen auf Werthe von n > 4 be- 
schränken kann, bemerke man vor allem, dass den Formeln 
(82) und (84) zufolge der Werth von M, von der Wahl der 
Zahl R ganz unabhängig sein muss. Diese bisher nur inso- 
fern, als sie gegen 27 prim sein sollte, bestimmte Zahl R 
wähle man jetzt in der Weise, dass in 8/R alle Primzahlen 
auftreten, welche kleiner sind als eine beliebig grosse ganze 
Zahl g+ 1. Die Zahlen m, welche prim sind gegen SIR 
und ihre Primfaktoren p, ebenso die Zahlen A, welche prim 
sind gegen 24R? resp. gegen 8m AR’, sind dann, abgesehen 
von der Einheit, jedenfalls grösser als 9, Demnach liegt zu- 
nächst die Summe 


N (= ee 1 
a ala 
h? 
zwischen den Grenzen 
ne. 2 2 
+2” (g+2%° 
d.h. mit Rücksicht auf die Integralformeln 
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‚9+k 
est 
(g+M)? N 


zwischen den Grenzen 1+ y,„ 
es 


Zweitens liegt das Produkt 


+ 


Pp 





zwischen den Grenzen 


MWıs)ttTeiıner 























Dr +)? +’ 
und IIG — a da nun 
po: 
alleine vH ee 
Fe) len ) 
2 


jedenfalls kleiner ist als 


1 4 














Te Te 
g+2° +2 ° 
so ıst 
1 1 
Pi, 1 i ur 
ir vr I ——— a Hg 





WERE. - 
a LT 


und somit liegt das betrachtete Produkt zwischen 1+Y, 
24 
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Da ferner 


gesetzt werden darf, wenn p alle nicht in 8/R aufgehenden 
Primzahlen bedeutet, findet es sich aus derselben Betrachtung 
zwischen 1 und 1 -+ y„_ı enthalten. Endlich hat man noch 
nach bekannter Formel“) 


x .(&4JR) 
es o De ie Sa 


denn die Zahlen m, auf welche sich die Summation bezieht, 
sind alle zu 8/R prime positive Zahlen, welche die durch 
die 2-+-d + r Symbole (52) vorgeschriebenen quadratischen 
Charaktere haben, d. h. sie sind die Individuen von 


_84R: &4R, 
BAR) rn 








1 
92+d+r 
arıthmetischen Progressionen von der Form Be + my, für 


deren jede einzelne die Summe den Grenzwerth >— on hat. 


Durch alles dies schliesst man aus der Gleichung (83) 
folgende zwei Ungleichheiten: 


Sn”, 


it), M>1y 


Da nun mit wachsendem g die Grössen y sämmtlich gegen 
Null convergiren, so convergiren die Grenzen, zwischen denen 
M, enthalten bleibt, ersichtlich gegen Eins und somit kann 
auch M, nur ch 1 sein. Auf solche Weise ist nun die 
Formel (5la) vollkommen erwiesen. Durch ganz entsprechende 
Betrachtung aber schliesst man aus der für ein ungerades » 
in Frage kommenden Gleichung (85) denselben Werth 1 für 
M, und also auch die Allgemeingiltigkeit der Formel (51b). 

135. St. Smith hat in seiner Arbeit On the Orders and 
Genera of Quadratic Forms containing more than three Inde- 
terminates (Proceedings of the R. Society 16 auf 8. 2053) für 


*) Vgl. Analyt. Zahlenth. S. 83 Formel (21). 
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das Maass eines Geschlechts von Formen mit » Veränderlichen 
die nachstehenden Formeln aufgestellt: 
Wenn n gerade ist, n= 2»: 


e) M=4-]]r@: 8: v2. I) 


I. 
I h? 
wo 


1) een (— 1)? - 0,05 u. On 


gesetzt ist und die Summe sich über alle positive zu 2D prime 
Zahlen bezieht; d ist jeder ungerade Primfaktor von 4; 
Wenn n ungerade ist, n=2v-1: 


(87) M=&:[ | x :-8.-V8. 


Gemäss der diesen Formeln hinzugefügten Erklärung der 
Zeichen überzeugt man sich unschwer, dass dieselben für den 
Fall ungerader Formen mit ungerader Determinante resp. mit 
den obigen Gleichungen (Bla), (lb) völlig übereinkommen. 
Der Erklärung entsprechend ist nämlich zuerst 

wenn n gerade ist, 











1 1 1 
BB= BB. :—Ba-a, 
2 
wenn n ungerade ist, 
1 1 ie 
re we ar 
2 
Br u: 
SE n—|1 
2 


Ferner ist für ein ungerades n 
x(d) = Ela); 
zur Uebereinstimmung der Formel (87) mit (ölb) ist also 


erforderlich, dass &%, =2E(2) d.i. nach nr. 9 des achten 
Capitels 


(88) ==? +0) 








ist. 
Für ein gerades » wäre dagegen 


1(d) = E(d) 
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zu setzen, falls d Primfaktor von D; ist aber d ein Primfaktor 
d’ von 4, der nicht in D aufgeht, so wäre 


x) = EA) (1 (7) 5) 


Nun ist, da (— 1214 : D eine Quadratzahl, 


n 


2 EP ee er 


h? dr: m 





wenn letztere Summation auf alle zu 27 prime positive Zahlen 
m bezogen wird; zur Uebereinstimmung der Formeln (86), 
(5la) ist mithin wieder erforderlich, dass 





1 
in = 2E(2, > © 
d.h. wnn e=-J]1, 
(89a) ea) 
PLZ 
wenn e=—J], 
(89b) et 


Diese Werthe stimmen aber mit den von Stephen Smith 
angegebenen vollkommen überein. Es genüge, dies für die 
Formel (88) zu erweisen. Nach (52) des siebenten Capitels 
ist 


RR nu | al 


wo 

er ee DE T 
v gerade oder ungerade ist, jenachdlem =] oder — 1 
(mod. 4), und 


1 


ZADAR D+Z@-YDELN+-- 
+7 (a — Dh +1) 


ist. Zunächst ist einfach zu erkennen, dass letztere Zahl mit 
der anderen 
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0) = — Va +) +1 — 10% +1) 
ar (0,0, eur) 


(mod. 2) congruent ist. Setzt man folglich 
En =. (— 1er Par DPD; 
so wird, falls n=44 +1 also 


n n 
4-2 [31-24 
ist, d = (— 1)?:, also 
n—1 
ale net 
2 
falls aber n=44 +3 also 
W N 
3-3 al 2+1 
und e= (— 1)’t! also + 1 oder — 1 ist, jenachdem 
A4=—1 oder +1 (mod. 4), 





so ist je nach diesen beiden Fällen 
— (— 1), oder d= (— 1j!T!,; 
versteht man also mit Smith unter dem Zeichen D das Pro- 


dukt 


D= (— 5 DE DB lrrle "na[#]+41? 
2 


sodass 4 = (— y3 - D. Q? gesetzt werden kann, so findet 
sich in beiden Fällen 


also 





Das sind aber die für ein ungerades n von Smith für &, vor- 
geschriebenen Werthe, und ebenso bestätigen sich die für ein 
gerades n von ihm aufgestellten: 
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Ele n — 47: 
En FT 





(2° "4 (— 1)26,) oder 1, 
—— 


2 
fallsn=44 +2: 


AZ ent + (— 1)%s,) oder 1, 
PL 
je nachdem das dann geltende D=1 oder — 1 (mod. 4). — 
14. Um die bewiesenen Formeln anzuwenden, betrachte 
man zuerst dasjenige Geschlecht von Formen b(y,) mit fünf 
Veränderlichen, welches, wenn b ungerade ist, die Ordnung 


EA 
| En 
hat und für alle ö# Primfaktoren q von b die Bedingung 
b —1 
nz 
erfüllt. Die Formel (5lb) giebt dann für das Maass M des- 
selben den Ausdruck 


2 B, 
M—=--772-V2:E() J IE. 
Nun ist 
2-4, B=-7,B-, 
ferner findet sich 


E9=3(449) 
20 4(+7)2) 
= (— 1)!7% . (— 1909, 


wo 6, der Formel (90) gemäss zu bestimmen, hier also gleich 
Null, während 


[IE -W)-63 


3 


endlich ist 





ist, also wird 
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Demnach kommt 
1 el b? er) 
een Euer! 
Da nun, wenn A die Anzahl der eigentlichen Dar- 
stellungen der Zahl b als Summe von sechs Quadraten 


A 
Dezeichnel, Sr I re 
2°.-1-2-3-4-.5-6 


selbe Maass aber auch durch 2°. M ausgedrückt werden kann, 
findet sich für A der Ausdruck 


—1ı 1 
a) ICH) 
Hieraus aber erhält man durch ganz dieselben Betrachtungen 
wie bei der Darstellung durch vier Quadrate für die Anzahl 
sämmtlicher (eigentlichen und uneigentlichen) Darstellungen 

der Zahl db als Summe von sechs Quadraten den Werth 


a) | [a* Ha 
Ile* a er > 


wenn man mit q,, 9, die Primfaktoren von b bezeichnet, die 
resp. von der Form 4x +1, 4x3 sind und 


b —= OA Go" DR 

voraussetzt. Diese Formel liefert offenbar folgenden schon 
von Eisenstein gegebenen Satz: Die Anzahl aller Dar- 
stellungen einer ungeraden Zahl 5b als Summe von 
sechs Quadraten ist, wenn b=1 (mod. 4), gleich dem 
12-fachen, wenn b=3 (mod.4), gleich dem — 20-fachen 
Unterschiede zwischen der Summe der Quadrate der- 
jenigen ihrer Faktoren, welche die Form 4x +1, und 
der Summe der Quadrate derjenigen, welche die Form 
44 +5 haben“). 

Betrachtet man ferner, indem man unter b eine ungerade 
/ahl versteht, welche aus ß Primfaktoren zusammengesetzt ist, 
das Geschlecht derjenigen Formen b(y,) der Ordnung 





das Maass derselben ist, dies 





*, Eisenstein, Neue Theoreme der höheren Arithmetik (gegen 
Ende der Abhandlung) im J. f. d.r. u. a. Math. von Crelle 35. 
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TRIER 1e0 
1 en A 


N 
5 a 7) 
ist, so findet man in gleicher Weise für sein Maass M den 
Ausdruck 


für welches 


I, 1 D? 8 +6 1 
ee Le); 
Da aber 
Ö — (— 1)!r% . (— 1)v:) .& und Ee = (— a 
v aber gerade oder ungerade ist, je nachdem b=1 oder — 1 
(mod. 4) ist, findet sich wegen der Beziehung 
6 , 
at 
EN I (=) -(7,) 
je nach den unterschiedenen Fällen 
221 
e<-+(7,) 
d. h. stets gleich 1 und somit 
1 De>9 ii 
ME (145): 


Daraus folgt, wenn A die Anzahl der eigentlichen 
Darstellungen von b als Summe von acht Quadraten, 
A 
sn re. 6.7.8 


4-16»: ] [1 +); 


und mit Hilfe dieses Ergebnisses wieder der allgemeinere Satz*): 
Die Anzahl aller Darstellungen einer ungeraden Zahl 
als Summe von acht Quadraten ist gleich der 16-fachen 
Summe der Kuben ihrer Faktoren. 

Handelt es sich jetzt um die Darstellungen einer ungeraden 
Zahl b als Summe von sieben Quadraten, so ist analog wie 
im Falle von fünf Quadraten zu bemerken, dass es nur eine 
einzige Classe, also auch nur ein einziges Geschlecht von 


also ihr Maass bezeichnet, 





*, S. ebendaselbst. 
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Formen der Ordnung 

1 a Bea a 1 

1 a be u E20 
giebt, als deren Repräsentant die Form 

tt tet tt m 

angesehen werden kann. Zur Bestimmung der Anzahl aller 
eigentlichen Darstellungen von b durch diese Form bedarf es 
des Maasses der zwei mit In und IXın bezeichneten Geschlechter 
von Formen b(y,) mit 6 Veränderlichen; das erste derselben 
von der Ordnung 


und den Charakteren ; 
re) 


ist stets vorhanden, das zweite jedoch, welches der Ordnung 


K:1 PlERIEER 

22 > | 
angehört, nur dann — was man durch ähnliche Betrachtungen 
zeigt wie in jenem Falle — wenn b= 17 (mod. 8) ist. 


Nach der Formel (5la) ergiebt sich aber 
1 = 1 —d\ 1 
Mo—=+BB,:»y.22)- | JEW 32) 


Hier wird, da 
ist, je nachdem » ungerade oder gerade d.i. b=3 oder 1 
(mod. 4) angenommen wird, nach der Formel (59) des achten 
Capitels 
für b=1 (mod. 4) 
1 
ERQ)=- 
für b=3 (mod. 4) 
il 
E)—+t(-+0), 
während 


EQ)=;5 
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gefunden wird. Somit kommt 


(91) My—= 2 EQ)- a ES Be: 


ı® m / m? 





Dagegen wird 
b? 1 
Mn—;B, B,: 2 EO] IE: 42, m u m>? 


wo nun, weil nach der en (69) des achten Capitels 


fl2] -2(1-z)(1 le ee! +()4) 


und b==7 (mod. 8) ist, 
2? 2\ 1 2 
E(2) ml E)e) zu 
gefunden wird. Man erhält folglich 


3 et biyb 1 (2 
(92) Mean = 55500 ' of m m / m®' 


Ist aber A die Anzahl der eigentlichen Darstel- 
lungen von b als Summe von sieben Quadraten, so ist, 

wenn b=1,3,5 (mod. 8) 

A=2°.1-.2.3-.4-5-.6-7-2? Mo 
wenn b=17 ei 8) 
A=2°.1:2:3:.4-:5:.6:7.2(My + Mm). 

Somit findet sich aus (91) und (92) 

wenn b=1,5 (mod. 8) 


ee 


wenn b=3 (mod. 8), in welchem Falle, wie im folgen- 
den 
5 [4 
= ma 7) =: 
1 M 
ist, 


4) 


wenn endlich b=17 (mod. 8), da 
1 37 


4458 
tn 


(933) A—592.5yb., I (2). 
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In diesen Formeln erstreckt sich die Summation mit Bezug 
auf m über alle positive zu 2b prime Zahlen m. — 

15. Die Formeln für das Maass eines Geschlechts weisen 
einen wesentlichen Unterschied darin auf, dass diejenigen für 
das Maass eines Geschlechts von Formen mit einer geraden 
Anzahl Veränderlichen die Summe 


n 


(94) De 


m 


zum Faktor haben, der im Falle einer ungeraden Anzahl 
von Veränderlichen fehlt. Dieser Unterschied überträgt sich, 
wie man sieht, auch auf die Anzahl der Darstellungen einer 
Zahl b durch eine Summe von Quadraten. Diejenigen 
Formeln, welche die letztere Anzahl für 4,.6, 8 Qua- 
drate ausdrücken, lassen einen innigen Zusammen- 
hang derselben mit der Summe der Theiler von b 
resp. ihrer Quadrate oder Kuben erkennen. Ganz anders 
verhalten sich die Formeln für die Anzahl der Darstellungen 
von b als Summe von 3, 5, 7 Quadraten, aber unter einander 
zeigen diese wieder einen analogen Charakter, insofern die 
Ausdrücke für jene Anzahl resp. die Summe 


8. De ee 

als Faktor enthalten. Aehnlich wie Dirichlet es für die 
erste dieser drei Summen gethan hat und wir gelegentlich der 
Anzahl der Darstellungen einer Zahl durch die Summe dreier 
Quadrate entwickelt haben, lassen sich auch die beiden anderen, 
allgemeiner die Summe (94) summiren und es zeigt sich, 
dass ihre Werthe in entsprechender Weise von den 
ganzen Zahlen abhangen, welche unterhalb gewisser 
Grenzen liegen und gewisse entgegengesetzte quadra- 
tische Charaktere haben. Um sich von diesem Umstande 
zu überzeugen, kann man sich der Formeln bedienen, welche 
Cauchy in der 12. Note zu seinem grossen memoire sur la 


theorie des nombres, in den mem. de l’Ac. des Sciences, Paris 
1840, t. 17 gegeben hat. 
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I. Nennt man nämlich P eine aus lauter verschiedenen 
Primfaktoren bestehende ungerade positive Zahl und h, % alle 
zu P primen Zahlen < P, für welche resp. 


(09) Eh Feriea 


ist, setzt 
Am — I, hm — DI 
h k 


oder auch, indem man, wie üblich, das Legendre’sche Symbol 


& —= () setzt, wenn s mit P einen gemeinsamen Theiler hat, 


P—1 
(97) 2 De (2) s", 


endlich 


(98) mie) 


die Summe auf sämmtliche zu P prime positive Zahlen s aus- 
gedehnt, so bestehen nach Cauchy folgende Gleichungen: 
1) wenn P=1 (mod. 4), für gerade m 











1 
( m+/([ m m(m — 1)(m — 2) 
„—2P (ea CE J, +: -- 
a“ m(m — 1) = ER en 
—— (ar) 


(99) für ungerade m 








1 
Br m+—/ m m(m — 1)(m — 2) 
ie (em ch a 


mm —1)--:4-3 
— y (erh 





TR | 


aus diesen beiden Formeln lassen sich dann die sämmtlichen 
Ausdrücke J,„ mit geradem Index »% berechnen und man findet 
insbesondere | 
wenn P=1 (mod. 4) 
2 


TC 
(100) ek A 


Bachmann, Zahlentheorie, IV, 1, 42 
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2) wenn P=3 es 4), für gerade m 








[ Lk m+7z[(1 m(m — 1) 
In Erg 2P ze; 37° BITTE J; EL 
ze m(m ne 4-8 a 
(101) für ungerade m 
Be. m-+ 1 m(m — 1) 
An —=—2P a — ae 
| 2E m(m — 1): ; er: ; 
(am)" 


aus diesen beiden Formeln lassen sich dann sämmtliche Aus- 
drücke J„ mit ungeradem Index m finden, z. B. ist, 
wenn P=3 (mod. 4) 


2° S 
100) = - 44, ha P-A) 


II. Dieselben Formeln (99), (101) finden aber auch statt, 
wenn h, k alle zu 2P prime Zahlen <4P bezeichnen, für 


welche resp. 
k—1 


ee en 


ist, und 


4P—1 a 
(104) RE es; 2 (ey (2) sm 


desgleichen 

s—1 

n- 1 
(105) DIN: 
— die Summe auf alle zu 2P prime positive Zahlen s aus- 
oedehnt — gesetzt wird; doch gelten alsdann die Formeln 
(99) und folglich auch (100) für P=3 (mod. 4), die Formeln 
(101) und olakıa auch (102) für P=1 (mod. 4). 

Dies ec setzen wir jetzt 


Da=l-1)P28, 
wo S? die grösste in 1 enthaltene Quadratzahl, P also eine Zahl 
ist, wie die Formeln von Oauchy sie voraussetzen. Jenachdem 


(— 1)2 P —=]1 oder 3 (mod. 4) 


WE 
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ist, setzen wir weiter 


0=-+1oderd= — 1; 
dann ist stets 


N 


(106) = we al u: ea) 


wenn $ positiv und prim gegen 2P ist. Ferner erhält man 








leicht die Beziehung 


ae; ae 
I m el 1 q ) n 
2 [ 


= 
m q 








(107) 


N 


ET En 
N s ) n? 


9 
s? 





wo links die Summation auf alle zu 27, rechts auf alle zu 
2P primen positiven Zahlen und die Multiplikation auf alle 
ungeraden Primzahlen ausgedehnt werden muss, welche in 5 
aber nicht in P aufgehen; besteht 7 aus lauter verschiedenen 
Primfaktoren, so fällt dieser Faktor weg. Endlich ist wegen (106) 


wenn (— 1) P=1 (mod. 4), 


0) ZEDı_yg: 


d. h., wie man leicht einsieht, gleich 
(109) (! er (>) e) 3:6 


wenn das Zeichen J„ in dem unter I bezeichneten Sinne, da- 
gegen, 
wenn (—1)?P=3 (mod. 4) ist, 


n 


a ZEHN Ze nt )i-r 


-— 2 
- 


s? 





wenn das Zeichen J,„ in dem unter II bezeichneten Sinne ge- 


nommen wird. 
42* 
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Die Beziehung (107) gestattet folglich, vermittelst der 
Cauchy’schen Formeln die Summe 
> (= DA) 1 
mat 


5) 
m 


p 


in allen Fällen zu finden. Denn, ist 


erstens (— 1)? P=1 (mod. 4), so ist entweder P=1 
(mod. 4) und r gerade, dann berechnet sich, wenn J„, Am 


im Sinne der Formeln (98), (97) genommen werden, J„ nach 


2 
den Formeln (99); 
oder es ist P==3 (mod. 4) und = ungerade, dann findet 
sich J„ aus den Formeln (101). Ist aber 


2 
n 


zweitens (— 1)? P=3 (mod. 4), so ist entweder P=1 
(mod. 4) und ungerade, dann berechnet sich — die Zeichen 


An, Im im Sinne der Formeln (104), (105) genommen — In 
3 


aus den Formeln (101); 
oder es ist P=3 (mod. 4) und - gerade, dann bestimmt 
sich J„ aus den Formeln (99). 


I 


16. Handelt es sich z.B. um die auf alle positive zu 2b 
prime Zahlen m bezogene Summe 


Da*4 
PAD: 
und betrachten wir der Einfachheit wegen nur den Fall, 
wo b aus lauter verschiedenen Primfaktoren besteht, 


so ist P mit b zu identifieiren. 
Ist dann zuerst b=1 (mod. 4), so kommt nach (109) 


b\s4 ar | 
I emule 
wo J, durch die Formel (100), 2, aber durch (97) zu be- 


stimmen d.h. 
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2 
4- m 26)° 
zu setzen ist; man findet also dann 
b—1 
DAS1 m” ZN“ Hfıs 
an) In) (! a =) | 2, 8 
Ist dagegen zweitens b=5 (mod. 4), so folgt aus (110) 


PAHFErR 


wo nun J, wieder durch die Formel (100), in dieser aber 4, 
dureh (104) zu bestimmen ist, man findet also dann 


ı—1 HR 

b 1 1? a Ss 9 

a) >.)- TE TR DI 3 (5)8. 
Handelt es sich andererseits um die Summe 


—b\ 1 
> u) m’? 
so ist, wenn zuerst b=3 (mod. 4), nach (109) 
Fi 1 
25 )a-l-G)5) 
wo J, durch die Formel (102), in dieser aber 4,, f, durch 
(97) zu bestimmen sind; man findet demnach 


Seelen: 
(112a) a u 
Fer) 
Ist dagegen zweitens b=1 (mod. 4), so folgt aus (110) 


R- 
DI zu 


wo für J, die Formel (102) und in dieser für 4,, 4, die 
Formel (104) anzuwenden ist, mithin wird 


ae 
m/ m? 96.30% 


(112b) 4b—1 Er 4b—1 1 
(Sen? (ge-w.Ic-1° (ge) 
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Von diesen Resultaten machen wir zunächst Gebrauch, 
um die Anzahl der sämmtlichen Darstellungen der 
Zahl b als Summe von fünf Quadraten unter end- 
licher Form zu erhalten. 


1) Sei zuerst b=1 (mod. 8). Die Formel (45b): 


80 . br & 1 
a a >> m} m? 


geht, wenn der Werth (11la), welcher der Summe jetzt zu- 
kommt, eingesetzt und die Gleichung >) — ] beachtet wird, 


in die folgende über: 
b—1 


(113) A, 60% we )st. 


Doch gelangt man zu einem einfacheren Ausdrucke, wenn man 


bedenkt, dass 
b—1 
>) = Dim Dr 
% h % 


ist. Wenn man nämlich mit h’, k’ diejenigen Zahlen h, k be- 


Ä Disk A 
zeichnet, die <— sind, und mit «, y ihre Anzahl, so kann 


3. Mm—=— dm + > (en) 


in die Form 


3. IR=— IR + I (en) +20 — 20) 
+ 3a? — 4b DW 


gesetzt werden, die vermöge der Bemerkung, dass wegen 


ae 
Dem + 0-20 = Dr 


ist, vereinfacht 


3. DR — 3a? — 4 DW 


giebt; ebenso kommt 


3. DR —3yb — 4b Di. 


Nun ist die Anzahl der h gleich derjenigen der k und wegen 
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a) == >) auch die der h’ gleich derjenigen der %k’ d.h. 


«= y. Man findet mithin sogleich 


(Ir -Ir)-0(Ir Nr) 


und daraus 
(114) 4—=— 830. > (Es, (<2): 


2) Ist zweitens b=5 (mod. 8), so findet man, da jetzt 
) —= — 1 ist, ganz entsprechend auf Grund der Formel (45e) 


(115) 4; — 140. = (2), 


und für dieselbe Anzahl mittels gleicher Betrachtungen wie 
zuvor den andern Ausdruck 


U) 4-12. la) <a) 





ARE 
Ist 3) b= 3,7 (mod. 8) also. (*) = — (#), so folgt 
auf Grund der Formeln (45a) und (111b) 
4b—1 ae 
k ER 
(117) As,1 = e ee 1) 2 (4) S= 


Diese Summe nimmt zunächst, wenn man sie in zwei zerlegt, 
welche von 1 bis 2b ‘und von 2b bis 45 reichen, und in der 
ersten s durch 2b — s, in der zweiten s durch 2b + s ersetzt, 
die Gestalt an: 


3-97 Gerd 17 (et 


2b s—1 
oder, da I(— 1) ® (£) — 0 ist, diese andere: 
1 


2b s—1 
—Za.l S 
EA 
1 
Wird aber letztere Summe wieder in zwei andere zerlegt, 
welche von 1 bis b und von b bis 2b reichen, und man setzt 
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in der ersteren s=b — 2t, in der zweiten s=b-+- 2t, so- 


dass dann £ von 1 bis &| reicht, so verwandelt sich der Aus- 


druck in folgenden 


ED I 2 
+26) 2-VG)0+20° 


2 t 
18.) 2- Da) 
Demnach erhält man neben (117) noch folgende Formeln, ın- 
dem man die Fälleb=3, b=T7 (mod. 8) trennt: 


(4 = % DE (e<3), 
IA, — +80. DI 1 (2)t " 


Diese und noch andere Ausdrücke für die Anzahl der 
Darstellungen einer Zahl als Summe von fünf Quadraten sind 
bereits von Eisenstein*) gegeben worden. Vgl. dazu Smith 
sur la repres. des nombres par une somme de cing carres, so- 
wie auch seine oben angeführte Abh. in den Proceedings 1867 
S. 207, wo noch allgemeinere Fälle berücksichtigt sind. 

17. An derselben Stelle hat Eisenstein auch für die 
Anzahl der Darstellungen einer Zahl als Summe von 
sieben Quadraten analoge endliche Formeln mitgetheilt, 
die sich mittels unserer obigen Resultate bestätigen lassen. 
(S. auch Smith an der letzt-angeführten Stelle.) 

1) Nach (93°) ist, wenn zuerst b=717 (mod. 8) ist, 


I 592 D’» SE 2) 1 
N m / m? 


*, Eisenstein, note sur la representation d’un nombre par la 
somme de 5 carres, im Journ. f.d.r. u. a. Math. 35 8. 368. — Die 
Formeln (115) und (115) lassen den beachtenswerthen Umstand 
erkennen, dass, wenn b=1 (mod. 4) ist, 


Dym EN k2 


sein muss. Für den Fall einer Primzahl b findet sich dieser Satz be- 
reits ausgesprochen von Dirichlet, J. f.d.r. u. a. Math. 18 8. 270. 
Aehnliche Sätze folgen aus den Formeln der nächsten nr. 


(118) 
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Bildet man die Summe nach (112a) und berücksichtigt, dass 


) — 1 ist, so kommt 


u) eier) 


Wenn nun %, %’ diejenigen Zahlen h, k sind, welche < = 


sind, und «, y ihre Anzahl, so kann man setzen 


7 DR — PN + Den) 
- Dir + Dany + Des — 207° 
d. i. gleich 


BRD on Do 2r) 
+ 35 I/(b — 2%)? + 35° > — 2%) + yP°, 
oder, weil die 2h’ die geraden, die b— 2%’ die ungeraden 


Zahlen h, zusammen also die 2h’ und b— 2%’ die sämmt- 
lichen % ausmachen, einfacher 


DR = 1yb — 188 DW +.120 Dr. 


Ebenso kommt 


TD®— Tab? — 18% DW + 12 D’n° 


DE) = 7% — + 188 (Din — Dr) 
al DR DR). 


Andererseits kommt ebensowohl 


Dn=D>W +D6—-)=yb+ DW — Dh 


als auch 
Din = D2W + De —- 20) +2(D>W — Dr) 
mithin 
DW Dr —0 


> ED, > —Aub 
18. D()s— T0%y — eo). 


also 


und 
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Auf Grund dieser Ergebnisse findet man 


ne 


oder einfacher B> 
(120) A, 1637 DO Jede 
2) Wenn zweitens b=3 (mod. 8) also & ——1, 
so erhält man zunächst nach (93°) und (112a) 
b—1 b—1 
dere): 
Setzt man hier 


DE — In + Den), 


so folgt nach einer analogen Umformung 


I Dm— DI + DE + Tyb° — 188: DE + 120 DE 


ebenso 


IDEP— DIE + DT + Tab — 180 D'n + 128 Din? 


also 


> m — dr) = Up — a)b? + 1882 ( DW — DR) 
— 125 ( "2 — Dr2), 
Andererseits ist 


Dn=D>r + De -M=rb + DW — Dr 
D>’% = II In 
also 
> — Dr) = 9 — 08 + 1802 DW — Dr). 


Mithin ergiebt sich nach (121) 


Be 2» (2« — )# — 12 (5) ) 


oder einfacher 


(122) 4, — 8:52 IE) 2 DE) ), (se 


3) Sei endlich b=1 (mod. 4), so ist nach (93%) 
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448 b’? A | 
TT Mm m“ 


d.h. nach (112b) 


1-39 (er 297 Ge) 


Die Summe 





S-y7)e 


kann aber zunächst durch Zerlegung folgendermassen ge- 
schrieben werden: 
25—1 


2\ °C) 9 (20 + 9% 


230° en (in 


Ebenso kommt 
4b — 25—1 


Dir (9: --2 99° 7)s 


Zerlegt man ferner das Intervall von 1 bis 2° — 1 in 
seine beiden Hälften, so erhält man mittels einfacher Um- 
formungen endlich 


d s—1 
4A—=283:.%(-1)° (2)s@ - >). 
1 
Setzt man aber in dieser, den beiden Fällend=1,b=5 


(mod. 8) gemeinsamen Formel s—b — 2t, so geht sie in die 
Gestalt 


A, = 28: > : Be br 3 (0° a 4), ( = =) 


über und man findet somit 
wenn b=1 (mod.8), 


13) 4—38-D- 1: (4) (#® — 4%) 
wenn aber b=5 (mod. 8) ist, (t =) 
a _ 98.>’-1%.(2)@— 49) 
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Die gefundenen Formeln stimmen mit den Eisenstein’schen 
überein. — 

Der Erfolg der Methode, welche zur Aufsuchung der An- 
zahl aller Darstellungen einer Zahl als Summe von Quadraten 
angewandt worden ist, beruht wesentlich auf dem Umstande, 
dass, so lange n< 8, nur eine einzige Ülasse folglich auch 
nur ein einziges Geschlecht der Ordnung, zu welcher die 
Quadratsumme gehört, vorhanden ist. Für eine grössere An- 
zahl von Unbestimmten hört dieser Umstand auf (siehe darüber 
den dritten Abschnitt), und es würde daher weiterer Mittel 
bedürfen, jene Anzahl zu ermitteln. Ausser einem speciellen 
Satze über die Anzahl der Darstellungen einer Zahl als Summe 
von zehn Quadraten, welchen Eisenstein (an der citirten 
Stelle) noch anführt, haben sonst die in dieser Richtung an- 
gestellten Untersuchungen bisher kein weiteres Ergebniss auf- 
zuweisen”). Sonach können wir unsere Darstellung derselben 
hiermit beschliessen. — 





*, Allerdings hat Liouville in seinem Journale ser. 2 t.5 p. 143 
sowie t. 9 p. 296 über die Anzahl Darstellungen einer Zahl als Summe 
von 12, und t. 11 über die Anzahl der Darstellungen einer Zahl als 
Summe von 11 Quadraten Sätze mitgetheilt, doch ist bisher von ihnen 
kein rechter Beweis gegeben. 


Berichtigungen. 


Seite 37 Zeile 2 und 3 v. u. lies ps” statt p”s und ps’ statt p’s. 

125 letzte Zeile lies M” statt M’. 

155 Zeile 11 lies wenigstens m — 2 statt m — 2. 

160 letzte Zeile desgleichen. 

186 Zeile 10 lies 2 statt o. 

205 „ 8 v. u. lies Form statt Formel. 

Bis... 5 3:lies statt 2’: 

227 „ 16 lies aM statt M. 

228 ,„ 13 lies keine A, B entsprechenden ganzzahligen Auf- 
lösungen. 

258 Zeile 15 v. u. lies 1, 3, 5 statt 1, 5. 

259, ı7Tlıes 1, 3, 5 statt»1 oder 6. 

293 ist zwischen Zeile 11 und 12 eine Reihe von Punkten zu 
denken. 

354 letzte Zeile lies 193 statt 192. 

370 Zeile 12 lies d = 0 statt d = 0. 

378 ist die Voraussetzung unerwähnt geblieben, dass die Deter- 
minanten von F, F} nicht Null sind. 


445 Zeile 12 v..u, bes 1,2,... X statt 12... 


A alien pr a9 statt. pi nm 192, 
Mm 
se 26 lies (— 1y2 statt‘ (— 1)", 
550 Formel (68) ist die rechte Seite zu verdoppeln. 
N 


N 


| er n 
551 „ (69) ist der erste Faktor 2° , nicht 2°. 
„ 588 Zeile 6 lies zu statt zn. 

290: ,." 9W. u. lies he (&o) statt f„@o): 

616 ,„ 2 lies qua- statt qna-. 


BB ..6,lies att 


d t 2 
m?t+?e R m?t+20 r 
640 Absatz 3) ist zu berichtigen, wie folgt. Jeder Repräsentant 
des Geschlechts @, durch den m darstellbar ist, kann durch einen äqui- 
valenten Hauptrepräsentanten f mit dem ersten Coeflicienten a,,;, = m 
ersetzt werden; für diesen besteht die Congruenz (81), wo « dieselbe 
Zahl bedeutet, wie bisher m. — Alles weitere bleibt ungeändert. 





SP 1 
N ee DB IE a a 9 Fe 


a 
Yy 


r 


ei Ir 


... 





Im gleichen Verlag erschien von demselben Verfasser: 


Bachmann, Paul, Zahlentheorie. Versuch einer Gesammtdarstellung 
dieser Wissenschaft in ihren Haupttheilen. In 6 Theilen. I. Theil: 
die Elemente der Zahlentheorie [XII u. 264 S.] gr. 8. 
1892. geh. n. M. 6.40. 


Es kann wohl nur ein willkommenes Unternehmen genannt werden, eine Gesamtdar- 
stellung des heutigen Standes der Zahlentheorie zu versuchen. Der Verfasser beabsichtigt 
nicht, ein Kompendium der Zahlentheorie zu schreiben, vielmehr, in einer Reihe von 
Einzeldarstellungen Bilder der einzelnen Hauptgebiete derselben zu entwerfen, welche von den 
hauptsächlichsten Forschungen, durch welche sie gewonnen worden sind, Kenntnis zu geben 
bestimmt sind. 

Das gegenwärtige Werk hat die Elemente der Zahlentheorie zu seinem Gegen- 
stande. Unter diesem Namen darf man jetzt füglich wohl alles das zusammenfassen, was 
Gaufs in den ersten fünf Abschnitten seiner Disquisitiones arithmeticae behandelt hat, soweit 
es nicht das Gebiet der binären quadratischen Formen überschreitet. Von der Darstellung 
bleibt alles, was mit der Verteilung der Formen in Geschlechter zusammenhängt, ausgeschlossen, 
weil der Hauptsatz dieser Theorie sichnicht aus jenem elementaren Gebiete ableiten läfst. 

Näheres siehe Teubners Mitteilungen 1892 Nr. 3, S. 74. 


II. Theil: die analytische Zahlentheorie. 
PESltln A94,8.]; gr: 8., 1894. geh. . n. M. 12.— 


In diesem Werke sucht der Verfasser von denjenigen zahlentheoretischen Forschungen, 
welche auf analytische Methoden begründet sind, ein übersichtliches Bild zu entwerfen. 

Das Werk beschränkt sich auf Fragen der reellen Zahlentheorie, welche die haupt- 
sächlichsten zahlentheoretischen Funktionen oder die Theorie der binären quadratischen Formen 
betreffen, und schliefst alle Anwendungen der Theorie der elliptischen Funktionen auf Zahlen- 
theorie, denen ein späteres Werk gewidmet werden soll, vollständig aus. 

Näheres siehe Teubners Mitteilungen 1894 Nr. 1, S. 5. 


Ill. Theil: die Lehre von der Kreistheilung 
und ihre Beziehungen zur Zahlentheorie. Akademische Vorlesungen. 
‚Mit Holzschnitten im Text und 1 lithogr. Tafel. [XII u. 300 S.] 
0708...1872. » geh. n. M. T.— 


Voranzeige siehe Teubners Mitteilungen 1872 Nr. 1, S. 11. 
Vorlesungen über die Natur der Irrationalzahlen. 
Den 151 8. gr. 8. 1892. geh: n. M. 4.— 


Nachdem in dem vorliegenden Werke die Irrationalzahlen, im wesentlichen im An- 
schlufs an Heines Gesichtspunkte, begrifflich festgestellt sind, wobei eine grölsere Anschau- 
lichkeit erreicht sein dürfte durch Einführung des Begriffes „zweier gegen einander konvergierender 
Wertreihen“, werden von den algebraischen Zahlen einige Fundamentalsätze hergeleitet, 
welche auf ihre allgemeinste Definition sich beziehen. Nach dem Grade der Gleichung, durch 
welche sie bestimmt werden, unterscheiden sie sich in quadratische, kubische Irrationellen u. 2. f., 
und es fragt sich, welche rein arithmetischen Kennzeichen dieser algebraischen Einteilung 
adäquat sind. Hier wird nun zunächst das arithmetische Kennzeichen der quadratischen 
Irrationellen nach Lagrangeschen Gesichtspunkten hergeleitet, nachdem zuvor die elementare 
Grundlage der Herleitung, die Theorie der Kettenbrüche, mittels eines Algorithmus entwickelt 
worden, von welchem der Jacobische Kettenbruchalgorithmus nur eine einfache Verallgemeinerung 
ist. Dann folgt Liouvilles Nachweis von dem Vorhandensein nicht algebraischer Irrationellen 
und eine kurze Übersicht der Arbeiten, durch welche Lambert, Legendre und Liouville über 
die Natur der Zahlen e und zz Licht zu verbreiten versucht haben. Ausführlich werden 
dann die Hermiteschen Arbeiten über die Zahl e in ihrem Zusammenhange dargestellt, 
und darauf ein Teil der Lindemannschen Untersuchung über die Ludolphsche Zahl gegeben, 
soweit es erforderlich ist, um von ihr eine genügende Vorstellung zu bilden; statt sie im 
ganzen zu entwickeln, zieht Verf. es vor, den Nachweis für die 'Transscendenz der Zahl z 
auf dem einfacheren Wege zu erbringen, welchen Weierstrafs uns gelehrt hat. Eine letzte 
Vorlesung giebt Kenntnis von den Kettenbruchalgorithmen von Jacobi und von den wenigen, noch 
unzureichenden Resultaten, zu denen der Versuch, ein Kennzeichen, ähnlich dem für die 
quadratischen Irrationellen gefundenen, auch für die kubischen zu ermitteln, bisher geführt hat, 

Näheres siehe Teubners Mitteilungen 1892 Nr. 2, 8. 46. 




















Verlur von B. 6. Teubner in Leipzig. 


RENTE 


Kronecker, Leopold, Vorlesungen über Mathematik. In 4 Bän nr \ 
III. Band: Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben I 
von K. Hensel. gr. 8. geh. In Vorbereitung.] RER 


Legendre, Adrien-Marie, Zahlentheorie. Nach der dritten Ausgabe je 
ins Deutsche übertragen von H. Maser. 2 Bände. Zweite, wohlfele 
Ausgabe. [I. Band: XVII u. 442 S., II. Band: XII u. 453 B.isigr: Bi 58 


1893. Geh. n. M.12.— 
Einzeln: jeder Band n. M 6.— 


Minkowski, Dr. Hermann, o. Professor der Mathematik an der Uni- 
versität zu Königsberg O,/Pr., Geometrie der Zahlen. In 2.Liefe- . 
rungen. I. Lieferung. [240 8.] gr. 8. 1896. geh. n. M 8.— 


Die in diesem Buche mitgeteilten Untersuchungen berühren grundlegende Fragen der 
mathematischen Wissenschaft. Sie bringen einige allgemeine und sehr fruchtbare Prinzipien 
über die Annäherung an beliebige Gröfsen mittelst der Reihe der ganzen Zahlen. Ich bin zu 
meinen Sätzen durch räumliche Anschauung gekommen (über ihre Vorgeschichte s. die Mit- 
teilungen von B. G. Teubner, 1895 S. 7). Weil aber die Beschränkung auf eine Mannigfaltigkeit 
von drei Dimensionen unthunlich erschien, so habe ich die Darstellung hier rein analytisch 
gefalst, nur befleilsige ich mich des Gebrauchs solcher Ausdrücke, die geeignet sind, geome- B 
trische Vorstellungen wachzurufen. Die Beweise der Sätze offenbaren den intimsten Zusammen- 
hang des hier erörterten Teils der Zahlentheorie mit den Fundamenten der Analysis des 
Unendlichen. Um diese Verknüpfung recht ins Licht zu setzen, ist hier auch manches 
Bekannte von Grund aus entwickelt. Die Lektüre des Buches erfordert daher nur geringe 
Vorkenntnisse, wenn auch selbstverständlich eine gewisse mathematische Bildung. 

Der behandelte Stoff betrifft vielfach Gebiete, die gegenwärtig im Vordergrund des 
mathematischen Interesses stehen. Da nun die vollständige Fertigstellung des Buches erstin 
einigen Monaten zu erwarten ist, so habe ich mich entschlossen, um mehreren mir geäulserten 
Wünschen zu entsprechen, einen seit längerer Zeit gedruckten Teil schon jetzt zu publizieren. 
Diese Lieferung entwickelt bereits die meisten allgemeinen Theoreme. Die Schlufslieferung 
wird noch mancherlei Anwendungen derselben bringen; ihr Umfang wird nicht 10 Bogen über- 
steigen. Uber ihren Inhalt entnimmt man einiges aus meinen Aufsätzen im Bulletin des sciences 
math&matiques, Januar 1893, und in den Annales de l’&cole normale sup6rieure, Februar 1896. 


Stolz, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Innsbruck, Vor- 
lesungen über allgemeine Arithmetik. Nach den neueren 


Ansichten bearbeitet. 2 Teile. gr. 8. geh. 2. M16.— 
Einzeln: 3 

I. Teil. Allgemeines und Arithmetik der reellen Zahlen 

[VI u. 344 8.] 1885. n. A SER 

I. — Arithmetik der complexen Zahlen mit geometri- 
schen Anwendungen. [VIILu. 326 8.] 1886. n. 48.— 

Diejenigen Lehren der Analysis, welche gewöhnlich als der elementare Teil derselben 
betrachtet werden, sind fast sämtlich in der letzten Zeit neu bearbeitet und wesentlich ver 
bessert worden. Daher weichen gegenwärtig die populär-pädagogischen und die wissenschaft 


lichen Darstellungen der Elemente der Mathematik so bedeutend von einander ab, dafs beinahe 
jedes Lehrbuch und jedes Kolleg über höhere Analysis mit einem Abrisse dieser Elemente, die 
der Leser bez. der Zuhörer wohl meist für abgethan hielt, eingeleitet werden mufs. Schon die 


dabei nötige Kürze mag dem angestrebten Zwecke nicht immer förderlich sein, jedenfalls aber = 
kommt auf diesem Wege keine gleichmäfsige, ins Einzelne gehende Behandlung jener elemen- 
taren Partieen zustande. Der Verfasser hat es als ein zeitgemäfses Unternehmen erkannt und n 
während einer zwölfjährigen Lehrthätigkeit erprobt, der allgemeinen Arithmetik in dem her- & 


gebrachten Umfange einen zusammenhängenden, wissenschaftlichen Vortrag zu widmen. Dabei r 
haben sich nicht unwichtige Verbesserungen der Darstellung ergeben. z 
Näheres siehe Teubners Mitteilungen 1884 Nr. 6, S. 108 bez. 1885 Nr. 5, S. 82. = 


Grössen und Zahlen. Rede bei Gelegenheit der feierlichen 
Kundmachung der gelösten Preisaufgaben am 2. März 1891 zu Inns- 
bruck Fahaiten [30 8.] gr. 8. 1891. geh. n. M. —.80. 


Nach Akiung des allgemeinen Gröfsenbegriffs ER in knappen Zügen dargelegt, 
wie es zu den Erweiterungen des Zahlbegriffs in den drei Stufen: irrationale und negative 
Zahl, gemeine komplexe Zahl, Quaternion gekommen ist. Aus diesem historischen Überblick b 
treten insbesondere die Namen: „Cartesius, Gaufs, Hamilton“ hervor. 
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